BOROCZ IMRE

SZIVARGASI FELADATOK MEGOLDASA
TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYSOROKKAL

Bevezet6

Egyes szivargasi feladatokra, példaul gat alatti vagy szadfal koriili
talajvizaramlasra, homogén altalaj esetén ismeretes az aramkép és ismeriink
képleteket az atszivargd vizmennyiségre vonatkozoan. A gyakorlatban azonban
a legritkdbb esetek kozé tartozik a térszinig terjedd homogén talaj, s ezért
ezek a megoldisok legtobbszor csak tdjékoztatod jellegliek.

Folyék mentén gyakori, hogy a folyoé vize vastagabb vizateresztd réteget
taplal, melyet alulrdl egy vizzard agyagréteg hatarozottan elhatirol, felette
pedig egy vagy tobb olyan talajréteget talilunk, melyek szivirgisi (‘;_,yiitt
hatéja — k tényezije — lényegesen kisebb a vizvezetd lctog ko szivargasi
egylitthatojanal. A fedérétegek ez esetben mintegy nyomdas ald helyezik a
vizvezet§ réteget, s ezért dradasok alkalmaval az drvédelmi toltésektdl lénye-
gesen nagyobb tavolsigban is el6fordulhatnak vizfeltorések, mint ahogy az
homogén talaj esetén varhaté volna.

A talajrétegek fekvése dltaliban a Duna mentén is megfelel az el6z6
bekezdésben vazolt koriilményeknek. A tervezett dunai vizerGmiivek létesi-
tésével kapesolatban elGallitando dllanddan magas duzzasztott vizszint dontd
jelentéségilivé teszi a kérdést, milyen stacionir potencidlaramlis fog a viz-
vezeto rétegben kialakulni, s a viztértdl killonbozé tavolsaghan fekvs pontokon
a vizvezetd réteghben mekkora nyomdas fog eléallni.

A kérdés felvetése természetszerlileg a probléma irodalmi targyaldsat
eredményezte. A kozelmultban jelent meg e targyban Galli Liszlé tanulmanya.*
Megoldasa két hipotézisen alapszik:

1. a nyomdas alatt levd vizvezetd réteghdl a viz a legrovidebb uton,
tehat fliggdleges vizszdilak mentén dramlik a felszin felé és

2. a vizvezetdrétegben az aramvonalak vizszintesek, azaz a vizrészecske
fiiggbleges sebességi komponense elhanyagolhat6. I hipotézisek a gyakorlat-
ban is kitiinden hasznilhatd, egyszeri képletek felallitisat tették lehetGvé.

Galli Liszlo els6 feltevése mind a tapasztalatokkal, mind a szemlélettel
jol egyezik, s azzal dltaliban mindenki egyetértett. A masodik hipotézist

*(lalli Ldszlo : Mitargyak alatti szivargasok szamitasa rétegzett talajokban,
kozelitd eljarassal. Viziigyi Kozlemények, 1959. 3.

167



azonban szdmos timadis érte azon az alapon, hogy a fiiggéleges sebességi
komponens elhanyagoldsa a vald helyzetet lényegesen eltorzithatja.

Kovdces Gyorgy komplexviltozos fliggvények segitségével, konform leké-
pezéssel keresi a feddréteg alatt elalld potencidliramlis torvényeit.

Jelen tanulmanyunkban exakt matematikai modszerekkel kivanjuk meg-
hatdrozni a feddréteggel hatirolt vizvezetdréteghen el6allé potencidlaramlas
Aramképét, potencidlfiiggvényét és az atszivargd viz mennyiségét egy egysze-
rlisitett koriilményeknek megfelel szivargasi tartomanyban. Tanulmanyunk
egyik fontos célja annak kiértékelése, hogy a gyakorlati szemponthdl igen
alkalmas Galli-féle megoldds mennyire tiikrozi a valdsagot, azaz mekkordk
annak hibahatdrai. Mindamallett elméletiink egyes egyszerlibb eredményei,
mint példaul az atszivargott viz mennyiségére vonatkozoan levezetendd képlet,
kozvetleniil a gyakorlat céljaira is felhasznalhatok.

Elméletiink is feltételezi a Galli-féle els6 hipotézist, azaz a fedGrétegben
a fuggdleges iranyt vizmozgast.

Kitlizott feladatunk megoldasat a figgelékben részletesen ismertetett
trigonometrikus fiiggvénysoroknak az alkalmazasa teszi lehetévé. E trigono-
metrikus fliggvénysorok a jolismert Fourier-sor dltalanositasinak tekint-
heték, amennyiben az utobbi a végtelen sok sorbafejtési lehetéség kozott speci-
alis esetnek szamit.

A matematikai irodalomban a sorbafejtéshez alkalmazott fiiggvény-
rendszerek ortogonalitdsa (amibdl fiiggvénysorok képzésére vald gyakorlati
alkalmassiguk kovetkezik) mar ismert. Mivel azonban egyrészt a moddszert
hazai irodalom még nem targyalta, masrészt a kiilfoldi irodalom* is jofor-
man csak az ortogonalitis tényének megallapitasara szoritkozik, a gyakor-
latban vald alkalmazishoz célszerti segédeszkozok (pl. a transzcendens
alapegyenletek gyokeinek felkeresésére valé kozelité képletek) ismertetése
nélkiil, helyesnek tartottuk az elmélet teljes ismertetését, de tanulmanyunk
vizépitési jellegére vald tekintettel csak fiiggelékben. Elore kozoljiikk azon-
ban az elmélet alapképleteit olyan mértékben, amennyire az a tovabbiak
megértéséhez szitkséges.

1. Az dltalinos trigonometrikus fiiggvénysorok

Hatarozzuk meg a
¢ tgp = Oy (1
y etgy =C.|
karakterisztikus egyenletek pozitiv gyckeit. Jelentse ¢, és p, ez egyenletek
elsd gyokét (f6értékét), ¢, és p, az egyenletek (n + 1)-ik gyokét (a masodik
karakterisztikus egyenletnek 9 = 0 gyoke figyelmen kiviil hagyando). € és
Cy tetszéleges allanddk, fenti képletekkel tehat kétszeresen végtelen sok
Por Prs Pos Pas - - Prs - - - |
Yor Y1 Pos Yo - - - ¥y - -

értékrendszer hatarozhato meg.

* Kriilov A. N.: A matematikai fizika bizonyos miiszaki alkalmazasa differen-
cidlegyenleteirdl, 5. kiadas (o10sz nyelvi), Moszkva, 1950, 227-228. oldalak
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Legyen f(x) figgvény az — [ <<ax < + [ intervallumban korlitos és
legalabb szakaszosan folytonos, tgy az

— 5 4, cos ¥ +B sin lx (3)

képlet szerinti trigonometrikus sorba fejthetd. A képlethen szerepls ¢, és y,
értékek valamelyik (@), (p) értékrendszer tagjai, az A4, és B, egyiitthatok
pedig az

An = d 5
/ (1 s sin 2q),,)
2, ,
és ” W n=0,1,2,8...] (4)

képletekbdl hatirozandok meg.
Mivel kétszeresen végtelen sok (¢) (y) értékrendszer hatirozhato meg,
ezért a sorbafejtés is kétszeresen végtelen sok médon torténhet, a C, és C

allandok vélasztasitol iuggoon !

Ha O, = 0 és C, = — oo értékeket vilasztunk, Ggy a (¢) és (y) érték-
rendszer: 0, 7, 27, 37, . . .7, . .. alaki lesz, a (3) alatti képlet az f(x) figgvény

Fourier-soraba megy at, a (4 ) alatti képletek pedig a Fourier-egyiitthatok.
Az altalanos trigonometrikus fiiggvénysor tehiat a Fourier-sor altalinositisa.

Az (1) alatti karakterisztikus egyenletekbdl a (¢) és (p) értékrendszerek
csak korilményesen hatirozhatok meg. Ezért célszertien hasznilhatok az
alibbi kozelitd képletek:

0 ) 2 - s
P =TT+ &, Fn:l/nl +3(';»)(§4717t s =10.1,2,8 0
20, 20,
.(5)
4
= ‘;C ; ji;r):]_ 7 &, o elsd kozelités lg’):l ’
3+0 315—30¢2

Fenti iteracids képlet 0,429/,-nél kisebb hibdaval adja a ¢ (\ltél\vk(‘t S
gyorsan konvergal, mert A% alig viltozik e, fiiggvényében. Ha ¢, << 0,5, gy
0,7%p hiban beliill A% = 1 helyettesithetd, sa ¢, értékek iterdci i6 n(‘lku] egy
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1épésben sziamithatok. Nagyobb n értékeknél ¢, értéke csokken, igy egyszertibb
képletek is hasznalhatok:

C 1(C .
ha 8n<0,180; akkor En:n—;—g n_‘p_ : h]_ba<0, 20/00

p (6)
ha €, < 0,02 ) akkor &, = 77"’: : hiba <7 0, 40/00

A y értékrendszer meghatirozasihoz hasonlé kozelitd képletek allnak
rendelkezésre, mivel azonban azokra e tanulminyban nem lesz sziikkségiink,
csupan utalunk a figgelékre.

2. A megoldandd szivdrgdasi probléma

A megoldandé problémit egy elvont — egyszertsitett — feladattal
kapcsolatban ismertetjiik.

Az 1. dbrdn felrajzoltuk egy kisérleti berendezés vazlatos hosszmetszetét.
A berendezés két edényhbdl all, melyek az O 4 vonal mentén perforalt lemezzel

Yy

Il
4h

Ar

\ VEZE/DI‘E/EN \
AL \ \\
'\_x \ 8

\\ \\ \\ N f
0\V X

Li A . ' —’

1. dbra. Idealizalt, fedéréteges szivargasi tartomany

vannak elvilasztva. A jobboldali edény — melynek lezaré hatarfala gyakor-
latilag végtelen tavol képzelhet6 — ¢, magassagig k, szivargasi tényezojﬁ
anyaggal van toltve, melyre egy kevéshé vizdtereszté ¢, vastagsiga k, szivar-
gisi tényezdji feddréteg kertil.

A kisérleti berendezés mindkét edényét vizzel feltoltjiikk ugy, hogy a bal-
oldali edényben a vizszintet allandéan h; magassigban, a jobboldali edényben
pedig h, magassigban tartjuk. A Ak vizszintkillonbség hatésira a perforalt
lemezen és a talajrétegeken keresztiil a viz a baloldali edénybdl a jobboldali
edénybe stacioniir aramlassal atszivarog.

Feladatunk meghatirozni az Aramlas torvényeit, nyomasviszonyokat,
sebességeket és az atszivargd vizmennyiséget.
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3. Az dramlasi feladat differencidlegyenletei

Az 1. 4bra szerint felvett (z, y) koordindtarendszerben a vizvezetiréteg
barmely @ és y koordindtikkal jellemzett pontjin az dltalinos irdnyu sebesség-
vektort u és v komponenseivel jellemezziik. Mint ismeretes, a forrds- és 6rvény-
mentes dramliasok potencidliramlasok, ahol az u és v sebességkomponensek
egy @ potencidlfiiggvénynek és egy ¥ aramfiiggvénynek parcidlis derivalt-
jaiként allithatok eld:

oD b
’U':*é”; U:'a"’y;
T
, (7)
N oV
/) ; — P == —4;
oy ox

tovabba az u, v, @, ¥ figgvények mind eleget tesznek a sikbeli n. Laplace-
féle potenciilegyenletnek:

Q% | B _ 0: 3% £ 8% _ 0:

d9z? Oy Chi dy? (8)
R R 82 R '

2400 b ——=0;

9z?  9y* ox? dy*

tehdt az dramlis tartomanyiban harmonikus fliggvények. Egyuttal u és v,
valamint @ és¥ egymas konjugdltjai, vagyis eleget tesznek a Cauchy — Riemann-
féle differencidalegyenleteknek:

ou ov du  dv
e oy ; oy e ’I (9)
o ¥ oD Y,
8y Bx o _"5y'|

Ha sikeril az u, v, @, ¥ fiiggvényeket igy meghatiroznunk, hogy a fenti
differencidlegyenletek, s egyszersmind az dramlis tartoménydnak hatirvona-
lin a keriileti feltételek kielégiiljenek, akkor feladatunkat megoldottuk.

Hogy a keriileti feltételeket felirhassuk, tisztiaznunk kell a kiils6 nyomas-
viszonyoknak és a @ potencidlnak az Osszefliggéseit. Tételezziik fel elGszor,
hogy A h =0, azaz hy = hy. Nyilvinvald, hogy ebben az esetben statikus egyen-
stlyi dllapot van, vizmozgas nincsen, a potencial az dramlasi tartomany min-
den pontjaban azonos értéki 4dllandé. Vizmozgas az dramldsi tartomdny két
pontja kozott akkor indulhat meg, ha a két pont kozott szintkiillonbség van
(helyzeti potencidl, y ordinatival arinyos), vagy ha nyomdskiilonbség van

nyomaspotencidl, 5 -val arinyos|. A @ potencial tehat a h=y + s magas-
}I
saggal ardnyos, az @ tengelyre, mint nivé-vonalra vonatkoztatva: @ = ¢ - h =

=6 'y + :J . Amig Ah = 0, addig minden pontban @, = ¢ - h, = constans.
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Emeljitk a vizszintet a baloldali edényben A, értékre, tigy az O A vonal
mentén a potencidl értéke @, = ¢ - hy értéki lesz, mig a ¢, vaﬁtag%gu fedd-
réteg felss sikjan (y =t, + ¢ ) marad @y = c- hy kisebb érték. A vizszivargds
tehat a mar targyalt mdédon meglndul s az aramlds taltomdm aban, példaul az
altaldnos (2, y) koordinataju pontban @ = ch, ahol h, <~ h < h,.

Ah=y + P érték az dramlasi tartomdnyban pontrél-pontra véaltozik.

Az

; RO O . (10)
ow

derivaltak az x és y irdnyu hidraulikus esést adjak, s igy a v = kI Darcy-
képlet alkalmazasival az u és v sebességkomponensek:

_‘L% és :—Lah (11)
= Gy

Ezeket az oOsszefiiggéseket (7) elsG két egyenletével Osszehasonlitva,
s figyelemmel a @ — ¢ h Osszefliggésre, nyilvanvald, hogy

c=—ky, sigy ®=—koh=—k,

P .
g £ 12
Y y) (12)

alakban irhatjuk a @ potencialfiiggvényt.

Ha az 1. dbran kimetszett da dy élhosszisaghi kimetszett hasabra
vonatkozoan felirjuk a forrasmentesség feltételét, mely szerint az oldalak
mentén d¢ id6 alatt be- és kidraml6 vizmennyiség Osszege zérus, akkor

9% g dy dt +.8” dydwdi—=0,
dox oy

azaz ?_u + - 80 =)

ox 8y

folytin egyrészt a (9) alatti Cauchy— Riemann-féle differencidlegyvenletek egyi-
két kapjuk, masrészt (7) alapjin

0% 3D 0
B2 8J~
annak igazolasat, hogy a @ potenciil harmonikus fliggvény.

31. Kerileti feltételek

Feladatunk megoldisihoz az dramlisi tartomény hatarvonalain eldirt
keriileti feltételeket kielégité harmonikus fiiggvényekre van szikségiink.
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Az edény fenekén (y = 0) a keriileti feltétel egyszertien:
v=—=20 [ha y=0] (13)

Az O A vonal mentén a @ potencial dllandé:
D, = —kohy, = — kohy —kgAdh =Py — kyAh [ha x=0]. (14)

Az dramlisi tartomdny harmadik hatira az y = ¢, érintkezd vonal a viz-
vezetéréteg és a fedéréteg kozott. A feddréteg mar nem tartozik az dram-
lasi tartomanyba, mert az dramlis el6z6 pontban ismertetett differencidle-
gyenletei csak homogén tartomédnyra érvényesek. A hatirvonalon viszont nem
ismerjiik a potencidl értékét, hiszen nem ismerjiik a torvényszeriséget, milyen
mértékii fojtast okoz a fedbréteg. A fedéréteg felsé feliletén (y =t, 4 1)) a
potencidl dllando: @y = — kohy,. A keriileti feltételt éppen ezért itt abbol a
torvényszertiségbdl hatirozzuk meg, hogy a v sebességkomponens a feddrétegen
Atszivargo viz szivargasi sebességével azonos. A feddrétegben az z irdnyt sebes-
séget elhanyagoljuk, illetve feltételezziik, hogy a feddréteg fojtisa miatt
nyomds ald helyezett vezetéréteghdl a viz a nyoméskiilonbség fiiggvényében
fiigg6legesen tor at a feddrétegen.

Az y = t, magassigban az egyenlére ismeretlen @ — — kjh potencidlbol

h=——, (15)
igy a hidraulikus esés a feddrétegen:
h—h D, — D
e, T el R WP, (16)
s a Darcy-képlet alapjan a sebesség a fedGrétegen at:
ky @y, — D -
v,=k,l,=1f~z———~ [y =t,]. (17)
0 tf
o B ; 0P e :
A hatéarfeltétel tehat, hogy a v = - fiiggdleges sebességkomponens a v,
Y
sebességgel egyenld az y = t, hatdrvonalon

8 et

—= —, azaz
oy ky &
0D L
~-—{—a¢-—a?—)ff=O [ha y =¢,], (18)
9y ty ty
ahol
a= kyto (19)
kot,

constans paraméter a szivargisi tényez0k és rétegvastagsigok fiiggvényében.
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32. A D potencidalfiiggvény
Allitjuk, hogy a

. Pux
=@, + e A e b cos© Pl (20)
n=0 to
alak(l potencidlfiiggvény segitségével mind az dramlas differencidlegyenletei,

mind a keriileti feltételek kielégithetdk, s6t az OA vonal mentén (x = O)
nemesak a @, = const. hatarfeltétel, hanem a potencial birmely mas eloszlasa
is kiel(‘githot(i.

Ismeretes, de differencidlissal konnyen igazolhato is, hogy a (20) jobb
oldaldn 4116 kifejezés harmonikus, azaz kielégiti a (8) alatti Laplace-féle diffe-
rencidlegyenletet, barmely 4,, ¢, t, értékek mellett. Igy ez utébbiakat kell a
hatarfeltételeknek megfelelGen me ghatdl()/mlnk, s ha ez sikeriil, feladatunkat

megoldottuk.

33. A keriileti feltételek kielégitése
331l. 7=10 hatiarvonal

D
Kerileti feltétel (13) szerint 8(17 — 0. Differencialjuk tehat (20)-at:
oy

op =
== yu Frg % sin?n¥ (21)
oy n=0 ly ty
Ennek a kifejezésnek y = 0 helyettesitéssel minden tagja eltlinik, a hatdr-
feltétel tehat teljesiil.

3839 =0 hatdrvonal

Keriileti feltétel (14) szerint, hogy @ = @, — Lk, Ak &llandd. (20)-ban
@ = 0 helyettesitéssel tehat

®,+ > d,cos ¥ — @, 1,44,
n=0 0
azaz
2/1 cos ty:~—koAk- (22)

0

Tekintve, hogy a bal oldalon az altalinos trigonometrikus figgvénysor
All, mellyel az 0 << y < t, intervallumban barmely fiiggvény el6allithato, igy
nincs akadilya annak, hogy a (22) jobb oldalan all6 constans érték fiiggvény-
sorat képezzik, feltéve, hogy a ¢, értékek az (1) alatti els6 karakterisztikus
egyenlet gyokei. Az A, egylitthatok (4) alapjan f(x) = —ky 4h = const. helyet-
tesitéssel:

+te
“ cos%-?—/dy
to .
P [ T S TN . . (23)
{1+ 52 "%) ¢n + sin g, cos g,
~ n



333. y =1, hatérvonal

0 D D P,
Keriileti feltétel (18) szerint 887 +a——a—==0,ha y =t¢, Helyette-
t ‘0
sitve ebbe (20) és (21) alattiakat:
) PnX (r _/ o __PnX q l/
— N A,,(p" ¢ deginiBy S 3 A,e ' cos —"2=0,
im0 b ly  tyn=o o
azaz y — l, helyettesitéssel
© X © X
>4 Pn g™ & sin P = N >d,e " cosg,. (24)
;:3 [0 0 n=0

Az egyenlet fennall, ha minden n-re tagonként is igaz:
PnX Pax
Pn a R
A, "¢ tsing,=—A,e b cosg,,
0 b

tehat
g.tgg,=a [=0,1,2,8....] (25)

a feltételi egyenlete az y = t, keriileti feltétel teljesiilésének. Ha tehat a (¢)
értékrendszert az (1) alatti karakterisztikus egyenletbdl € = a valasztdssal
szamitjuk, tgy célunkat elértiik.

34. Az u, v, D és ¥V fiiggvények dltalinos alakja
Helyettesitsiik (23)-at (20)-ba, tgy

PnX
et cos ¥1Ysin )

R t
DP=D, — 2kyAh — s . (26)
g @, + sin q),, cos @,

A (7) osszefiiggésekkel a két sebességkomponens:

¢nx
i PnlY .
@pe ' cos TZsing,
D Ah &
U= o = 2/, i —— . (27)
83: to e @, + sin ¢, cos ¢,
PnX
= adnY
e " sin sin
Lo
ay ty n=0 Pn + sin Pn COS @py (28)
végiil (7) figyelembevételével az dramfiiggvény:
_ PnX
. e to sin ¥n! ysmtp,,
Peghdh D — b (29)

s @, 1 sing, cos <p,,
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Mint ismeretes, az dramlasi tartoméany két tetszés szerinti pontjara meg-
hatarozott aramfiiggvények kiilonbsége a két ponton atmend dramvonalak
k6zott idGegységben atszivargd vizmennyiséget adja. Ha a P és Q pont azonos
dramvonalon van, Ggy e kiilonbség természetesen ¥p — W, = 0, azaz ¥'p =
=¥ . A¥ = const. egyenletek tehit az dramvonalakat adjik.

A (29) képlet jobb oldalin egy tetszés szerinti ¥ integrilisi dllando is
szitkséges lenne. A ¥ dllandét azonban gy ValaS/t]uk hog) a koordinata-
rendszer kezd6pontjan atmend dramvonalra az aramfiiggvény ¥ = 0 legyen.
Mivel y = 0 helyettesitésével (29) jobb oldalin a X' eltiinik, ezért a¥ = 0 fel-
tételt W, = 0 elégiti ki.

Il)en valasztias mellett az 4 ponthoz tartozé ¥, aramfiiggvény az O A
vonalon atszivargo Osszes @ vizmennyiséget adja. Helyettesitve tehat (29)-be
az A pont (0, ¢,) koordinatdiit:

2
Q=2kAh ¥ cic s (30)
n=0 Pn + sin g, cos (pn

Megjegyezziitk, hogy amint a ¥ = const. egyenletek az daramvonalakat
adjik, ugyanugy a @ = const. egyenletek az aequipotencidlis pontokat Gssze-
kotd gorbék egyenleteit jelentik. Mindkét gorbesereg megszerkesztésével az
aramlasi viszonyok képiesen dbrazolhatok, amint azt a szampéldaval kapeso-
latban a 2. abrin js lathatjuk.

A fenti trigonometrikus figgvénysorok egy kivétellel konv mgonsol\ Alta-
liban gyorsan konvergilnak, kivéve az x ~~ 0 kezdeti savot, ahol @ és ¥ meg
elég jol, de u és v lassan konvergil. Az A ponti u sebességkomponens fliggvény
sora divergens, azaz a tartomdny 4 pontjaban végtelen nagy u sebesség 1ép fel.

Az A ponti v, sebességkomponens értéke, mely a feddrétegen atszivargd
legnagyobb vizsebesség, s igy a gyak()rlat szempontjabdl fontos, egyszeriibb
alakban irhaté fel. Mivel ugyanis keriileti feltételiink értelmében v, = v,
ezért (17) alapjin @ = @, helyettesitéssel

L. S o O e O N PO 31)
ko 1 ty ty to

amint ez a (28) egyenlethél x = 0, y = ¢, helyettesitéssel numerikus szampél-
déakkal is ellenGrizheté.

4. Egyszeriisitési lehetoségel

Az el6z6 pont képletei meglehetosen komplikédltak, s igy a gyakorlatban
kevéshé hasznosithatok. Szerencsére azonban a legtobb gyakorlati esetre érvé-
nyes jo kozelité értékeket vezethetiink le abban az esetben, ha az a paraméter
(19) szerinti értéke:
kety
kot

o= 2] (32)

Ez a korlitozas éppen a gyakorlatilag fontos esetekben teszi lehetGvé
egyes képletek egyszerlsitését, azaz akkor, ha a feddréteg fojtisa nagyobb
mértéki.

176



41. A Q vizmennyiség képlete
Ha (30)-ban az (5) alatti ¢, = nw + ¢, helyettesitést végezziik:

Q=2kAh 3 " o =

n=on @+ €, + sin ¢, cos e,

A

— koAb ‘ / I
2e,+8in2¢ T12nm+ 2¢,+ sin2¢g,

4sine = 4sin?e
0 " (33)
Hatdrozzuk meg a zarjeles kifejezés els6 tagjanak kozelito értékét. Az
ismert
< 32 S @ S
2sin? g = 1 — cos 2¢,
osszefiiggés felhasznalasaval
4sin?¢, 2 —2cos2¢

26, +sin2¢ 2¢+sin2¢g,

g —of1—2&? @)t (2&)°, .
21 4! 6! 3 45 ‘
- ‘ (2e)?  (2¢,)° S ERTT A sa s i)
26+ 26— 0 + = L EE— y | k.
3! 5! 3 45

Mivel a <~ 1 esetén a ¢ tg ¢ = a karakterisztikus egyenlet elsd gyoke

Po = €9 = 0,86, ezért (34) jobb oldalin all6 tort értéke alig tér el az egységtil.
A legnagyobb eltérés a = 1; ¢y = 0,86 esetében 1,59, (a tort értéke 0,985). Ezt
a hibat elhanyagolva
an2
i T &, ha ¢ <1 (35)
2¢&,+ sin2¢,
Vizsgiljuk a kovetkezékben a (33) alatti zarjeles kifejezés mésodik tagjat
Mivel a X' értéke (6) figyelembevételével
a

Sin e, Az g, A~ —
n n nm

kapesian kozel kvadratikusan fiigg a-tdl, ezért az osszegnek ey-hoz viszonyitott
értéke a = 1 esetén legnagyobb. Ebben az esetben az ¢, = 0,284; ¢, = 0,154;
sth. értékek alapjin a X' értékének elhanyagolisa ¢, = 0,86 mellett mintegy
59, hibit okoz @ értékében. Tekintettel arra, hogy k, értékében ennél sokkal
nagyobb bizonytalansigokkal kell szamolnunk, a ¢ vizmennyiséget meghizha-
toan szimithatjuk a

Q="FkyAhe

azaz (5) figyelembevételével (e, = |/9)

1/ 8a 3kt -
= K, /] - ) N4 = 770 n;(
LA [/3 +a ko ”’Vs kot + Kt o

képletbdl, mely a gyakorlat igényeit is kielégitheti.
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42. Szivdargaisi sebesség az O A vonalon (x = 0).

Az u seb(‘%égkomponvns az O A vonalon viltozo érték@ igy, hogy az O
pontban u, legkisebb értékii és az A pontban U, —> co. Az A pont tehat szin-
guldris pont. A v sebesség értéke O p()ntban zérus, A pontban pedig a (31) alatt
meghatirozott v, érték, mely az egész tartomdnyban a legnagyobb v sebesség.

Az u sebességképleteket (27) alapjan £ =0 és y = 0, illetve y = ¢,
helyettesitéssel irhatjuk fel:

Ah N 4 (pn sin ‘pn
ty 792, +sin2p,
Ak & 2 2
up=ky : = = Lol (A pont)
by n=02i@; San(pn

vagy ¢, = nw + ¢, helyettesitéssel:
Ah (—1)"4(nm+¢,) sinF,,]

wy = ky—

- (0 pont) I

UO: ‘0-,7 ’\‘ :
I5, aco 2men-b2e,1-8in2%e, a5
: 38
iy = Ah 2(nm+e¢,)sin2¢,
=k, \ .
by ai=p2n w428, s1n2¢,

b g

Elgszor igazoljuk, hogy w 4, — oo. Ha n elegendd nagy, ugy
. a >
sing, ~ g, ~ — < < nw, (39)
nw

azaz a X alatti kifejezés nagy n értékeknél (n > m)

) 2a
sin2¢,~2¢,~—
7
melynek Osszege
g w2l
o mT il )

mert a harmonikus sor divergens.
Az u, értékének megkozelitéséhez vilasszuk kilon a X-tél az n = 0
tagot és ott alkalmazzuk a (35) Osszefiiggést:
2 n . 1
I Ah[ & (—1)"4(nx+ ¢,)sing,
Uy =ky—|— + ——
ty |SIR By 7=1 2nm+2e¢, -4 sin 28,

\ X alatt helyettesitsitk a (39) kozelitést

Ah A g2 2a 2 (—1)"
o= ko— j’_+2(—1)”?€]_lv L | + (:‘(LJ:

ly Ising, 7= ly |sing, T a1 N

AR[ & 2 2
gl BBl o L8l 5 bl (40)
ty |sing, 7 to sin g,
Sl L) . " 25 i
ahola ¥ —— =1{n 2 ismert Osszefliggést alkalmaztuk.
n=1 n
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A (40) képlet elsG tagja még tovabb egyszer(sithets. Ha a <7 1, tehat
€y << 0,86, ugy az (5) képletben szereplé 4§ tényezd 1,3%, hibdn beliil egyenld
az egységgel. Tehat ugyancsak (5) alapjan

3 3
Bad= "2 (41)
3+a
Ha ezt az osszefiiggést az ismert
. g & _ )
sing, = &5 |1 — - — ... 2
T , e

relicioba helyettesitjiik, akkor (41) és (42) segitségével az

0 s V(l (43)

SIn &,

kozelitést vezethetjik le, mely a <71 esetben 1,79, hibdin belill igaz. Az u,
sebességérték végleges képlete tehat a kivetkezs alakban irhato:

Uug = ky A[h(Va — 0,444q), (44)
0

melynek lognagy()])l) hibdja az Osszes kozelités egyiittes hatisira maximailis
értékben a = 1 esetén —69%,, s a csikkenése esetén a hiba is elenyészik.

Osszehasonlitisi alapul felirjuk még az O A vonalon atszivargd viz atlagos
sebességét, mely (36) alapjin:

AR Ah7/" )
Ust), = — = kg — &9 = ky- / 3a . (45)
to ty by I} B+ 0

43. A D potencidl az y — 0 és y = t, haldrokon

A potencidlnak az dramlisi tartomdanyra vonatkozolag a (26) képlettel
megadott értéke jellemzi az adott helyeken felléps nyomdsokat. Mivel a gya-
korlatban kizirdlag a nyoméssal dolgozunk s nem a potenciallal, helyesebb,
ha a (26) egyenletet eleve a 2 nyomdasra vonatkozolag alakitjuk at. Nyomas
alatt természetesen az energiaszint magassagat értjiik, azaz a helyzeti magassidg
és nyomasmagassig Osszegét, amint azt mar tisztiztuk. A (15) Osszefiiggés
figyelembevételével a (26) egyenlet igy irhato:

_ PnX q7
w 2¢ ' cos Y sin Pn
h—hy=A4h g 9 i
&~ @, sing,cos g, (46)

A képlet bal oldalin levs (A — hy) érték azt az energiatobbletet jelenti,
mely a vizrészecskét a tartominy legkisebb (4y) on(‘rgiawint(i pon{jai felé
hajtja. Kz az energiatiobblet természetszertleg pozitiv mennyiség és kisebb a
tartomanyban (‘l()f()r(lul() sz61s6 Pnorglaeuntol\ Ah kilonbségénél, a (46) képlet
jobb oldalin levé X értéke tehit zérus és az egység kozott valtozo.
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Vizsgaljuk meg a nyoméasok valtozasit a tartominy hatarain. Az x = 0
koordinatival jellemzett O A vonalon h — hy = A h, hiszen ez képezte kiindu-
lasunk alapjat. Az y = 0 és y = t, hatiarokon fellépd nyomisok szempontjabol
kivinjuk a (46) képletet egyszeriisiteni. Fontosabb ezek koziil az y = t, hatar,
tehit a fed6réteg also sikja, ezért el6bb ezt targyaljuk.

A (46) képlet y = ¢, helyettesitéssel és az Osszeg elsé tagjanak kiilon
irdsaval kovetkezd alakot olti:

9 qin ¢ s ©  DiaiaD g
hf_},zzgk[ is’?;.z%_m L L W
2 @y + sin 2 g, n=12@,+sin2 g,

Az els6 tag trigonometriai atalakitassal, a (35) alatti kozelités felhasznaldsdval,
(po = &), a (25) alatti karakterisztikus egyenlet figyelembevételével, végiil a
(41) kozelitéssel a kovetkezd mdodon valtozik:

2sin2¢, _ 4sin’g, cosgy @ _ 95 3 (48)

2<(p0+sin2%—2<po—{—sin2%sin% tg(po_ a 3-4a

A kozelitéssel elkovetett hiba a <7 1 esetén kisebb 2,89/ -nal.

A (47) jobb oldalin levd 2 alatti hasonld kifejezés nehezebben kozelithetd,
de egy érdekes megéllapitast tehetiink. Targyaltuk ugyanis, hogy a (47) alatti
zarjeles kifejezés értéke x = 0 helyen (az O A vonalon) az egységgel egvenls.
x = 0 helyettesitéssel viszont az exponencidlis tagok az egységgel egyenlék és
igy (48) figyelembevételével:

2‘ 729"12 ¥n — il . (49)
=12@;-t+sin2¢, 34a

Ha feltételiink értelmében a <7 1, ugy (48) értéke nagyobb, mint 0,75 és
(49) értéke kisebb, mint 0,25. Ebbdl két dolog kovetkezik. ElGszor, hogy mivel
x = 0 helyen is az elsd tag domindl, ezért nagyobb z-nél, példaul, ha x > 1,
az elsé tagon kiviil minden tag elhagyhatd. Az egymdas utini tagok ugyanis
az exponencidlis szorzé miatt mind erdsebb csillapitistak, és mar a masodik
tag szorzoja is kisebb @ = ¢, helyen e~ = 0,043-ndl (v6. 2. dbraval). Masod-
szor, hogy a (47) alatti 6sszeg alirendeltebb jelentésége miatt az @ < ¢, szaka-
szon is elegendd annak értékét durvabb kozelitéssel tigyelembe venni. Helyette-
sitsiik ezért a ¢, = nw + ¢, osszefliggést, majd alkalmazzuk a (39) alatti koze-
litést, melynek értelmében az e, értékek n @ mellett elhanyagolhatok, agy
(48)-at is figyelembe véve (47) igy irhato:

. 3 gy 20 &1 -n= -
Hp— =Sl =—— Wi L I (50)
S+ a w2 A= n

Igy végrehajtott kozelitésiink pontossigit ellendrizhetjik, ha meghatd-
rozzuk az (50) képleth6l A, — hy értékét @ = 0 helyen, ahol mint ismeretes, 4 A
értéket kellene kapnunk. Ehelyett az ismert

I | 72
N 51
= n? 6 -

osszetiiggés figyelembevételével
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hj——hzzdhl

-
— 4 h[l e ‘LVJ (52)
3+ «a 94+ 3a
értéket nyerjiikk, mely példaul a = 1 esetén 1,083 A h, az egyezés tehit ki-
elégitd anndl inkabb, mert novekvé @ érték mellett a pontossig fokozodik.
A 2. 4bran megrajzoltuk h, — hy gorbéjét x fliggvényében a = 1 esetre.
A folytonos vonallal huzott gorbék a pontos (47) képlet alapjan szimitott érté-
keket jelzik, éspedig az egyes tagoknak megfelel6 értékek egymdsrahalmozé-
ddsdt is mutatjik. Lathato, hogy az egymais utdni tagok mind kisebb x tadvol-
sdgra hatnak ki. A szaggatott vonallal rajzolt gorbék kozil az alsé az (50)
képlet elsd tagjanak felel meg, a felsé a teljes Osszeget dbrazolja.

ﬁr""z 8
VI *mb | il
104\

R \
Nr\ X

85—

2. dbra. A nyomds valtozasa a fedéréteg alsé sikjan

A nyoméseloszlas fiiggvényét az eddigiek alapjin egyszeriibben és ugyan-
akkor pontosabban is felirhatjuk. Az (50) alatti zarjeles kifejezés elsé tagjit
ugyanis viltozatlanul hagyjuk, a masodik tagot pedig a fiiggvényeként ugy
irjuk fel, hogy @ = 0 helyen a h; — hy, = /A h hatirfeltétel kwl(gul]on s ugyan-
akkor A, — hy értéke valtozo @ m( lle tt a (47) egyenlettel megadott és a 2. 4brdn
mogq/orkowtvtt nyoméasértékekhez a = 1 esetre minél jobban simuljon. Ez a
figgvény:

hy—hy=Ah [g»j:e_% by ﬁf e t] , (53)
a a

melynek értékeit @ = 1 esetre a 2. abran eredményvonal abrazolja. A képlet
a < 1 esetben 239 hiban beliill adja meg a fedéréteg alsé sikjiban felléps
nyomasok értékeit.

Térjiink 4t a vizziroréteg hatirin, tehat y = 0 vonalon fellépd nyoméasok
vizsgdlatara. A (46) képlethen helyettesitsiink y = 0 értéket, irjuk kiilon az
els6 tagot és alkalmazzuk ott a (35) kozelitést, a 2 alatt pedig a (39) kozelitéssel
élink, igy

—&

,x, L . n —nn hooN
hg— hy = AR|— G RIS 2 '»J. (54)

sin so — nw
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A zéirjeles kifejezés elsé tagjat (42) és (41) figyelembevételével alakitjuk
at, a X' alatt pedig az €, ~ ;;l - tovabbi helyettesitést végezziik:

¥, s P o
B L PR L et o (55)
6+ a 2 ‘_‘1 )22
A képlet @ = 0 helyen az ismert
=1 72
=l 0 (56)
,7"1 n2 12

Osszefiiggés alapjc'm hy — hy = 0,976 A h értéket ad a = 1 esetén, mig kisebb
a mellett még jobban megkozeliti az elsirt A h értéket. Az (55) alatti képlet
szerkezetét megtartva, végleges képletiink a tartoméany alsé hatirin fellépd
nyomasok értékére:

* X
s d Bt A . B 57

, (57)
6 + «a 6+ a

mely a hatirfeltételt @ = 0 helyen minden a-ra kielégiti, s a tényleges nyomds-
értékeket a << 1 esetén 1—7"/” hiban belil megadja.

44. Fiiggoleges sebesség a fedirélegen keresztiil

Gyakorlati szemponthdl a leglényegesebb kérdés a vizfeltorés lehetGsége
szempontjibol a fedérétegben fellepu ieb(‘ssv(r kiilonosen, ha a fedérétegbhen
gyengébb helyek vannak. Szerencsére eddigi ismereteink elegendiek a @obvsseg
megallapitasihoz, ugyanis a sebesség ardnyos a feddréteg also sikjian fellépd
nyomassal, melyre (53) képletiink mdar rendelkezésre all. A fellépd sebesség a
Darcy-képlettel

k
gy =L (h,—Re) , (58)

b
ahol &y, t; értékeit nyilvin a leggyengébb pontokra vonatkozdéan helyettesitjiik
(helyi értékek),a h, — hy nyomdst viszont az (53) képlethél az dtlagos talaj-

viszonyok alapjan llatam//uk meg.

45. Osszefoglalds

Eddigi vizsgdlatainkban egy olyan tartomdnyban elGallo p()t(‘n(ldl
aramlast (talajvizmozgist) térgyaltunk, mely véges mélységben vizzird réteg-
gel, a felszinen kisebb szivirgasi egyiitthatéji feddréteggel van hatirolva,
harmadik hatirin a keriileti feltétel a potencial allanddsdga, s negyedik hatira
a végtelenbe nytlik. Meghataroztuk azokat a képleteket, melyek segitségével
az dramlas jellemz6i (nyomds, sebesség, vizhozam) a tartomdny béarmely pont-
jaban szamithatok. A komplikdlt képleteket e jellemzdk egyes kivilasztott
pontokban és vonalakon el6allo értékeire vonatkozolag lényegesen egyszertisi-
tettik és ezaltal a gy akorlat szamara is alkalmassid tettiik arra az esetre, ha a
méretektl és szivargisi egyutthatol\tol fiiggl a tényezd kisebb az egységnél.

Képleteinket a szimitas végrehajtisihoz sziikséges sszes segédképletek-
kel egyiitt az 1. tdblizat Attekinthetd formdban taltalmaua s megadja a
kozelitd képlet alkalmazdsa esetén elkovetett hiba felsG hatarat is.
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Idealizalt szivaigéasi tartoméany daramképének jellemzd képletei

Jellemz8 megnevezése Pontos képlet (a>1)
£ | Aramfiiggvén Y —2k.Ah S _Ein Pn Sj,“,?’!!,", —@ns
§ R g n§0 ®n - sin @, cos @n
= < sin2 g,
| Osszes vizhozam =2k, 4% = il
e 7 ? 9 né'o @n - Sin @p cos gn
| Kialdban u=2k A0 52 PaBDGnCOBPRY . op
Z I\ * ty ;=0 ®n -+ s gncos gn
2 Ak 2 @nsin ¢n
%! 0 pontban o= 2kg—— - e~ ¢
§ ty n=0%n - ST @nCOS @n
5| A pontban - -~ I
| % FUESEET T e e
! S| OA vonalon atlag —2
| > l = 3 tO
| . © . .
% | Altaliban o2k, AR 5 PaSSGnY
- t, n=o ¥n - SN @n COS Pn
80| = a
80| :
|E ; y = t, vonalon (fedSrétegen) vf = %{ (hf—hy)
|l i @ o
| Altaldban h—hy =240 3 - SN PnCOS Pt ik
; =0 ®n -+ SIN @n COS Pn
w == e e e e D
= o »
£ y = ty vonalon (fedéréteg T L T . BIMOnCOSPn g
:g, alatt) f= go @n -+ Sin @ cos @n
| S o ® N P
‘ = 0 vonalon (vizzéré e ke I
; rétegnél) A ) n2:'0 @n -+ sin @n cos @n "
= . krt g 3a 7en
[ = O Gimi— % A=l =— [
| &= R Tra’ m=l-3E—350a
nad\: ., 0
Jelolések és segédmennyiségek | &n = l/( % a ) 4+ And — n2-:; n=0,1,2...)
Pn=nna+ &n; R ; p= }/,,; Ah = h—hi
| / t 1~

Kizelité képlet (a<{1)

I. tabldzat

Kozelitd képlet|

max. hibaja ‘
a<l esetén |

m=1; e=¢g =J5; egyébként

azonosak, mint a = 1 esetben.

Q= kA he= kydh o 49,
= |-
= e e il
=Ty T (Ja —0.44 @) ; 69
= Ak Ak <
wi :k[,i[h- sy t’{l,s 49,
0 Hlew = v 8 < R
B o |
kAh( 3 . al 5
vy ﬂl} h (3 et 3? aevzn,) 2 39
ems } - [
S o |
-3 s a £\l o
hi—hy=Ah (7 ety _* e~2n») 239,
I S L o 77”3+a | N
ho—hy=A h (%W%“ st % _ent| 129




5. Kiilonleges esetek

A rétegvastagsigok és szivargasi tényezdk fuggvenyekent megadott a

tényezd szempontjibol két kiilonleges eset targyalhato: a = 0 és a — oo. Mivel
a (19) képlet szerinti

ks ty

kot
tenyezo akkor zérus, ha a feddréteg ellendllasa végtelen DAgY (k; = 0), vagy a
szivargasi tartomanynak nines ellenallasa (kg — o), az a = 0 eset egyszertien
elintézhets. Ebben az esetben ugyanis a nyomds az egész tartomanyban azonos
a felvizoldali ~; nyoméassal.

Erdekesebb eredmenyt szolgéltat azonban az a — oo eset, melynek fizi-
kai értelme kettds lehet: Veges ty szivargasi tartomanyrdl van szé fedéréteg
nélkill (¢, = 0), vagy vizzaré réteggel nem hatdrolt ({, — o) tartomiany van
iedoreteggel lezarva. KovetkezSkben e két esetet kiilon-kiilon vizsgaljuk.

51. Vizzdro réteggel halarolt, fedbréteq nélkili tartomdany
A (25) alatti karakterisztikus egyenlet gyoksorozata, ha az a tényezd

végtelenhez tart:
2 1
P = ";L n [n=0123 ...] (59)
s ezért
sing, = (—1)" és cosg,=0. (60)

Bevezetve még az 1. tablazatnil mar alkalmazott
&= és np="=- (61)

relativ koordinitikat, az dramlds jellemzdinek képletei az aldbbiak lesznek:

4 < Sl P "
VY= —kodh - sin @, 1 e~ (62)
4 n=0 2n + 1
=2 kOA—}i N (— D*cos @, ne—* (63)
to n=0
Ah 2 :
v:2l{0—h2 (— D)sing,ne % (64)
to n=0
© 1 n
h— hy = 2 1 = cos @, ne . (65)

Az @ = 0 kezdeti szelvényen atfolyé Osszes vizmennyiség Q értéke a (62)
képlethbsl volna nyerhetd, mint az y = t,, azaz 7 = 1 ordinidtahoz tartozo
dramfiiggvény, ebben a pontban azonban a sor divergenssé vilik, azaz @ — oo
addédna. Mivel egyébként a sor mindentitt konvergens, az A pontban szivarog
it végtelen vizhozam. Ez természetes is, hiszen itt a szivirgasi ut zérus, tehdt
a sebesség is végtelen.
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A (65) képletben a @ potencidl helyett a A nyomdas képletét adtuk meg.
A potencial ebbél a (15) képlettel irhato fel:

b P :_,4 kAR ;(_i 0S —oné (66):
: x ! By e .

n=0

Mivel mind ebben a kifejezésben, mind az dramfliggvény (62) alatti képletében
a X alatt csak a &, 1 méret nélkili viszonyszamok fordulnak els, s mindkét
képlet ugyanazzal a ky, 4 h tényezGvel van szorozva, az dramképet egyszer s
mindenkorra alakhelyesen megszerkeszthetjiik, s ennek adatait birmely tény-
leges feladatnal felhasznalhatjuk. A 3. dbrin vazolt dramképet t;, =1 és.

-Gtk 4h Gy i h-h=dhdyi V-hdh ¥

’7'%5? o
0 n oS Y S N
s =usaans s 3 B3 8§ § S 3 S
: =5 i o e o ,' ;
S o D o ol R [0
& ~fon ~%a025 / /
S "4 =5
< o 1~4%a S /
~.
> A / e /’\\\ 7
- % w 4,0 \\\ / R //
4 45 7N )(\%‘ /,( g
7 NP N T \ 4 *
5 A \ > %
S - X A > R ® X
N i e =
“oFs = z = e
P sfal-s ] v s W
] ENS 3| = - ,\,” \
““JI_ T = il B TR, iy \ g:“
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3. dbra. Idealizalt, fed6réteg nélkiili tartomany aramképe

ky Ah = 1 véalasztissal rajzoltuk meg. Gyakorlati alkalmazds esetén az dbrat
1: ¢, méretaranyt rajznak tekintjiik és a girbékre irt szamokat a tényleges
kg A h értékkel szorozzuk.

Megallapithato az abrabol, hogy a vizzard réteg mélységének megfelels
tavolsighan a nyomds a mélyben is negyedére csokken.

Ismeretes, hogy a végtelen mély vizvezets réteg esetén eléallo dramkép
keskeny (zérus) talpszélességli gattest alatt korokbdl és sugarakbol 4ll. A 3.
abra bal fels6 sarkdban lathatjuk ezt az aramképet, mert itt a sarok kornyeze-
tében a vizzaro réteg mélysége gyakorlatilag végtelen.

Megjegyezziik végiil, hogy a bal fels6 sarokpont (4 pont) a tartomédny
szinguldris pontja, mert kozos pontja az 1 = 1 egyenesnek, ahol a potencial
@D, =0 és a & = 0 egyenesnek, ahol @, = 1. E szingularitis az oka annak,
hogy a kovetkezd pontban tirgyalt esetben képleteink nem adnak megolddst.

52. Végtelen mély tartomdany feddoréteggel

m.

argyaltuk, hogy az a tényez6 a t, mélységgel egyiitt ebben az esetben is
a végtelenhez tart. Varhato volna, hogy a (62—65) képletek, melyeket a — oo
alapon irtunk fel, limesképzés esetén a feddréteggel takart végtelen mély réteg-
ben el6illo szivirgas képleteit adjik. A képletek azonban sajnos koordindta-
transzforméacio esetén is azonosan zérus eredményt adnak barmely véges mély-
ségli pontra. Ennek oka nyilvan az, hogy a mélység végtelenre vald noveldse
miatt az egész véges tartomanyra vonatkozik az el6z6 pont utolsé bekezdéséhen.
emlitett szingularitis.
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A fed&réteges, végtelen mély tartomdnyra tehit preciz nmegoldiast nem
tudunk adni. J6 kozelitésil szolgalhat azonban, ha az dramképet meghatiroz-
zuk elegendd mélyen vilasztott vizzard réteg felvételével. A 3. dbra tantsiga
szerint a vizzard réteg ama hatirmélysége, melyen tul vald siillyesztése mar
gyakorlatilag hatdstalan az aramkép felsG részére, a vizsgalat targyat képezo
tartomdny mélységének 3—5-szorosében vehetd fel.

6. Gyakorlati feladatok megolddsa

Eddig ismertetett elméletiink elvi megoldast jelent olyan szivirgasi tar-
tomdanyra, illetve olyan keriileti feltételekre, melyek a gyakorlathan soha sem
fordulnak ei. Ebben a fejezethen azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan hasz-
nosithatdok az elmélet eredményei gyakorlati esetek megoldisa soran.

A gyakorlati esetekben ritkan fordul el egvotlon homogén fedoréteg.
To6bb, kiillonboz8 vastagsiagi és szivargdsi tényezjl fedoréteg azonban mindig
helyettesithetd egyetlen fiktiv fedéréteggel, mely hatasaiban a tobb fedoréteg-
gel egyenértéki. A 61. pontban az egyenérték i fedéréteg jellemzbit hatérozzulk
meg.

Az alamkep meghatirozasa altaliban toltések vagy egyéb mitargyak
alatti szivargdsra vonatkozoan vilik sziikségessé. A mitirgy B szélessége lehet
a vizvezetd réteg ¢, mélységéhez képest lwskony mely esetben az dramkép
szerkesztésénél elhany agolhato vagy széles, mely esetben feltétlenil figyelembe
veendd. A fedbréteg a felvizi és alvizi oldalon lehet azonos, mely esetben a teljes
elrendezés és ezzel az dramkép is szimmetrikus, vagy lehet kiilonb6z6, mely
esetben az dramkép aszimmetrikus. E fejezet tovabbi pontjaiban ezekkel a
valtozatokkal foglalkozunk. Megjegyezziik azonban, hogy a vizzard és viz-
vezetd rétegek elrendezését mindegyik valtozatndl szimmetrikusnak tételezziik
fel.

61. Az egyenértékii feddréteg meghatdrozisa

Igazolni fogjuk, hogy ha a t, vastav%ég(l aramldsi tartomdany felett tobb

kilonbozd b, b, . - - b Va‘qtagsagu és kyy, ko, ... kpy, szivirgdsi tényezdji
feddréteg talilhatd, tgy az m szamu feddréteg hatisa egyenértékli egyetlen
m
tp = 't vastagsigu és idedlis
i=1
kf = tfl + ff? + + t]m . 7{]’ . (67)
b o B t "t
f1+f2+ A () ZJL
by by R

szivargasi tényezdji fedoreteg hatasaval.

Buonyltasunk soran feltételezziik, hogy a feddrétegeken a viz v, fliggle-
ges sebességgel szivarog, mely természetesen mlndegylk rétegre a7onos értékd,
s az u sebességkomponens a fedérétegekben u, = 0.

A v, sebességet az egyes rétegekben A hy, A hy, .. . 4 ky, relativ nyomds-

esések talt]ak fenn, melyek a Darcy-képlet minden ogjyes retegre val6 alkalma-
zésdval a

v = b L AR "/2411 z.kmAhm (68)
tfl th tfm
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osszefiiggéseket kielégitik s egyuttal
Ah, +Ahy+ ... +Abhp,=h — bk, , (69)

ha h — hy az Osszes réteg egylittes nyomdsesése, mint egyetlen feddréteg esetén
A (68) egyenletekbol a A h; értékeket képezve és (69)-be helyettesitve

t trs t
/1 _+_7/- + ... _+_,f'" v = ]1,—]!2
fl ]Ljo I‘fm

adddik, amit dsszehasonlitva a {, = X't vastagsigi egyetlen feddrétegre fel-
irhatd Darcy-képlettel:

t
= hi—
. 2

e . 1
nyilvinvald, hogy

,tf — t’l + ’/2 L1 _}_flm — ‘\‘1‘ t/i )
/‘f ]\]1 ]‘12 kjm i=1 ]ljl

amibdl az egyenértéki feddéréteg iddlis k, szivirgasi tényezdjét kifejezve,
valoban (67) adodik.

62. Az dramkép meghatdrozisa kis labszélességii miitdargy és szimmetrikus
réleqgzddés esetén

Ha a rétegzédés az alvizi és felvizi oldalon azonos, tehat a git tengely-
vonala a teljes szivargasi tartomanynak szimmetriatengelye, Gigy az dramkép
is szimmetrikus lesz. A szimmetria folytin a szimmetriatengely potencidlvonal
lesz, melyen a potencidl értéke, azaz a nyomds értéke dllando. A 2—4. pontok-
ban ismertetett elvi megoldisunk tehat minden valtoztatas nélkiil érvényes
erre az esetre, csupan a / A értéket kell megfelelGen vilasztanunk.

J(‘l'dljiik a felvizszint magassigat H,, az alvizszintét H, betiikkel. Legyen
a teljes qnmrgau tartomanyra vonatkozo alapsik az alv 1/.s/mt tehdt by, = H,.
A felviz és alviz szintkiilonbségét H = H, — H, betlivel ](‘l()l]uk Ny ilvanv alo
hogy a szimmetriatengelyben fellép6 ny()mds értéke a felvizi H nyoméstohblet-
nek fele, azaz

A==, (70)

Ha képleteinket a (70) alatt adott 4 h ertékkel haszndljuk, tgy meg-
hatidrozhatjuk a szivirgds dramképét. A sziamitis menetét egy szampéldival
kapcsolatban mutatjuk be.

Hatdrozzuk meg az dramképet a 4. dbrin vazolt ¢, = 10 m vastag,
ko = 1072 em/sec szivargasi egyiitthatdja vizvezets rétegre vonatkozdan, mely
felett hirom fedéréteget taldlunk, az alibbi jellemzdékkel:

tp = 1,50 m, k;y = 2X 1074 cm/sec,
tp = 1,50 m, kry = 3x 1073 cm/sec,
t;3 = 1,00 m, k3 = 5x 1074 cm/sec.

A vizszintkiilonbség a felvizi és alvizi szintek kozott H = 5 m.
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Elészor a t; = 4,00 m vastag egyenértékli fedoréteg idedlis szivirgisi
tényezdjét hatiarozzuk meg. A (67) képlet alapjin k; = 4 x 1074 cm/sec.
A (19) képlet szerint a = 0,1, a (25) alatti karakterlsztlkuq egyenlet tehat

Pntg ¢, = 0,1

% N
& g
§ 2
;§ <
///// T, I,
S k=3x1027 =~
SRCSRENENEY T LIZIRSS NPEOLIIE AR ES

1zzarorefeg

1. dbra. Szimmetrikus szivargasi tartomany keskeny mitarggyal

A karakterisztikus egyenlet gyokei (az (5—6) egyenletek segitségével
szamitva):

= 10,311 (5= 0,311)
gy = 3,173 (& = 0,032)
Py = 16,299 (g = 0,016)
gs = 9,435 (¢ = 0,011)
@, = 12,574 (¢, = 0,008)
p; = 15,714 (&5 = 0,006)

5 (e = 0,005)

g = 18,85

Az dramkép meghatirozisahoz szitkséges /A h érték H fele, azaz 2,50 m.
Helyesebb azonban, ha az dramképet 2 A — 1 esetre hatiarozzuk meg és a tény-
leges A& értékkel csak a kiértékelésnél szorzunk, igy kiilonbozé vizszint-
kiilonbségekre is helyes megolddst kapunk.

Mivel az dramldsi tartomany szimmetrikus, clegendé a felével, pelddul a
jobboldali felével foglalkoznunk. Létesitsiink a tartomdnyban kiillonhoz6 @ és ¥
értékekkel négyszoghialozatot, s hatarozzuk meg a halézat sarokpontjaiban az
1. tabldzatban osszegyijtott képletek segitségével a W dramfiggvény ésa h — h,
nyomastiiggvény értékeit. Utdbbi azonos a @ potenciallal, csupin ellenkezd
elGjelli és nincs szorozva k, értékkel, hasznilata viszont jobban kézzelfoghato.
A kapott értékeket a négyszoghdlozat sarokpontjaira felirva a geodéziai kotas
projekciohoz hasonld abrat nyeriink, melybdl a @ = constans potencidlvona-
lak (vagy nyomasvonalak) és a ¥ = constans aramvonalak gy szerkeszthetdk,
ahogyan a rétegvonalakat szerkesztjik a kotas projekcidbol.

Példankban az igy megszerkesztett aramképet az 5. dbra mutatja. Mivel
az aramkép természetes 1éptékben hosszira nyult volna, az abrdn az 2 > 10 m
értékeknél logaritmikus léptékre tértiink Aat.
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A szadfal tengelyében a feddréteg also sikjan kapott dramfliggvényérték
a teljes vizhozamot adja. A szamitott érték 0,312 1072 4 h. Ha az osszes viz-
hozamot az 1. tablazati kozelits képlettel szamitjuk, gy Q = 0,311 x1072 4 &
értéket kapunk, jo egyezéshen a pontos értékkel.

[,=Iﬂm§4u-l

02
a1

= zal l l I I > JSza4dfal

—
| x [m]
Linggris | Logaritmikus

lepiték

5. dbra. Szimmetrikus szivargasi tartomany aramképe keskeny miitargy esetén

Az 1. tablazatban foglalt kozelits képletekkel a szivargis néhdny jellem-
z6jét a A h = 2,50 m értékkel meghatirozva, az alibbi eredmények adodnak:

uy = 0,68 xX1073 cm/sec
Uy = 0,78 X 1073 cm/sec
Umax = 0,25X 1073 cm/sec
] = 0,78 em?[sec = 0,078 I/secfm = 0,28 m3/érafm

63. Az aramkép meghatdrozisa kis labszélességii miitdargy és aszimmetrikus
réteqzddés esetén

Ha a mitargy két oldalin a fedéréteg jellemz6i nem azonosak — és ez a
gyakoribb eset —, gy a miitirgytengely nem szimmetriatengely, tehit ott a
potencial nem allando. Ezért (26—29) alapképleteink sem felelnek meg az
aramkép meghatiarozasira, de (20) alatti alapképletink valtozatlanul érvény-
ben van, hiszen annak = 0 helyen vett és (22) alatt felirt specidlis alakja nem
csupan a (22) jobb oldalin levé —k, A h 4llandé potencialeloszlis leirdséra.,
hanem barmilyen tetszéleges potencidleloszlis jellemzésére alkalmas. Meg-
felel6 A4, egyiitthatok felvételével tehiat a (20) képlet meghatirozza a fél-
tartomdny barmely pontjiban a potencial értékét, s ezaltal az dramlis Osszes
jellemzdit, a nehézség csupdn ott van, hogy a megfelel§ 4, egyiitthatokat nem
ismerjiitk és kozvetlen sorbafejtéssel sem tudjuk meghatirozni a (22) egyenlet-
hez hasonlé médon, mert a potencidl eloszlasat sem ismerjitk az * = 0 koordi-
nataval jellemzett tengelyvonalon.

A megfelels 4, egyiitthatok megkeresésének modja alapelvben a kovet-
kezd:

Ha a miitirgy tengelyvonaliban tetszés szerinti potenciileloszlast ve-
sziink fel, igy annak sorbafejtett alakja megadja az A4, értékeket. Kapunk
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tehdt egy dramképet az egyik, példaul a jobboldali féltartominyra,
a jobb oldali feddrétegnek megfeleléen. Ha ugyanezt az daramképet megha-
tarozzuk a baloldali (felvizoldali) féltartoményra vonatkozodlag, de a
baloldali feddréteg jellemzéivel és a felvizi vizszintre mint alapsikra, tgy
a meghatirozott két dramkép a kozos hatirin (a mitargy tengelyében)
altaliban még nem illik 6ssze. A potencial ugyan azonos, hiszen ebbhél indultunk
ki, a vizhozamok azonban nem egyenlGek, tehit az Aramvonalak nem illeszked-
nek. Nyilvinvald, hogy csak egy olyan kiinduld potencialeloszlas létezik, mely-
nél az aramvonalak is egyeznek, s éppen ez a keresett fiiggvény, az ennek
sorbafejtésével nyerheté 4, egyiitthatok alkalmasak a teljes dramkép meg-
hatarozasira. (A két féltartomdnyra kiilon-kiilon!)

Az elmondottak alapjin az dramkép két, egymastol figgetlen tarto-
manyban kiilon-kiilon hatarozando meg, szitkséges tehat a jelolések kibovitése.

A két tartomanyban az azonos fogalmakat a és f indexszel kiilonboztetjiik
meg egymastol. fgy a kiilonboz6 feddrétegek alapjan a (19) képlettel meg-
hatdrozott a tényezéket a felvizi oldalon a, az alvizi oldalon a, jeldli. A @
potencidl alapsikja a felvizi oldalon a felvizszint magassiga (@), az alvizi
oldalon az alvizszint magassiga (@,), helyesebben e magassigoknak megfeleld
potencial. A karakterisztikus egyenletek gyokrendszerét az indexhalmozas el-
kertilésére kiilon betiivel jeloljiik, éspedig az alvizi oldalon ¢-vel, mint eddig,
a felvizi oldalon ¥-val. A karakterisztikus egyenletek tehdt:

Putg@n = 04
ﬁn t}_’,’ l()n = ‘

(71)

Hasonldéan kiilon betlivel jeloljik a potencidlfiggvények konstans egyiitt
hatdit, az alvizi oldalon, mint eddig 4,, a felvizi oldalon pedig ¥, bettikkel.

Akéttartomany koordinita-rendszere is kiilonb6z6. Az y tengely azonos,
az @ tengelyek egybeesnek. de értelmiik ellenkezd, mindketté a mitargyten-
gelytdl tivoloddan pozitiv. A jelolések tovabbi egyszertsitésére egyébként az
2 és y koordinatak helyett most is a (61) alatt bevezetett § és 5 relativ koordi-
niatikat haszndljuk.

Fenti jelolésekkel a két tartomany potencialfiiggvényei:

b=, + S Ap e cos @, (72)
n=0

P=b+ > F, e micosd,y (73)
n=0

az dramfuggvények pedig a (7) alatti reldciok alapjan:

oc
al

¥ = ¥ d,eging,q (74)
n=0

Y=_ SF,e " sind,n. (75)
n=0
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A két aramkép illeszkedésének feltételei a kovetkezdk:

I.a & = 0 hatirvonalon a két tartomany potencialfiiggvénye azonos;

2. ugyanott a két tartomany aramfiiggvényeinek Osszege zérus, mert a
hatirvonalon sem vizelvezetés, sem betaplilis nincs.

A feltételi egyenletek tehat (72—75) alapjan § = 0 helyettesitéssel, vala-
mint a (12) alapjin irhato

D, — D= —koyH,+ kyH; = kg H
Osszefiiggéssel
—{‘ (111” COS I{)l'l '/ o [,1“ CcOSs (,7]} 1]) = A-0 }1 (76)
n=0

N (F,sind,n+ A,sing,n)=0.
n=0

—_—
~1
~1
~

Feladatunk az F,, és A, értékrendszert gy meghatirozni, hogy mindkét
feltételi egyenlet barmely 7 érték mellett kielégiiljon az 7 =0 és =1
hatarok kozott.

A feladatot elébb ugy oldjuk meg, hogy a (76—77) egyenletekben az
osszegezés fels hatdrat egyeldre k-nak valasztjuk, majd & — oo hatdrdtmenet-
tel irjuk fel a pontos megoldast.

Az igy moédositott (76—77) egyenleteket differencialjuk (2 + 1)-szer és
a kapott egyenletekben helyettesitsiink 7 = 0 értéket, beleértve a (76—77)
egyenleteket is. Az Osszesen 4k + 4 szamu egyenlet fele sinusfiiggvényt tar-
talmaz, igy a helyettesitéssel azonosan zérussd vilik, a mdsik fele 2k + 2
szamu egyenletet ad az ugyanennyi o, F, . ... F,, Ay, 4, .... 4, ismeretlen
kiszimitasihoz. Ezek az egyenletek a kovetkezdk:

k
2‘ (Fy * An) = ]"0 H
0
k’
‘: CHp "()n L3 "111 (Pn) =0
0
2‘ (I(nﬂ;; = lla (I’E) =0 ) )
()
k
,-\. (ﬁ111 ﬁ?lk+] s An q’%kl 1) =0
0
Vezessitk be dtmenetileg a
Pn = = An! (79)
;"n == Pn ‘

jeloléseket, melyek célja kizdardlag az elGjel megvaltoztatasa, az értékek egyéb-
ként azonos abszolutértékiiek, gy a (78) egyenletrendszerben az elGjel valta-
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kozasa megsziinik, az Osszes elGjel pozitiv lesz. A (78) egyenletrendszer ki-
fejtett alakja tehat:
F0+F1+...+Fk + P0+ P1+..._’_ Pk:kOH
ot hFit i +HFp+ X P+ 4P+ ... +4F,=0
RE,+BF,+ ...+ RF+RPy+ 48P+ ...+ 4P,=0 (80)

U Fy 4 .. 4+ O F, 4 P4 .+ AP, =0

A (80) egyenletrendszer inhomogén linedris egyenletrendszer a 2k + 2
szamu Fy, F, .. F,, Py, P, .. P, ismeretlennel. Az egyenletrendszer determi-
nansa

1 1 R | 1 1 |
'390 "91 ORI 19,‘, }»0 }.1 A0S }»,‘.
D= % .. %8 B B .. .% (81)
.19%/\-4—1 g%kﬂ — 3%}&1 1%“1 )“ik+l ) A2k+1 |

Ugynevezett hatvanydetermindns, melynek kifejtett alakja is konnyen fel
irhato:

Dy = (9, —13,) (3—) (93—3y) .. (8 — D) (Ag—Dy) (}*1*190) - (g — ) (A—1y) -

c(y—0,) (F3—0y) .. (F—91) (Ao— ) (A4, —0) ... (A — ) (4—Dy) -

c(D3—0y) . (B —1y) (Ag—15) (A, — D) ... (B — D) (A1) -

(=B — ) oo (R —B) (R, —B)),
. ('7*1_;*0) 2 ()-/;—1_20) (/1/;_;*0) ’

(}‘k_ }‘k~—1) :

(82)

Mivel a felirt szorzat egyik tényezGje sem zérus, ezért Dy sem zérus,

tehiat az egyenletrendszernek egyértelmii megolddsa van. Barmelyik ismeretlen
pl. F, meghatirozhatd az

— Din

D,

hényadossal, ahol a D, determinins a (81) alatti D, determininsbdl gy

képezhetd, hogy az F, ismeretlennek megfelels oszlop helyébe a (80) egyenlet-

F, (83)
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rendszer jobb oldaldn 4116 oszlopot irjuk. Mivel ez az elsé tag kivételével zérus,
a D, determinans értékét gy hatiarozhatjuk meg, hogy a (81) alatti determi-
nans elsd sorat és F,-hez tartozé oszlopat tordljik és a kapott aldetermindnst
ko H értékkel, valamint (—1)" helyértékkel szorozzuk. Tehat

Dgp = (—1)"kyHDfy (84)
ahol Df, a széban lev§ aldeterminéns:

Bo By gy B Ay .y

Din =1 oo . (85)

92k+1 92k-+1 92k+1 2k+1 32k+1 2k+1
Ot L PR R ORI A

Mivel a determindns egy oszlopanak ugyanazzal a szammal vald osztisa
egyenértéki a determindnsnak ugyanazzal a szimmal vald osztisival, ezért
az elsd oszlopbdl 9, a masodikbol 9, stb. kiemelhetd, s igy

Dpn =539y ... 01941 ... %hy... 4Dk, (86)
ahol
| PR | | P "R | |

‘190 coiBpg Fnpy o By A Ay
9 A A

L SRR ,2-‘_1 n+1 -« o 's | (87)

. : " 2% |
O3 ... 0%, BB, 0K AL AR
ismét hatvanydeterminins, melynek kifejtett alakja ugyanaz, mint a (82)
alatti szorzat, azzal az eltéréssel, hogy a #, elemet tartalmazé kiilonbségek
hidnyoznak. E determininsnak és a D, determininsnak a hinyadosa tehat
éppen csak ezeket az elemeket tartalmazza:
L -
Dy (88)
i}

(29"—)_90) (1{),;_ 015 s sits (70'1_119'1—‘1)7(0;1;-1_12,11) s (ﬁl\—ﬁn) (20—-19’1) .' -7 (}‘/._79n)

A (83), (84), {86) és (88) osszefiiggések alapjan felirhaté az F, tényezd
képlete:

1 1 1 1
lfwn“(—l)nkoH' R e
g oy Mg e
29‘0 191 0n—1 0n+1
. N S —r (89)
1 On 1% | _Pa 1 n
191 }"0 Al }'/\
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A kapott képletet n = 0, 1, 2,.. .k értékekre felirva meghatdrozhato a
teljes F értékrendszer. Hasonl6 elven irhaté fel a P értékrendszer altalanos P,
tagjanak képlete:

1 1 1 1
P,=(—1)ptbtlfp H e — | e,
l,”_ﬁl ,}‘”_1 /TLG_]A'}#
¥y 9, L Z
R S -
A q pdr. g
n—1 ln+l j'k
A (89) és (90) képletekbe a (79) osszefliggésekkel 4, helyébe ¢, és P,
helyébe A, értékeket bevezetve és kisebb dtesoportositist végrehajtva:
1
F,=(—1)"k,H — \l e *lfﬁf—w' e T T
ol B
dy Po 9y %1 ) - Pn—1
- K — ...;Wﬁ—rl s (91)
Ui 1.1 (1—8" 14 P8 (1-41 {1+J
Pr: l()n+1 Prn+1 ﬁk P/
1
PN (P S B—
Pn )[% l Pn ]( Pn )
e 5l —— —1] |—/—=+41
(‘Po 190 Pn—1 'ﬂn~1
1 1
- e WSV ES— (92)
2, \ Pn+1 '9'n+1 Y P ﬁk

A kapott képletekbdl az F és 4 értékrendszer egyértelmiien kiszamithato.
Nincs akaddlya a k — oo hatardtmenet képzésének sem, mert a szorzathan
egymasutan kovetkezd tényezok értéke novekvs I esetén az egységherz tart és
a konvergencia tovabhi feltételei is teljestilnek. Numerikus szdmitdsra azonban
a kapott képletek alig felelnek meg, mert kell§ pontossidg eléréséhez igen sok
tényezd kiszamitiasa és Osszeszorzasa sziikséges. A képletek konvergencidjat az
alabbi mdodon lényegesen meg tudjuk javitani.

Emlékezziink arra, hogy elegendd nagy 7 esetén

pA~0,~ix (93)

az (¢ + 1)-ik szorzotényezs tehat példaul o (91) képletben, ha azt & — oo hatér-
dtmenettel végtelen szorzatta alakitottuk at:

1 1 1
e - (94)

o 92
14%) 4 %

T 12 7%




Ismeretes azonban a sin 4, fliggvénynek az alibbi végtelen szorzattal

megadott alakja:
9% 92
O 3 O
4 n? 9 7?

melynek (¢ 4 1)-ik szorzotényezdje lathatoan reciprokértéke a (94) alattinak.
Nyilvinval6 tehat, hogy elegendé nagy #-tél kezdve a (91) alatti végtelen
szorzat tagjai helyettesithetck a (95) alatti szorzat megfelel6 tagjainak recipro-
kdval. Ha még ezenkiviil a (71) alatti karakterisztikus egyenlet alapjin fel-
irhato

|0

2

92

sind, =9, =

(95)

a; cos ¥,

sin ¢, = (96)
9,
osszefiiggest is figyelembe vessziik, ugy /7, végleges képlete:
» _kH 1 "
n— s ( ( ( :
(l/ cOS 0/2 ll()n o lJ l)n 4 1‘ (l{)n o 1] l?ll e 1]
&y Po iy %1
92 i 92 1 92 1
B ol o AN = BN, .5 & 5. (9T
[{l),", _]” l)n7+1] 9, 11 s ’—ll ’)”—i—l]
')n—-l Pn—1 Pn 0n+1 Pn+1
Hasonldan vezethetd le a (92) egyenletbél 4, képlete:
(Ij?l — 1
Y S R B
a4, COS@, (_i_r o 1' [q'n all 1) P 1) ((pn ks 1]
Po 19, P1 UM
R T - S wn
BT N R
rwn__q (wgf%‘l' wn—%li 7?mA_~q -w”—klj
Pn—1 ")n—-l ‘9n Pn+1 0n+1

A (97--98) képletek mar numerikus szamitdsra is alkalmasak, mert gyor-
san konvergdlnak. A képletek szerkezete és a ki nem irt szorzétényezék kép-
z6si modja nem kivian magyarazatot, esupan F, és 4, képletéhez fliziink meg-
jegyzést. Mivel /7, ill. 4, képletében mindig az n index(i tényez8 nevezijében
marad el a kiilonbség, n = 0 esetére az elGirds nem evidens. A levezetésiink
alapjan azonban megallapithatjuk, hogy ebben az esetben is a képletek har-
madik tagjaul

R %
9 11 illetve Po 4y
Po y
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irandd, tehat a nevezdben szerepld kiillonbség elhagyandé. A tovabbi tényezok
n = 0 helyettesitéssel képezhetdk.

Levezetett szamitdsi eljarasunk alkalmazisit egy szampéldian mutatjuk
be. A szivargisi tartoményt és az dltalinos elrendezést a 6. abrin lithatjuk.
A vizvezetd réteg és a feddréteg allandoibdl szamitott karakterisztikus ténye-
z0k az alvizi oldalon a, = 1 és a felvizi oldalon a, = 3. Meghatirozandé az

aramkép.

ar =3 l}a =7
—_— Sl
5
S v e
S NS, 2 e/ST Tedbrereg "N N
I, A,
x X
\ —a 3
R Y
y, \

S S
&f = 5 K y
$ s/ >~ 0003 =
S S ] S | s =]

S §§-§3F3-F 8 = -

6. dbra. Aszimmetrikus szivargasi tartomany dramképe keskeny miitargy esetén

Elészor a ¢ és 9 értékeket szimitjuk a (71) karakterisztikus egyenletek-
bdl. A szamitashoz felhasznaljuk az (5) alatti szamitasi segédleteket. Az ered-
mények a kovetkezdk:

Po
P1
P2
P3
Pa
Ps
Pe
P
s
P9

P10

I

I

I

Il

I

= 0,860;

7w + 0,284 = 3,426;
2n 4+ 0,154 = 6,437;
3w + 0,104 = 9,529;
47 + 0,079 = 12,645;
5w 4+ 0,064 = 15,772;
6z + 0,053 = 18,903;
T + 0,045 = 22,036;
8w + 0,040 = 25,173;
97 + 0,035 = 28,309;
10 4 0,032 = 31,448;

dye= =
By = 74 0,667 =
Bo= 27 - 0421 =
B, — 37 4 0,299 —
8, = 4m + 0,231 =
8 = B5m 4+ 0,187 =
B,= 6 + 0,156 =
o= T4+ 0,184 =
g = Bl 0118 =
8, = 97 + 0,105 =
B10= 107 + 0,095 =

1,193;
3,809;
6,704 ;
9,724;
12,797;
15,895;
19,006;
22,126;
25,251;
28,379;
31,511.

Kovetkezik az F, A értékrendszerek szimitdsa. A szamitist tablazatban
végezziik. Az egyes szorzétényezket addig kell figyelembe venni, amig kellGen
meg nem kozelitik az egységet. Megfigyelhetd a szimitds soran, hogy a nagyobb
n index F és A értékek szamitiasindl a konvergencia rosszabb. A részletes
szamitas mellGzésével csak az eredményeket kozoljik:

F,= 0,489 ky H
Fy = —0,108 &y H
F,= 0,089 ky H
Fy = —0,020 %k, H
Fo= 0011 5 H
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A4y= —0,669 ky H
A4, = 0,100 ko H
Ay = —0,084 b, H
Hdg= 0,016 B H
A4, = —0,009 ko H



Fenti értékeket a (78) alatti elsd egyenletbe, valamint a (77) alatti egyen-
letbe 17 = 1 helyen behelyettesitve nem kapunk tokéletes egyezést az elhanya-
golt tagok miatt. Kzért célszerliaz Fy, A, értékeket ugy modositani, hogy ezek
az egyenletek, azaz a potencidl és vizhozam feltételi egyenletei kielégiiljenek.
A moadositott értékek lesznek:

F;= 0,004k, H A, = —0,004 kg H

Az F és A értékrendszer ismeretében a (72—75) képletekkel szamitjuk
a potencial és Aramfiiggvény értékeit a két tartomany egyes pontjaiban, s ezek
alapjin megszerkesztjik az dramképet. Az eredményt a 6. abrin lithatjuk.
Megallapithato az dbra alapjin, hogy a mitargy (szadfal) tengelyében a poten-
cidl értéke ebben az esetben is kozel dllandd. A teljes atszivargd vizhozam

Q@ = 0,542k, H (99)
a szamitas eredménye szerint.

Kozelité megoldas lehetdsége

Az ismertetett szamitasi eljaras segitségével aszimmetrikus fedérétegek
esetén is pontosan meghatirozhattuk az dramképet, de meglehetsen sok
szamitasi munkaval. Kivanatos volna ezért itt is egyszer(ibb képletek felalli-
téasa, melyekkel kozelitG eredményt nyerhetiink.

Kozelitd megoldas akkor allithato fel, ha valamelyik tartominy a ténye-
z6je kicsi. Legyen példaul az alvizi oldalon a feddrétegek fojtasa olyan nagy,
hogy a, < 1. Vizsgiljuk meg a (98) alatti képlettel megadott 4 tényezdk
értékét. A ¢ tényezik értékére feltessziik, hogy kozelitéleg:

(’)O:“/:i::ilaaé és Pn="nnm. (n:1)273)

E kozelits feltevés folytan a (98) képletben az n index( szorzotényezd zérus
érték, tehat az osszes 4, zérus az A, kivételével. Az A, értékét kozelitleg
egyenlének vessziilk a (98) alatti elsé hirom tényezd szorzataval, tehit az

1, 2, 3... indext, kozel egységnyi értékii tényeziket nem vessziik figyelembe,
Igy
by H i} 73
Ay=—"F"—+ —— . ———
a,  CoSq, o |
,00
amit a g-re vonatkozé (96)-hoz hasonld Gsszefiiggés alapjan igy is irhatunk:
PR .. (100)

sing, @+ 9,
Az alsé tartomany potencialfiiggvénye és dramfiiggvénye tehat a (72)
és (74) képletekkel:

k, H 9 i

o=, — 2= . P atoosg,y (101)
sing, o+ 9,

_ koHV . ‘7’0"?0

sing, @+ P

4 e sin @y . (102)
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VlZSg(ll_]ulx meg a potencidl értékét a két tartomdny hatdrvonalin
(£ = 0). Egyszer(ibb szemlélet érdekében a H, alvizszinthez képest mutatkozé
A H nyomdsértékre dttérve:
H
AH=——. oo COS Py 1] -
sing, ¢+ ¥,

Hatdrozzuk meg A H értékét a hatirvonal alsé (n = 0) és fels6 (n = 1)
végpontjan:

Yo és AH,=H 7 Y

Al —H~12 .
qm% ®o 1+ Y tgw, @+ Y

Mivel kisérték( a, mellett sin ¢4 ~ @y ~ tg ¢,, ezért a potencidl a hatdir-
vonalon dllandénak tekinthetd, s a nyomas értéke:

AH=H J?ET» (103)
@0+ 9

Feladatunkat igy visszavezettilk a 2-—4. fejezetekben targyalt alap-
esetre, mert a hatiarvonalon a (10 3) képlettel szimithato allando érték poten-
cial ismert, az daramkép az alsé és felsd tartomanyban kiillon-kiilon meghata-
rozhatd. Ismételjitk, hogy fenti egyszeribb képlet alkalmazisinak elegendd
feltétele az egyik tartominy a tényezijének 1\1(511’1\ volta, a masik tetszés
szerinti lehet. Lehet példaul a felvizi oldalon a; = o, azaz a feddréteg hidny-

7
zik. Kz esethen #, = ~ és a fels§ tartomdny dramképe az 51. pont képletei,
D

illetve a 3. abra szerint hatirozhatd meg.
Az atszivargo teljes vizhozam képletét (102) alapjin irhatjuk fel & = 0
és 11 = 1 helyettesitéssel:
@o Yo

o= (]70‘1‘19

(104)

Befejezésiil szamitsuk ki a nyomads értékét a hatarvonalon és az dtszi-
vargd teljes vizmennyiséget a (103—104) képletekkel a részletesen kidolgozott
szampélda adataival. Mivel ¢, = 0,860; ¥, = 1,193, 4 H = 0,58 H és @ =
= 0,50 ky H, elég jo egyezésben a 6. dbrdval, illetve a (99) képlet szerinti viz-
hozammal. Ha az a tényez6k valamelyike a szimpéldaban kisebb lett volna,
gy az egyezés is jobb lenne.

64. Széles miitargy alatti szivargds

Ha a mitargy B szélessége a vizvezetd réteg ¢, mélységéhez képest nem
elhanyagolhatéan kicsi, ugy az alvizi és felvizi tartomanyok mellett a mitargy
alatti rész kilon — harmadik — tartomanyként veendd figyelembe. E tarto-
many felsé hatirvonaldn (y = 1) vizelvezetés nincs, tehat ay = 0. A vonatkozo
karakterisztikus egyenlet gyokrendszere tehat: 0, =, 2x,...,n7,..., igy az
altalanos trigonometrikus fiiggvénysor a Fourier-sorba megy dt. A tartominy
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tovabbi két hatarvonala, melyek a 7. abra szerint egyuttal az alvizi és felvizi
tartomanyokkal kozos hatarvonalak, a

B
L (105)
21,

viszonyszam bevezetésével a & = f, ill. § = —f egyenesek.

7. dbra. Széles mitargy alatti szivargasi tartomany és koordinatarendszere

Ha a tartomédny potencialfiiggvényét

@ =Cy+ Dyé + > (Cpchnaé + D,shnat)cosnany (106)
n=1
alakban irjuk fel, gy a & = 8 és £ = —pf hatdrokon tetszés szerinti potencial-

eloszlas eldirhatd keriileti feltételként. Ha ugyanis a hatarokon felléps eldirt
potencialfiiggvényeket Fourier-sorba fejtjiik, ugy ezek tiszta tagjaihoz igazod-
hatunk a C és D, értékekkel, mig a szummacio6 n-ik tagjanak egyenlévé tételé-
hez is két allando, C,, és D, 4ll rendelkezéstinkre. Az dllandok megfelel6 vilasz-
tasdval tehdat a (106) képlet szerinti potencidlfiiggvény jellemzi a miitargy alatti
tartomianyban el6allo szivargast, barmilyen tartomanyok csatlakozzanak az
alvizi és felvizi oldalon.

A (106) képlet kiegészitésére irjuk fel a tartomanyra vonatkozd dram-
fliggvény képletét is:

¥ = Dyn+ > (C.shnaé+ D,chnnaé)sinnay. (107)
n=1
65. Az dramkép meghatdrozdsa széles miitargy és szimmetrikus rétegzodés esetén

A szimmetria folytin a mitirgy tengelyében a potencial dllando, ezért a
(106) képletben levd osszes C,, = 0. Mivel az dramkép szimmetrikus, elegendd
egy hatarvonalon — példaul a mitirgy alatti és az alvizi tartomanyok hatér-
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vonalan — a hatarfeltételeket kielégiteni. Ennek alapelve hasonlé a 63. pont-
ban targyalt esetéhez.

A két tartomany koordinitatengelyeit alabbiak szerint vessziik fel. A &
tengely kozos, értelme is egyezd, kezdépontja a miitargy alatti tartoményra a
mitirgy kozépvonaldban, az alvizi tartoményra a két tartomany hatidrvonaldn
van. A 7 tengelyek irdnya és értelme egyezd, kezd6pontjuk is azonos magas-
sdgban van, a vizzard réteg szintjén.

A potenciil értéke a mitirgy tengelyében a szimmetria folytan ismert,
mert az alvizi és felvizi értékek kozepe:

b, = ?_{i;‘?f =@, d)fl;& D, {IL%EE ky=D, — k"g' (108)

a

A (106) képlethdél & = 0 helyettesitéssel és O, = 0 figyelembevételével
Dy =Cy, s igy

O e, — kog. (109)

A mitargy alatti tartominy potencidlfiiggvénye tehat az alvizi tarto-
many hatdrvonalin a (106) képlethdl & = f helyettesitéssel:

@:Q)a—kog{+D0ﬂ+ SDnshnnﬂcosnnn (110)

n=1

és az alvizi tartomdny potencialfiiggvénye ugyanitt a (72) képlethdl & = 0
helyettesitéssel:

G =&, + N A,008p,1. (111)

n=0

Az A, D éallandok meghatiarozasira szolgdlo egyik feltételi egyenlet
tehdat a (110) és (111) alatti potencidlok egyenlésége:

Dy — Agcospon + 3 (Dpshnmfeosnan — A, cosp,n) =k, g (112)
n=1
A misodik feltételi egyenletet kapjuk, ha a vizhozamok kiilonbségét a
hatirvonalon zérussal tessziik egyenlgvé, tehat a (107) alatt C,, = 0 és & =
helyettesitést, a (74) alatt & = 0 helyettesitést végziink és a két egyenletet
egymashdl kivonjuk:

Dyn+ Aysin gn + ‘S (D, chnr psinnzn+ A,sin ¢,5)=0. (113)

n=1

A (112—-113) feltételi egyenletek 7 = 0 és n = 1 hatarok kozott minden
n-ra kielégitendSk. Meghatirozandd az A, D értékrendszer.
Az A, D dllanddk kiszamitasihoz — sajnos — nem tudunk zirt képletet
felallitani, de egy viszonylag jol hasznalhatoé eljardst vezetiink le az alabbiakban.
Ha a (112) egyenletet 77 = 0 és 7, = 1 hatarok kozott integraljuk, tgy a
X alatt levé D, tagok eltlinnek. A kapott egyenlethdl D, kifejezheto:
& 4 Sing,

:lf!’H_+ 1 p- -

(114)
2# n=0 Pn

0




A (113) egyenletben viszont 5 = 1 értéket helyettesitve és D, kifejezve:

Dy=— N A,sing,. (115)

n=0
A (114) és (115) egyenletet Gsszevetve:
ﬂ¢n+1 ——‘lk‘)}],

Pn

-y A, sin @, —"—

n=

(116)

o

mely egyenletben csak az ismeretlen 4 értékek fordulnak elg, a D értékeket
eliminaltuk. Tovabbi hasonlé egyenletek nyerése céljibol szorozzuk végig a
(112) egyenletet cos k wn-val, ahol £ =1, 2,3.... egész szadmok barmelyike,
s integraljunk isméta fenti hatarok, kozott. A cos n an és cos k an tliggvények
ortogonalitiasa folytan a D, értékek koziil csak a k index(i marad az egyen-
letben, a tobbi eltlinik, Dy-t is beleértve. A kapott egyenlet felirisa eltt a
fellépé hatarozott integralokat oldjuk meg:

1

J cos? k oy d 7y = ; (117)
. 0
R Pnsing, cosknx — anosqz”smkn
- ((P,,—kﬂ)(¢n+k7!)

= Pk L0 sing,

- (118)

Ezek figyelembevételével az integralas utan kapott képlet D, -ra megoldva:

D,=(— l)k 274 §‘ A4, _PnSID @y . (119)
shknf ;=0 ¢ — (kn)?

A (113) egyenlethdl teljesen analég médon kaphatjuk D, értékét, ha azt
sin k @n-val szorozzuk és integraljuk. A fellépd hatirozott integrilok:

1
J sin?kandn = ; (120)
0
és
1 k X
J sing,nsinkandn = (— 1)* - 0 (121)
— (k =)2
0
i
4 o . s (_ 1) ¢
ysinkandn = — (122)
ka

0

Mivel a (122) integrdl értéke nem zérus, az egyenletben a keresett D,
értéken kivil D, értéke is szerepel. Ennek helyébe irhatjuk azonban a (115)
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osszefiiggés jobb oldalit, az egyenletben tehdt D, értékén kivil csak az A
értéksorozat fog eléfordulni. Az egyenlet Osszevonasaval végeredményben D, -ra
a kovetkezd kifejezést kapjuk:

e e T L e g BTy (123)
chknp kn = "¢ — (kn)?

A (119) és (123) egyenleteket Osszevetve:

N4, (p”“m"’”) (P thkaf+kx)=0. (124)

n;O (pn (k 7

A (124) egyenlet k =1, 2, 3... felvétellel egy-egy egyenletet ad az A
értékrendszer meghatarozisihoz. A\L igy kapott homogén linedris egyenlet-
rendszer az elsé egyenletként hozzairando (116) alatti egyenlettel valik hata-
rozottd, mert utobbinak jobb oldala nem zérus. Az egyenletrendszerbél az A
egytitthatok egyértelmiien meghatiarozhatok, s azok ismeretében D, és a tobbi
D érték a (114) vagy (115) és (119) vagy (123) képletekkel kozvetleniil szamit-
haté. Ha a D értékeket a rendelkezésre all6 mindkét képlethdl szamitjuk, tgy
szamitasunkra kontrollt is kapunk.

Megjegyezziik, hogy a (124) egyenlet egy-két k érték utan mar lényegesen
egyszertibben irhato fel. A th & zp érték ugyanis névekvé k mellett igen gyorsan
az. egységhez tart, s ekkor a (124) egyenlet helyett a

L M (125)

egyenlet alkalmazhato. Szélesebb mitargy esetén, ha B szélesség nagyobh a
vizvezets réteg ¢, mélységének masfélszeresénél, ugy a (125) képlet mar kb = 1
esetben is hasznalhatd, a (124) alkalmazisa fole%leges

Az A és D értékek meghatirozasihoz levezetett képleteinken a karak-
terisztikus alapegyenlet szerinti

@,sing, = a, cos ¢, (126)
Osszefiiggés figyelembevételével még egy — a gyakorlati szamitiasi munka
szempontjibol jelentés — egyszerlsitést hajthatunk végre. Eszerint az A
értékrendszer linedris egyenletrendszere a kovetkezs:
N A, cosg ﬂ(;” + LI
n=0 ¢n 20,
hk k
ZA cos @ q)”t,l, knfi + kn =0 (127)
2 — (km)? i
n=0 ¥n — (k)
(k=1,2,...) g
I >4, cos¢n~——r— -=0
n=0 —kn

ahol az elsd egyenlet adja az egyenletrendszer els§ egyenletét, a mdisodik
k=1, 2, 3... helyettesitéssel a tovabbi egyenleteket, melyek az egyszeriibb
harmadik egyenletbdl is meghatdrozhatdk, ha mar th kb #f ~ 1. A (126) alatti
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helyettesitést a (119) egyenletben is célszerii végrehajtani, mellyel a D értékek
szamitasara alkalmas képlet:

Bo= =102 S 4 s, — (128)
shknﬂ =0 @2 — (kx)?

t = 1, 2, 3... helyettesitéssel a D;, D,, D,... értékeket adja, mig D, vélto-
zatlanul a (114—115) képletek egyikébdl szamithato.

A szamitdsi eljardas alkalmaziasit ismét szimpélddn mutatjuk be. Legyen
a mitargy B szélessége egyenld a t, mélységgel, tehiat f = 0,5. Legyen a fedd-
réteg mind az alvizi, mind a felvizi oldalon olyan, hogy a karakterisztikus
allando a, = a, = 1. Meghatirozand6 az dramkép.

Ag értékek azonosak a 63, pontbeli példa ¢ értékeivel:

@y = 0,860; sin o = 0,758; cos pg = 0,652;
@, = 3,426; sin p, = —0,280; cos ¢, = —0,960;
@, = 6,437; sin @, = 0,153; COS Py = 0,988
ps = 9,629; sin g3 = —0,104; cos g3 = —0,995;
@y = 12,645; sing, = 0,079; cos p, = 0,997;
@s = 15,772; sin g; = —0,064; cos p; = —0,998;

Az A értékek (127) szerinti egyenletrendszere a kovetkezd:

1,2604, — 0,224 4, + 0,101 4, — 0,064 4; + 0,046 4, — 0,036 4;. . .=
— —“,5 ,\'0 15

-0,2804, — 3,2404, + 0,2824, — 0,148 4; + 0,098 4, 0,0744;... =0
—0,1204, + 0,3334, + 6,4204, — O ‘mﬁAd + 0,1574, — 0,1054;...=0
—0,076 4, + 0,1604, — 0,3324, — 9,5504; + 0,3104, 0,007 A5 =0
—0,056 4, + 0,1054, — 0,161 4, + (),330/13 + 12,6004, — 0,3124;...= 0
—0,044A4, + 0,0784, — 0,1074, + 0,1624; — 0,3274, — 15,6004;...=0

Az egyenletrendszer megoldasa:

A, = —0,390 ky H (0,397)
A; = 40,083 ks H (0,034)

A4, = —0,009 ky H (0,009)
Ay = +0,004 ky H (0,004)
4, = —0,002 kg H (0,002)

Ag= +0,001 ko H (0,001)

Mir itt felhivjuk a figyelmet egy lényeges egyszertisitési lehetiségre. Az
A értékek szamitiasat még viszonylag nagyobb a karakterisztikus tényezdk
mellett is végezhetjiik olyan kozelitéssel, hogy mindegyik egyenletben a leg-
nagyobb egyiitthatoju tag (dltaliban az i-ik ogyonlotl)on az A;_, tag) utdni
tagokat elhanyagoljuk. Az egyenletrendszer megoldasa igy rendkiviil egyszer,
mert az elsd egyenletben csak 4, ismeretlen, s egy osztdssal meghatarozhato.
A misodik egyenletben A4, behelyettesitése utin csak 4, ismeretlen szerepel,
tehdt ismét kozvetleniil szamithato sth. Szampéldiankban az igy meghatirozott
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értékeket a fent felsorolt pontos A értékek mellett zardjelben feltiintettiik.
Lathato, hogy az egyezés a = 1 értéknél még kivalo.
Az A4 értékek alapjan a (115) és (119) egyenletekb6l szamitott D értékek:

Dy= 40,307 ko H
Dy = —0,0080 ko H
Dy = 40,00054 ko H
Dy = —0,000058 k, H
Dy = +0,000006 k, H

Az A és D értékek ismeretében szaimithatok az egyes tartomanyokban a
potencial és dramfiiggvény értékek. A mitargy alatti tartomanyban a poten-

ag=1

8. dbra. Szimmetrikus szivargasi tartomany aramképe széles miitargy esetén

cial képlete a (106) képlet, melyben O értékét a (109) képlet hatirozza meg.
Az dramfiiggvény ugyanitt a (107) képletbdl szimithaté. (O, szimmetria miatt
zérus). Az alvizi tartomanyban a (72) képlet adja a potencial és a (74) képlet,
az aramfliggvény értékeit.

A kiszimitott potenciil és aramfiiggvény értékek alapjin megszerkesz-
tett daramképet a 8. dbra szemlélteti. A teljes vizhozam:

Q=D,=0,307Tk,H .
Kozelilé megoldds lehetdsége

Egy egyszertisitési lehetGségrol az A értékek linedaris egyenletrendszeré-
nek kozelité megoldasaval kapesolatban mir a szampélda alkalméval meg-
emlékeztiink. Ez nagyobb a értékek esetén is alkalmazhaté nagyobb hiba
nélkiil. Ha @ nem nagy, példaul a < 1, ugy tovabb mehetiink és A4, mellett a
tobbi A értéket elhanyagolhatjuk. 4, értékét a (116) egyenlethdl szamithatjuk:

_ koH 1 %o

Ay = e (129)
2 sing, 1+ Py,
A Dy érték (115) alapjin:
i RO, o & (130)
2 1+ B,
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mely egyuttal a teljes Q vizhozam képlete is, mint az a (107) egyenletbhdl
7 = 1 helyettesitéssel adodik.

A 63. pontban foglalt meggondolas szerint a nyomas atlagos értéke a
mitargy alatti és alvizi tartomanyok hatirvonalin, tehit a miitargy ldbvona-
lanak fligg6legesében az alvizhez képest:

AH=H -

131
1 + ﬂ‘Po : :

Szampéldank adataival a (130) és (131) képletek szerinti értékek Q =
= 0,301 ky H és A H = 0,35 H, elég j6 egyezésben a pontos Q értékkel, illetve
a 8. dbran lathaté nyomdsértékkel.

66. Kiilonleges eset; nincsen feddréteg

Az el6z6 pont eredményei alapjan a fedéréteg nélkiili, véges mélységii
tartomanyban elGallo szivargas jellemzdit is meghatarozhatjuk. A kozelité
modszerek természetesen ez esetben nem érvényesek, hiszen a — co. A vonat-
kozé képleteket hatardtmenet képzésével kell elGallitanunk.

A ¢, értékek a hatiridtmenet sordn az (59—60) alattiakba mennek At.
Ezekkel a (127) egyenletek hasznilhatatlanok, az eredeti (116) és (124—125)
cgyenletekben azonban a hatiritmenet elvégezhets. Eszerint az A értékek
szamitasara szolgald egyenletrendszer:

= 2 ' 1
(—1 " — | = — —kH
ST ,ﬂ+(2n+)J K
© 2
S(—1)" 4, (2n+1)*thkaf+ 2n+1)2k _o.
- (2n 4+ 1)2—4k? (132)
illetve nagyobb £ esetén
oo‘(* 1y A, 2n —l— 1 =
n=0 Z n—2k+1

Tovabbiakban feltételezziik, hogy a mitargy B szélessége nagyobb a
vizvezetSréteg ¢, mélységének masfélszeresénél. Ekkor ugyanis th 7 = 0,98,
a (132) alatti misodik egyenlet helyett tehat mar & = 1 esetben is hasznalhato
az egyszer(ibb harmadik, mely £ = 1, 2, 3. .. helyettesitéssel adja az egyenlet-
rendszer masodik, harmadik sth. egyenletét.

A (132) alatti egyenletek kozott esak az elsé fliggvénye tehat a mitargy
B szélességének, a tobbiben f nem szerepel, az egyenletrendszer tovabbi része
tehat egyszer s mindenkorra megoldhaté gy, hogy az 4,, 4,,... tényeziknek
és A, értéknek a viszonyat hatirozzuk meg. 4, értéke ezutin az els6 egyenlet-
bol adodik, mellyel az Gsszes 4 érték ismert.

A széban lev$ egyenletrendszer egyszer(sitése érdekében bevezetjiik az

4,

= (=1 @n+1) 7 (133)

[

jelolést, s igy a (132) alatti harmadik egyenlet £ = 1, 2, 3... helyettesitéssel
az alibbi egyenletrendszert adja:
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e L sl Sl e

3 5 7 9

B B B e

=] 1 3 5 7 3

a a a a a 1

St IR, N L PR I R (134)
—8 =1 1 3 b 5

LW DA W RO BERN.

—5 —3 -1 1 3 7

Az egyenletrendszer megoldasa meglehetdsen kortilményes, ezért csak a
megoldas lényegére utalunk és a végeredményt irjuk fel. A megoldas az egyen-
letrendszer determinansanak kifejtésén alapszik, amint azt példiaul az aldbbi
harmadrendi determindnson bemutatjuk:

11 1 1 -2 =%
r—1r+1r+3 r—1 (r—1)@+1) (r—1)0r+ 3)
. 1 | |1 -2 -4
' g—1g+1g-43 g—1ig—=Llg+1) @—1g+9
. 3 i 1 B 4
gl P=l P8 r—1 {p=1j{p+ 1) {p— Y] (p+ 3}
1 1
| r+lrts
: 2.4 o L, 04
r-1@g—{p-1) qg¢g+1qg+3
1 I
p+1p+3
il 771 7_71 \
r+1 r+3 |
24 o r—q  r—g |
=i =13 E— 1) rblig+1)ir--8p-H8)
L r—p
| @i 1y (F -3+ )
5
- 2-4(r—q)(r—p) grigrd
T r—DE-De-Dr+Dr+3 1 1
p+1p+3|
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A felvett determindinson, melynek p, ¢, r értékei tetszolegesen vilasztott paros,
egész szamok, a kifejtés soran az alibbi miveleteket végeztiik. El6bb az els6
oszlopot kivontuk a méasodik és harmadik oszlopbdl, majd a kapott determi-
nans 037]<)paiban levG —2 és —4 kozos tényeziket, valamint a sorokban levé
(r—1),(q — 1) és (p — 1) kozos tényeziket kiemeltitk. A kapott determindns
elsé sorat a masodik és harmadik sorbél kivonva olyan determininst nyertiink,
melynek elsé oszlopa az els6 elem kivételével zérus, tehdt értéke masodrendd
determinanssal kozvetleniil felirhatd. Ez utébbibdl egytttal kiemeltiik az osz-
lopokban levd (7 + 1), (r + 3) és a sorokban levd (r — ¢q), (r — p) kozos ténye-
z0ket. A megmaradt masodrend(i determinans az eredeti harmadrend( deter-
minans elsé eleméhez tartozé aldetermindns, mellyel az eljirias hasonléan
folytathato. Végiil a determinins értéke egy tort, melynek nevezdjében a
determindns osszes elemének nevezdi, SAdII]Lll()]dde ap,q,r értékekbol alkot-
hato kilonbségek szorzandok 22-4 = 16 puszta szammal.

A bemutatott kifejtési eljaras tetszdleges k-adrendi determindns esetén
alkalmazhatd, s a végeredmény ismét egy tort, nevezdjében a determindns

osszes elemének nevezdivel, szamlilojiban az osszes p, ¢, r. .. értékekbdl alkot-
haté kiilonbségekkel és 2k-1 . 4k—2 . k=3 (2k — 4)2 (2k — 2) szorzdval.
A (134) alatti egvenletrendszerben a p, ¢, r.... értékek egymdsutini paros

szamok, tehdt az egyenletrendszer elsé & egyenletének megfeleld k-adrendi
determindns kifejtett tortjének szamlilojaban levd kiillonbségek kozott (k—1)-
szer fordul el§ a 2, (k—2)-szer a 4, sth., a kiillonbségek szorzata tehit egyenls
a puszta szimmal. A determinins szamlaléja tehat 222 . 4%k—4 . g%—6

(28 — 4)* (2k — 2)2, s nevezdje a szOban levd k-adrendi determindns Osszes
elemének nevezdsibdl alkotott szorzat.

Az a; ismeretlen meghatarozasihoz szitkségiink van még egy determindns
értékére, melyet Gigy nyertink, ha az el6bbi determindns i-ik oszlopanak helyébe
a (134) alatti egyenletrendszer jobb oldalat irjuk. 1zt az i-ik oszlopot a kapott
determinansban feleseréljiik az elétte levivel, majd ismét az elGtte levivel,
mig végiil is ez lesz az elsé oszlop, s minden csere alkalmaval az elgjelet valtjuk.
Ha ezutin jabb elgjelvaltissal a kapott elsd oszlopot végigszorozzuk (—1)-
gyel, Ugy ez az oszlop beleillik a determinédns ciklikus rendszerébe, s a deter-
minins csak annyiban tér el az egyenletrendszer mar targyalt fédeterminin-
satol, h();,r raz i-ik oszlop utdn ugrias van — egy oszlop hidnyzik. A kif(jt("
ugyanagy \Cguha]tlmto s az eredmény ismét egy tort, nevezéjében az 1j
determindns osszes elemének nevezsibdl alkotott szorzat, sziamlilojaban az
osszes p, q, r... értékekbdl alkotott kiilonbségek szorzata (mely azonos a G-
determininséval) és egy puszta szdm: 2F-1.4k=2.6k=3 _ (2k — 4)2(2k — 2) -

2L 2k——2 2k—214 2

2 i 2 i—2 2
A két determinans hinyadosa adja az a; ismeretlen értékét. A hinyados
képzésénél figyelemhe vessziik, hogy a fédeterminins nevezéjében levé ténye-
76k kozott az i-ik oszlop h(‘lyel)o a (134) egyenletrendszer jobb oldalinak neve-
761 keriiltek, egyébként a tényezik azonosak, kiesnek. Az @, ismeretlen tehit:

B k=1 E—s+1{@i—1 2i—8
B I —
3 1 1 3 2k —2i—1

. N . (135)
§7—8 Bisl Bid1l 2i 4B 2k —1

Q=

207



Ez a megoldas az els6 zarjeles kifejezésben ¢ tényezit, a masodikban &
tényez6t tartalmaz, mely utébbinak elsd ¢ tényezGje az egységgel egyenld szor-
zatot ad (parosaval egymés reciprokai), igy végeredményben (¢ — ¢) tényezd
marad.

A kapott megoldis még nem a (134) alatti egyenletrendszer megolddsa,
csupan annak els6 b egyenletébdl szamitott kozelito érték. A végleges a; meg-
oldas k& — oo hatardtmenettel keresends. Vilasszunk ezért olyan k£ értéket,
mely é-nek tobbszorose, pl. k = ni, ahol n egész szam. A (135) alatti masodik
zarjeles kifejezés igy (k — 72) = (n — 1) 7 tényez6t tartalmaz, melyek kozott az
n-ik szamlaléja azonos az els6 nevezdjével, a (2n — 1)-ik szamlaléja az n-ik
nevezgjével sth., valamint az (n + 1)-ik szamlaléja a masodik nevezdjével stb.,
az Osszes (n — 1) ¢ tényezd tehat 7 tényezdre egyszeriisithets, melyek a (135)
alatti els6 zarjelben levs ¢ szamu téyezivel forditott sorrendben parositva
(k = ni helyettesitéssel) az alabbi megoldast adjik:
m—i1+1  (ni—i42)3 (ni—1+4+3)5 (27—1)n

omi —264+1 (2ni—2i+3)2 (2ni—2i+5)3 2mi—1

A k— oo, azaz n— oo hatiritmenet igy mar elvégezhetd és a kere-
sett @; ismeretlen:
1 & B 7 27 —1
@ =—"'—"" PRI Lo (136)
: 2 4 6 8 217
A (132) alatti eredeti egyenletredszeriink megoldéasai tehat (133) alap-
jAn (visszatérve az n indexre):

i3
T, | S
n=1{—1) 3y

5 17 =

S e W TY N (137)
6 8 2n  2n+1

ahol 4, a (132) alatti els6 egyenletbsl hatirozandé meg. Helyettesitsiik
ezért ebbe az egyenlethe (133) alapjan A4, értékét:

2 Aua 2 S 1@
P a8 SO, (TR ..
n‘;o.?n—{—l{ 2n+1)= Oﬂ,%{)271+1+
2 2 a 1
A ——" = __FH. 138
T ‘m=@En+ 1)y 2’ o

Feladatunk tehit az alibbi Gsszegek meghatarozasa :

- P A T8 4%
i S IR LIPRL .08 FOU  *
=%n 1 2 3 245 2 4617
- i &1 1484 1 1498 1
L. JRRRPE 5. S RE  EE TI
=@2n+1)2 2 3.3 2 455 2 4 6 17.7
Az el6bbit az ismert
122 1 3 a5 1 3 5 a7
T TR L W OE . B0 T 0%, S (141)
23 245 2 4 6 7



osszefiiggésbil @ = 1 helyettesitéssel kozvetleniil megkaphatjuk :

S _ aresinl = F =1,5708. (142)
~—2n+1 2

A (140) alatti Osszeg értékét a sor kielégitd konvergencidja miatt kozvet-
leniil is szamithatjuk, de jobb konvergenciat érhetiink el, ha (141)-et 2 =0
és x =1 hatarok kozott integraljuk és (140)-bol kivonjuk, majd rendezziik.
Az igy kapott sor:

= g z 1 1 1 1 8 1 1 35 1
>yt =4 =
“@ea4+1P® 2 2 23834 2 4 5.56 2 4 6 7-7+8

— 1,089 (143)

A (142—143) alatti eredményeket (138)-ba helyettesitve, kifejezhets 4,
értéke:

et ,:,9,1,1,7 st Mé (144)

n 0,88+ 2p 7 0,88 + 2

ty

melynek ismeretében a tovibbi A egytitthatok:

i}

g i 4y = = G180 A
1 3 1

‘40 — —_—— e —— 11 == _}' 0)0750 "1

. 2 4 5 ° ’

I 38 5 1

Ml iom S e g — 0,0446 4,
5 4 6 W (145)
1 8 &5 7 1

14.:+ P 7..,‘_.777110 = +0,0304 AO
2 4 ® B 9
1 3 5 7T 9 1

s o e e s s s s e B A
2 4 6 8 10 11

Az A értékek ismeretében az alvizi tartomény potencidlfiiggvénye a
(72), aramfiggvénye a (74) képlettel adott, figyelembevéve, hogy ¢, értékek
az (59) képlet szerintiek. A mitargy alatti tartomany dramképének jellemzésére
a D értékeket kell kiszimitanunk. A (115) képlettel (133) és (142) figyelembe-
vételével:

DO = — 2‘ ‘ln(— 1)” = — 110 Z "” 1 = — 6;0[{*13 (145)
n=0 n=0 2n + 0,88 + 'l
0
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Mivel D, — mint mar targyaltuk — egyuttal a miitargy alatt deIl\dI‘gO
Osszes vizmennyiséget is jelenti, a (145) keplettel a véges vizvezetOréteg viz-
hozaméra vonatkozdlag Dachler dltal mar levezetett képletet kaptuk meg.

A tovabbi D, értékeket akar a (119), akar a (123) képletekbdl szamit-
hatnank, a szamltd@ azonban koriilményes. Szorozzuk ezért (119)-et shkzf-val
és (123)-at chkzf-val, majd a két egyenletet adjuk Ossze és fejezziikk ki D

értékét:
B, == s T _,ﬁ,;zZA Pasing, L 1)
=0 Fh—(kn)?\p, k=
azaz rendezés és (59—60) helyettesitése utan:
2 LY
Dy == {1} e 2 o —+,
A=0 2n+ 2k + 4
végiill (133) alapjan:
D, = — —l"‘ e—""f’ — 146
K {~1) Z o + 2 L el (146)
Feladatunk a képletben levé osszeg értékét k=1, 2, 3 ... helyet-

tesitéssel egyszer s mindenkorra meghatdrozni, figyelemmel a (136) alatti
értékekre. A summa kifejtett alakja:

- a, 1 11 138 1

3 S — == — 7—+r~-ﬁ——‘—+——.*. +

n2n+2k+1 2k+1 2 2k+3 2 4 2k+5

1 8 b5 1
s s pem e (147)
2 4 6 2k+ 17
Ha az aldbbi Taylor-sort:
';ﬁ:f:w%’—}—}—x?"“_} 13 xz}\-+4+l_i.iw2k+6+
/1 — a2 2 2 4 2 4 6

r =0 és @ = 1 hatarok kozott integriljuk, ugy jobboldala nyilvin (147)
jobboldalaval lesz egyenld, s ezért

nt

1 2

o ~ 2k . -
p .. in — dz :J sin?k ¢ dt = L 2.8 st
=2n+2 g1 /1 — a2 2 4 B ok 2
0 0
(148)

A D, értékek tehat (146)-bol; (145) figyelembevételével:

;. 2"’; Lo 4, (149)
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Szamértékekkel:

14
Dy= — 5 A,
D, = + 'l' e A

2 (150)
Dy=— L 8 4

16

A kapott D értékek ismeretéhen az dramkép a miitargy alatti tartomany -
ban is adott a (106) és (107) képletekkel, melyekben C,, = 0 (szimmetria miatt)
és Oy a (109) képlet szerinti. Megjegyzendd, hogy a (150) alatti Dy, D,. .. érté-
kekben levé exponencialis fiiggvény miatt az dramkép a mitargy alatti tar-
tomdnynak csak a két végén — mintegy a vizvezetd réteg t, mélységének ha-
romnegyed hosszsigin — tér el a parallel%/[tlaq szivargisi képtal.

E pontban végzett \uﬁgalatamk soran eddig feltételeztiik, hogy a mii-
targy B szélessége nagyobb a vizvezetdréteg t, mélységének masfélszeresénél.
Most rividen utalunk még a megoldis médjara abban az esetben, ha ez a fel-
tétel nem teljesiil. Ebben az esetben ugyanis a (132) alatti masodik egyenlet
helyett nem lehet minden esetben az egyszeriibb, harmadik egyenletet hasz-
nalni. Az egyenletrendszer elsé egyenlete valtozatlanul a (132) alatti els6 egyen-
let lesz, utina néhiny egyenlet a (132) alatti masodik egyenlet szerint irando fel,
majd — ha th kzf kelléen megozeliti az egységet — ismét attérhetink a
harmadik — B-t6l mar fiiggetlen — egyenletre.

A szimitis metodusat példaképpen bemutatjuk olyan esetre, hogy
th3zp ~ 1, de th a1 5 th 2ap, tehat két egyenlet kell a masodik tipus
szerint kifejteni, a harmadiktol kezdve az egyszerii forma hasznilhato. Ez
koriilbeliil annak az esetnek felel meg, ha a B miitargyszélesség fele a t, mély-
ségnvk

\ (134) egyenletek helyébe igy a kovetkezs egyenletek lépnek (meg-
killonboztetésiil az a,, tényeziket vesszivel jelolve):

31]175[3#:?_a{+5”trlrlnﬂ+2'aé+7thnﬂ+2 q3+
5 1 7 3 9
+91hn/f —}—772-03_# I th:{zﬂ:{— 2. 1
11 7 3 1
3tll2iqzﬂ+4_7i+51112:zﬁ7—+—4.aé+711127t,8+4 a3_+_
7 - 9 1 11 3 ' (151)
91112nﬂ+4'a;+ __th2af+4+4 1
13 5 5 3
1
“ E At + o=
— l 5
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Mint latjuk, a harmadik egyenlet azonos a (134) alatti harmadik egyen-
lettel, s a tobbi is azonosan irandé fel. Feladatunk tehat az @’ értékrendszert
meghatdrozni egy egyenletrendszerbél, melynek csak elsé két egyenlete tér el
egy mar ismert és megoldott egyenletrendszertdl, ti. a (134) jeltitol.

A feladatot a kovetkez6 mdédon oldhatjuk meg. Térjink vissza a (134)
egyenletrendszerhez, s annak masodik egyenletét szorozzuk 4, elsé egyenletét
pedig 2, hatirozatlan egyiitthatokkal és redukaljuk zérusra, majd adjuk hozza
a harmadik egyenlethez. Ugyanigy adjuk a harmadik és masodik egyenletet
a negyedikhez, sth.:

{llj‘_}“l_jL“z ﬂ—illgl—_l—lz_{_a:,—{—llaz—_!—lgal +a4+llra,3il

a
% .
—3 —1 1 3

‘illi_,%,l L a; + Ara, + 4y 2 a +7/'11Wa2 -+ L_,cﬁ . a, + %1703 4 Ay @y i+ (152)

—3 = 1

— 9

Fenti egyenletek azonosak a (134) alatti harmadik, negyedik, sth. egyen-
letekkel, de ay, ay, a,. .. értékek helyett ezekbdl kombindlt kitejezések szere-
pelnek. Nyilvan ez utébbiak is kielégitik az elsé két egyenletétél megfosztott
csonka egyenletrendszert, barmely 4, és 2, tényezd mellett.

Ha tehdt a (151) alatti egyenletrendszer megoldiasiul az

a =a;,+ 4
ay =ay+ Aa, + A,
g = @y + 4y @ + Ayt (153)

értékrendszert valasztjuk, Ggy a harmadik egyenlettdl kezdve valamennyi kie-
légiil, barmely 2 értékek mellett. Kz utébbiakat gy hatdrozzuk meg, hogy
(153) alatti @’ értékeket (151)-be helyettesitjiik, s mivel az a értékek ismertek,
a két egyenletben egyediil a két A ismeretlen, igy szimithato. Az eredményeket
(153)-ba helyettesitve nyerjiik az @’ értékrendszert, melynek alapjin mar ismert
moédon meghatirozhatjuk az dramkép A, jellemzGit. A sziamitds tovabbi rész-
leteibe nem bocsiatkozunk, a gyakorlati esetekben ugyanis tobbnyire kielé-
giilla B>1,51, feltétel, s ha nem, Ggy kozelité megoldasként mintegy B > 0,5¢,
esetig az e pontban ismertetett eljirds, ez alatt pedig az 51. pontbeli eljiras
alkalmazhaté. B = 0,5¢, esetben (B = 0,25) th nf = 0,66, th 2zf = 0,92
folytan az dramkép még tlrhets pontossiggal hatirozhatd meg a (144—145)
alatti tényezdikkel, kisebb miitargyszélesség esetén pedig szemlélet utjan vildgos,
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hogy a szddfalszer(ien keskeny miitirgy feltételezése — a miitirgy kozvetlen
kornyezetétdl eltekintve — megengedhets. Utobbi esetben ugyan az atszi-
vargé vizmennyiségre nem kapunk megolddst, erre vonatkozdlag viszont ren-
delkezésre all Dachler vonatkozé képlete, melyet B <t, esetre idéziink:
2
13 + g\
t
Q =kyH-0,73log — EO : (154)

2,54 —
ty

67. Az dramkép meghatdrozdsa széles miitargy és aszimmelrikus rétegzodés esetén

A miitirgy alatti tartomany (106) alatti potenciilfiiggvényét ebben az
esetben ugy kell meghatarozni, hogy a csatlakozdsi feltételek mind az alvizi
tartomdny hatirvonalin (§ = f), mind a felvizi tartomény hatdrvonalin
(& = — B) kielégiiljenek, mind a potencidl, mind a vizhozamok egyenlGsége
tekintetében. A feladat megoldisira az eddigiekhez hasonldéan négy feltételi
egyenlet irhato fel a négy ismeretlen értékrendszer (alvizi 4 értékek, felvizi #
értékek, mitargy alatti C és D értékek) meghatdrozdsihoz. A feladat tehat
elvileg megoldhaté és van négy olyan értékrendszer, mellyel a teljes dramkép
jellemezhetd.

A feladat fenti mdédon valé megoldédsa azonban koriilményes és hossza-
dalmas, s B <1,5 {, esethen — mely mar a szimmetrikus esetnél is kompliki-
cickat okozott —az exakt megoldis megkeresése alig kivihetd. A B> 1,51,
esethen viszont egy egyszertibb maodszer is All rendelkezésiinkre, mely — az
el6z6 pontban mar emlitett modon — kozelité megoldasként mintegy B = 0,5¢,
hatarig is alkalmazhato6, s melyet a kovetkezékben ismertetiink.

A mddszer alapja az a felismerés, hogy e hosszabb miitargy alatt a szivir-
gds — legaldbbis a mitargy kozépvonalaiban — alig tér el a parhuzamos szdlas
aramképtdl, a potencidl tehdt a miitirgy kozépvonalaban dllandénak tekint-
hetd, mert a potenciilvonalak merélegesek az dramvonalakra. (V6. a (150)
képlet utin tett megjegyzéssel). I8 potencidl értékét ugyan nem ismerjiik, de
meghatirozisa — mint egyetlen ismeretlené — az atszivargd teljes vizmennyi-
ség felvizi és alvizi egyenldsége alapjan konnyf.

A szamitést Ggy célszerd végrehajtani, hogy a felvizi oldalon levé feddré-
tegek helyébe is az alvizi fedGrétegeket képzeljiik és az igy kapott szimmetrikus
esetet a (112-—113) képletekkel megoldjuk H = 1 vizszintkiilonbség felvéte-
lével. Az dramkép jellemz8i A, és Dy (n =0, 1, 2, ...) egyiitthatdk lesznek.
Most az alvizi feddrétegek helyébe képzeljiik a felvizi tartomany fedérétegeit
és a kapott szimmetrikus esetet ugyanazokkal a képletekkel megoldjuk ismét
H = 1 vizszintkiilonbség esetére. A (112—113) képletekben ¢, helyébe termé-
szetesen a felvizi feddrétegeknek megfeleld 4, értékeket irjuk. Az igy kapott
egyiitthatokat jeloljik Aj; és Dj-vel. Az atszivargd viz mennyiségét a két
esethen Dy ill. D adja meg.

Tegyiik fel, hogy a miitargy kozépvonaliban fellépé dlland6 potencidlnak
megfeleld nyoméds az alvizi szinthez képest m/ , ahol az m tényezd 0 és 1 kozotti
szam a kétféle feddréteg fojtdasatol figgden. Szimmetrikus esetnek m = 0,5
tényez6 felel meg. Nyilvanvald, hogy az m tényezs a vizhozamok egyenléségét
kifejezd

mDy = (1 — m) Dy
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osszefiiggés alapjan: —— Dy : (155)
Dy + D

képlethbdl szamithaté. Az m tényez6 ismeretében az alvizi tartomény végleges
aramképét jellemzG A, D értékrendszer

A,=2mA,H é D,=2mD,H (156)

osszefiiggésekkel rendelkezésre all. A felvizi tartomany dramképének jellemzdi
hasonléan nyerheték az Ay és D), értékekbdl 2(m — 1)H szorzéval. A negativ
el@jelet az indokolja, hogy a felvizi oldalon a sziviargés irdnya ellentétes azzal,
mint aminek alapjin az A4;, Dy, értékeket meghatiroztuk.

Ha a felvizi és alvizi tartomanyok koziil valamelyik fedéréteg nélkiili, pél-
daul a felvizi, igy Dj helyett a (154) alatti Dachler-téle képletet helyettesithet-
jiik kismiitargyszélesség esetén. Az alvizi Aramkép igy kis szélesség esetén is majd-
nem korrekt lesz, mert fedéréteg esetén a mutargy alatti parhuzamos szivargasi
kép a mitargy kozéprészén gyakorlatilag mar kisebb szélesség esetén is elGall.

A mondottakat egy szampéldaval illusztriljuk. L(‘gyvn a szivargasi
tartomany a felvizi oldalon fedéréteg nélkiili, az alvizi oldalon a fedérétegek
alapjin szamitott karakterisztikus tényezs a, = 1. A miitargy szélessége legyen
B =t,, azaz f = 0,5. Hatdrozzuk meg a nyom;’ls értékét a mitargy kozép-
vonalaban, ha az alvizi és felvizi vizszintek kiilonbsége H.

Az alvizi tartoméany pelddnkbcm azonos a 65. pontban megoldott szam-
példa alvizi tartomanydval. A D érték tehdt azonos az ott kapott D, értékkel
H =1 esetére, azaz

D} = 0,307 k,
A fedéréteg nélkili felvizi tartomany Dg vizhozama (145) képlettel:

Dy = 0,53 k,
Az m tényez8 (155) képlettel
m = 0,634,

a keresett nyomdas tehdt 0,634 H az alvizszinthez képest.

Hatirozzuk meg a szivirgds dramképét! Az alvizi tartomany 4, D
értékei a 65. pont szampéldijiban kiszamitott megfeleld értékekbdl a (156)
Osszefiiggés szerint 2 m = 1,268 szorzéval nyerhetk, a felvizi tartomdny
megfelel§ értékei pedig a 66. pont (145) és (150) alatti értékeibél 2(1 — m) =
= — 0,732 szorzoval. Az egyiitthaték ismeretében az dramkép mar ismert
modon megszerkeszthetd.

Az aramképet a 9. dbrdn lathatjuk.




7. Galli Laszlo megoldasanak kritikdja

BevezetGben mar emlitettiik, hogy a fedéréteggel takart, véges mélységii
vizvezetd rétegben el6allo szivargisok problémajat Galli Liszlo azzal a kozelité
feltevéssel vizsgilta, hogy a vizvezets rétegben elGalld sebességek fliggéleges
komponensét elhanyagolta. A vizvezetd réteget igy folyamatos vizkivétellel
terhelt csének tekinthetjiik, melynek egy-egy fliggéleges metszetében a nyomas
4dllando. E feltétellel a probléma lényegesen egyszeriibb képletekre vezet,

ezek hibahatarait azonban Galli Liszlo — megfelelé pontos szimitasi eljards
hianydban — csak kozvetett modon, s kevéshé meggyzden tudta megvizs-

gilni. E fejezetben e hidnyossigot kivanjuk potolni, s a Galli-féle szamitasi
eljarasnak a pontos képletekkel valo Osszehasonlitasat elvégezni.

Galli Laszlo eljarisa az dramképek megszerkesztésére természetesen nem
alkalmas, csupan a mtargytol kiillonbozé tavolsaghan levd fliggbleges metsze-
teken dtszivargd vizmennyiségek és az illeté metszetekben fellépd nyomds
(helyesebben az alvizi feddrétegsor fels sikjan levé nyomadashoz viszonyitott
nyomastobblet) meghatirozasira szolgdl. Végképletei lényegileg a kovetkezdk
(e tanulmany jeloléseit alkalmazva):

Valamely mitargy alatt dtszivargd osszes vizhozam

t
Q= 2k H. (157)
B()
ahol By a teljes szivargasi tartominy egyenértékt mitirgyszélessége, mely a

B,= B,+ B+ B, (158)

osszefiiggéssel a mitargy tényleges B talpszélességébdl, valamint a felvizi
tartomany B, és az alvizi tartomany B, fiktiv miitargyszélességébél tevidik
ossze. Bz utdbbiak kozil példaul az alvizi fiktiv szélesség:

B, = Vkotolg"- (159)

melyben ¢, és k;, az alvizi fedérétegsort helyettesité egyenértékii feddréteg
{lisd 61. pontban) vastagsiga és szivargisi tényezéje. A B, fiktiv mitargy-
szélesség képlete azonos a (159) képlettel, csupan a felvizi egyenértéki fedd-
réteg 1, és k; dllandoi szerepelnek a megfelel§ alvizi értékek helyett.

A 'mitargy alvizi labvonalitol @ tavolsagban felvett fiiggleges metszeten

atszivirgd vizmennyiség ) ismeretében:
x

Q=Qe P (160)
és hasonld a képlet a felvizi oldalra vonatkozdlag B, értékkel.
A mitargy alvizi labvonalaban fellépd nyomds értéke (a feddréteg felsé
sikjaban fellép6 nyoméshoz viszonyitva):

B B
hy=—"H va hy=—2 (161)
0 B, gy Y Q
képlettel nyerhets, melybél az alvizi labvonaltdl @ tavolsigban felléps nyomas

érteke:
x

hy = hoye B (162)
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Hasonléan hatiarozhaték meg a felvizi tartominy nyomasértékei, B,
helyett B, helyettesitésével.

A Galh féle eljaras képleteinek ismertetése utan vizsgialjuk meg azoknak
osszefliggéseit az e tanulminyban foglalt képletekkel. Az alvizi tartomany
ay, karakter1s7t1kus tényezdje (19) alapjan

o kja tO
ko t’fa
mellyel (159)-b6l nyilvanvald, hogy
. & (163)
Va,

és hasonldan B, ugyanigy fiigg a,-t6l, tehat (158) szerint:

B B (164)
Vaf Va
Az sszes atszivargd vizmennyiség tehat (157)-bél:
ko H
= = (165)
1 B 1
i S
Vaf ty Vaa

A kapott altaldanos képlet kiillonleges esetei a kovetkezdk:

1. felvizi tartomény hidnyzik és B =0 (I. dbrdnak megfe-
leld idealizalt eset):

Q="koHa, . (166)

Tanulmanyunkban erre az esetre a<'1 esetén 4% on beltl pontos kozelits
képletet vezettiink le, mely (36) alapjan (4 h = H):

N

Q=rkyH Va, 1‘/ = (167)
3+ a,

A két képletet 0sszehasonlitva nyilvanvald, hogy a (166) képlet a, = 1 esetén

tovabbi 149, hibdval terhelt*. A hiba kisebb a értéknél kisebb, nagyobbnal

novekszik. Nagyobb a esetén azonban a (167) képlet hibdja is nd, tehat az

1. tabldzat szerinti pontos képletet kell hasznélni.

2. 4ramkép aszimmetrikus, tehdt asa és B=0
(63. pontban targyalt eset):
ko H
Q:_—_ (168)
,*_;_—
Vo = Vo,

* A 149 hiba a két képlet kozott mutatkozik az = 1 esetén. A (167) képlet 49,
hibaja azonban ezzel ellenkezé értelmii, ezért a (166) képlet abszolat hibaja ecsak 109,
koriil van.
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Tanulményunk (104) képlete kissé atalakitva:

Q= = = 9 (169)

mely kozelité képlet és akkor érvényes, ha a felvizi és alvizi tartomanyok
kozil legalibh az egyiknél a karakterisztikus a tényez6 kisebb az egységnél.
A képletben 4, és ¢, a karakterisztikus egyenletek elsé gyokei. Ha példaul
az alvizi tartominy a, tényezdje kisebb 1-nél, tgy

T
. /:,, . ; (170)
Po 1 3+ a, Vaa

mely utobbi kozelités mintegy 109, hibdval terhelt, ha a, = 1. Ha a felvizi
tartomany a, tényezdje is kisebb az egységnél, Ggy #,-ra hasonlité kozelités
alkalmazhato és a (169) képlet azonos lesz a (168) képlettel. A (169) képlet
azonban akkor is jo kozelitést ad, ha csak az egyik, pl. az alvizi tartomany
a, tényezdje kicsi, a masik lehet nagy, akar co, mely a fed6réteg nélkiili tarto-

manyt jelenti. Mivel ekkor 4, = 7 ezért azt az érdekes kovetkeztetést von-
hatjuk le, hogy
fedbréteg nélkili tartomdany Galli-féle eqyenértékii miitargyszélessége L b =
T

= 0,64 1, abban az esetben, ha a masik tartomdany a tényezdje kicsi. Utobbi meg-
szoritdas nyilvin sziikséges, mert ha mindkét tartomany fedéréteg nélkiili, ugy
az altalunk is levezetett (145) alatti Dachler-képlethbdl ugyanez a mitirgy-
szélesség 0,44 t,-ra adodik.

Fentiek alapjin mar kovetkeztethetiink a Galli-féle mddszer érvényességi
hatiraira. Ha a felvizi és alvizi tartomanyokra vonatkozdlag az a karakterisztikus
tényezo kisebb az eqységnél, gy az eljdrds 10%,-ndl kisebb hibdval alkalmazhato.
E hibahatar 49 -ra csokkenthetd, ha a Galli-féle egyenérték mitargy széles-
séget,

_Vige 171
] l/1+3 (171)

noveld tényezdvel szorozva dllapitjuk meg. Ha a nagyobb az egységnél, tigy
a hiba erdsen né, ezért az [. tdblazatban foglalt pontos képlet alkalmazisa
javasolhato.

A Galli-féle eljards kiegészitésére megallapitjuk, hogy az eljaris akkor is
alkalmazhatd, ha csak az egyik tartomdnyra vonatkozolag teljesiil az a<71
feltétel. A mésik — példaul a felvizi tartomédny egyenérték i mitargyszélességét
ebben az esetben az a, tényez6 nagysigdtol fiiggden 0,64 1, és t, hatirok kozott
kell felvenni, melyek koziil az el6bbi az a, = co (feddréteg nélkiili eset),
az utobbi az a; = 1 esetnek felel meg.
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FUGGELEK

Az altalanos trigonometrikus fiiggvénysorok elmélete

Tanulmanyunk bevezetd részében emlitést tettiink mar az dltalinos trigo-
nometrikus fiiggvénysorokrol, melyok a fed@réteges szivargasi tartomanyok
matematikai targyaldsit lehetsvé tették. Kilatdsba helyeztiik e fiiggvénysorok
elméletének ismertetését. Ez képezi jelen fiiggelék targyat.

1. Az dltalanos trigonometrikus fiiggvénysorok

Allitjuk, hogy végtelen sok olyan
¢0»¢1»¢2>---‘Pm-~-7/’0»7/’1,1/’2,.-.1/’,,,... (I’w—l

értékrendszer létezik, melyekkel képezett

cos P02, cos o, cos P, .. cosPra, ...
l l ! ¢
(F —2)
sin P02, sin Y12, sin Y22, . sin Yo,
! l l ;
fliiggvényrendszer az — [ <Z o << 4 [ intervallumban ortogonailis és lehetGvé

teszi barmely y = f(x) fiiggvénykapesolat emlitett intervallumba esG részének
sorbafejtését az

x s R 4, cos ¥ "x+ B, sin ¥ & 012 5 F—3
f(x) ‘:_ I . [ | . )

képlet szerint, ha az f(x) fiiggvény korlatos és legalabb szakaszosan folytonos.

2. Segédtételek
Idézziitk az alabbi hatarozott integralokat:

+1
J()os2(p”xdx:l(l—{—81%)
- [ 2@,
d (F — 1)
J‘sinzﬁ1 xdx =1 ‘(l_gm ¥n
l 29,

—1
tovabba, mivel az integrandus paratlan fiiggvény, minden n és m értékre:

+1
Jcos%’xsm—l rde=0 (F — 5)

—l
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végill minden n és m értékre, de n =~ m:
+1
Jcosq)l :zcosq; Tdr=

—l

2 [ cos @,, cos
. 5 i "2 ('p,l] ((pn tg Pn— Pm tg (pm)
Pn — Pm

P8

20
J sin ¥y sin Yo gp = 20PN () gy oy ctgy,)
i l Wn "/"m

A fenti egyenletekben ¢,, ¢,., ¥, ¥, tetszés szerinti valos szimértékek
lehetnek.

3. A figgvényrendszerek ortogonalitiasanak feltételei

Vizsgiljuk meg, mi a feltétele annak, hogy az (F—2) alatti figgvény-
rendszer ortogonalis legyen?

Az (F—5) egyenl@ség értelmében barmelyik cosinus fiiggvény minden
esetben ortogondlis valamennyi sinusfiiggv énth

Az (F—86) (*gy(‘nlosegek alapjan viszont az (F—2) alatti cosinus és sinus-
fliggvények egymas kozott is ortogonalisak, ha barmely n és m értékre (n == m)
igazak az alibbi egyenletek:

Pnt€Pn — Pmt8Pm =0 (F —T
yctgy, — yuctgy, =0

E feltételi egyenletek egyértelmien kielégiilnek, ha az (F—1) alatti
értékrendszer Osszes @ és y értékei a

ptge=0C, (F — 8)
illetve  yetgy =0C,

karakterisztikus egyenletek gyokei, ahol O és C, tetszés szerint valaszthato

allandok. A karakterisztikus egyenletekbol moghatarozhato végtelen sok gyok

minden Cy-hez egy végtelen ¢ értékrendszert és minden C -hez egy végtelen

y értékrendszert ad, ezek szerint kétszeresen végtelen sok ortogonilis fligg-

vényrendszer képezhetd.

A tovabbiakban ¢, és y, alatt az (F—8) alatti karakteriszbikus egyen-
letek elsé pozitiv gyokét (foértékét) értjik, mig ¢, és y, azok (n + 1)-ik pozitiv
gyoke. A misodik karakterisztikus egyenletnek y = 0 is gyoke, ezt azonban
az értékrendszerbdl kizarjuk, mert megfelelGje az (F—2) fiiggvényrendszerben
zérusfiiggvény.

A karakterisztikus egyenletek gyokeinek grafikus dbrizolisa szemléletes
attekintést nyujt az értékrendszerekrdl. Az (F—8) egyenletek dtalakitisaval

a4 (F —9)
p

tgy = [
CV
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ugyanis nyilvianval6, hogy az F—1. dbran felrajzolt tangensgorbéknek az
y = C,|p hiperbolaval, illetve az y = y/C, egyenessel val6 metszéspontjaihoz
tartozo abszcisszdk a ¢, illetve y értékek sorozatat adjak.

Az 4bra alapjin megdllapithato, hogy a ¢ és y értékek célszertien irhatok
az aldbbi alakban:

Pp=nn+ ¢, l

: =0,1,%5...5, (F — 10)
%zn”‘Fg‘i"ln[

. T ‘ : e ‘ 58 P ,
ahol ¢, és 1, —-nél kisebb értékek és novekvé n-nel zérushoz tartanak.
2

&

¥

s y-lggy
7. G
il 2
| Lo & - & Lo
Y| iy & L7 7 /7 i 7 ¢
T ¢ eng V] fang 73} g | /i1y 9 /7% v
2 i L -
a A B ?
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F—1. dbra. A ¢ és y értékrendszer grafikus szerkesztése

Megjegyezzik, hogy a negativ gyokok megkeresése felesleges, mert azok
az (F—2) alatti fuggvényrendszerben nem jelentenck uj fiiggvényt.

Gyakorlati esetekben O altaliban pozitiv, C, pedig negativ dllandénak
adodik és gyakori eset, hogy O, = — C,. Ez utébbi esetre hizonyithaté, hogy
az (F—2)alatti figgvényrendszer nem csak az — I << @ << + lintervallumban,
hanem kiilon-killon az — 1 <2 <0 és 0 <2 < 4 [ intervallumokban is
ortogonalis.

4. Az dltalanos trigonometrikus fiiggvénysor egyiitthatdi
Az (F—3) alatti kifejezést cos (—r[" x értékkel szorozva és az érvényességi
intervallumon beliil integrdlva az ortogonalitis miatt a polinomnak csak egy
tagja nem lesz zérus, az, amelyikben ¢, szerepel. fgy (F—4) figyelembevete-
1ével:
Ll

J' f(2) cos ‘f; vde= A,l {/1 R

—1

sin 2 Pn

2m
<« @n
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amibdl:

+1
f(x) cos q)l" xdx
An—:'——_l 2 ((n:()!l,:-)::;-") (F——ll)
sin2¢
=
2.
¢s hasonldan nyerhetd:
+1
J f(2) sin 1/;,, adx
}. AR W— (n=0,1,2,3...). (F —12)
/ (1 __sin 2 2 y)nJ
25

Itt emlitjilk meg, hogy az dltalanos trigonometrikus fiiggvénysor C =0 és
C, = — oo esetben az jsmert Fourier-sorba megy at. Ekkor ugyanis az [ F=1.
abran a ¢, ill.p értékeket kimetszG hiperbola és egyenes Gsszeesik az al)szc rissza -
tengellyel, a ¢ és p értékek tehitp = 0,7, 27,37, ... ésp = =m, 2 w, 3 7,
lesznek mialtal (F—3) valéban a Fourier-sort allitja el6. Az 4, B,, egy iitt-
haték nevezéiben a zarjeles kifejezések az egységgel lesznek egyenlék, mert
sin 2n & = 0. Kivétel az n = 0 eset, mert ekkor az 4, képlet nevez&jében levd
tortnek nemesak szamlaloja, hanem nevezdje is zérus. Mivel a tort hatarértéke,
mint ismeretes, az egységgel egyenls, a zarjeles kifejezés értéke ebben az egy

: . ’ , w2172 a . 12 , :
esetben: 2. A Fourier-sorok dltaldban onalléan, —% alakban felirt, un. tiszta
9
tagjinak ama szingularitisira, hogy a tobbi egyiitthatéhoz képest kettével
osztva szerepel, igy az dltaldnos trigonometrikus fiiggvénysor ad magyarazatot.

5. Pdros, pdaratlan fiiggvények, periodicitds

Nyilvanvald, hogy piros fiiggvények sorbafejtésénél az (F—3) kifejezés-
ben szerepld osszes B, = 0, mig paratlan fiiggvények esetén az dsszes A, = 0,
ugyanugy, mint a Fourier-soroknal.

A periodicitds ezzel szemben az dltaldnos trigonometrikus fliggvénysornak
nem tulajdonsiga. A Fourier-sorok a leképezett intervallumon kiviil soroza-
tosan ismétlik az intervallumon belil leképezett fiiggvényalakot, az dltalanos
trigonometrikus fiiggvénysorok nem. Utébbiak altal az intervallumon kiviil
eléallitott fiiggvényértékekre vonatkozolag egyel6re semmi megdllapitist nem
tehetiink.

6. Kozelité szamitdsi modszerek

Az 4ltaldnos trigonometrikus fiiggvénysorok gyakorlati alkalmazisa
kortilményesebb a Fourier-sorokéndl, mert a ¢ és p értékrendszert kiilon ki kell
szamitani az (F—8) alatti karakterisztikus egyenletekbdl. A karakterisztikus
egyenletek gyokei zart alaka képletekkel nem adhaték meg, de jo kozelits kép-
letek vezethetdk le, melyekkel kiszamitott kozelité értékek sziikség esetén
iteracioval pontosabbd tehetdk. Jelen fejezetben a kozelits képleteket és leve-
zetésiiket ismertetjik.
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61. Kozelits képlet levezetése

22
retgx + »3) értékére

Idézziik zctgr ismert Taylor-sorat:

2 4 6 9 )21
el L g PO W,y e FBEC g,
21 4! 6! (2n)!
(F —13)
mely |&| < 7 esetre érvényes. A B,, B,, Bg, ... értékek az Gin. Bernoulli-féle

smmok melyek nagyobb n értékek esetén kényelmesen szamithatok a

an:(—1)n+12.(“i{1+l+ul—+... (F —14)

(2 )2 e | gan
képletbél, kis n esetén viszont inkdbb az

n

RS

n
2]B,,_2+...+

)B1+1=0 (n=2,34...)(F —15)

n—1

rekurzios formulabol.
A Bernoulli-féle szimok értékei az idézett képletek alapjan:

1 1 1 1 1 5
1 9 2 6 4 30 6 42 8 30 10 66
691 7 ,
.B12 = — é;"—éo 5 B]4 = 6 SLala% Stb B3 = B5 = B7 = B9 =2 Sulii= U E fOlS()-

roldsban a Bernoulli-féle szamokat n = 7-ig bezirdlag irtuk fel, mig n = 8-
tol az (F—14) képletet alabbi ko7ohtessel hasznalhatjuk:

B2r e (— 1)1’1+12 ((‘) 7Z))211 . (F == 16)

mely B,, értékét 1,5 1072 nél kisebb relativ hibival adja meg.
A Bernoulli-féle szamok idézett értékeit, illetve n = 8 tdl a fenti formulat
(F—13) jobboldalara helyettesitve:

@ ozt 2ab z° 9z1° 1382a1%
getgg—1 — ——— —— — —— ==
3 45 945 4725 93555 638512875
4‘ 14 oo ) 21
s e D [l&] < =]. (F —17)
18243225 ,‘,‘j; 7



A képlet utolso tagja egy végtelen geometriai sor, melynek Osszege zart
alakban kozvetlenil felirhatd. E helyettesitést elvégezve és némi rendezéssel:

22
zetgx + 3—= (F —18)
) 12
:1_,xf l+2xz+ at | 2a° 1382 28 4z 90 n -
45 21 105 2079 14189175 405405 @t (@
n

Hasonlitsuk ossze (F—18) jobboldalat a kovetkezd kifejezéssel:

4 ® (v 2,n
1:1_.2 ~ 2

45 =4 | 21
2220
4 Sm Rk 6 16 28 9 210 91
my Py 20 get Bt 16 man | lm] | g
45 21 441 9261 194481 4084101 |  22°
21
(F—18) és (F—19) kiillonbségét jeloljik R-rel:
2
R = 21— zctgr — -
3
12 DAL
4 4 6 8 1 el l::z '_7)21?”
x x @ & @ 2
= |2 Tk ol Bl et | i)
45(2205 10187 66103 492268 | (T 2@
1/ 21
ahonnan tovabba:
a? R
xetgr — - =1(1— . F — 21y
g2 - (F — 21y

Az (F—19) képletben levi végtelen geometriai sor értékét annak véges
hatarértékével helyettesitve A zart alakban irhato:

7 x4
e i _— (7 — 29y
315 — 30 a?
Tegyiink kikotést @ értékére vonatkozolag:
l Bt = 0,823
ha o)< %, skkor JOSE . < 0,000685 (F — 23)
2 121 —= >0,00017
Ay
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Ha tehat (F—21) jobboldalat az (F—22) képlettel adott 4 értékkel helyet-
tesitjik, azaz
2 7
T L |, (F — 24)
315 — 3022

kozelitést alkalmazzuk, Ggy az (F—24) baloldalin 4ll6 trigonometrikus kife-

jezés értékét || < 7: esethen legfeljebb 0,839, relativ hibaval kapjuk meg.
Ha z értéke ki-sobb, példaul || < 0,5, Ggy a még egyszertibb

72
xctgm—{—;wl (F — 25)

kozelité képlet hibédja legfeljebb 1,49/,,. E képlet hibdja || =1 esetén mar 2,5/,
fzi esetén pedig 21,59, tehit ez esetekben méar csupian durvabb kozelitésre
alkalmas.

62. A ¢ értékrendszer meghatdrozdisa

Az el6z6 pontban levezetett kozelité képlet eszkozt ad keziinkbe a
¢ értékrendszer kényelmes meghatarozdisihoz. Kiindulunk ¢, (F—10) alatti
alakjabol, melyet az (F—9) alatti karakterisztikus egyenletbe helyettesitve:

(nw + &) tge, =0, (n=0,123...), (F—26)
ahol e, kisebb 52{ nél, C re vonatkozdlag pedig kikétjik, hogy pozitiv legyen,
ami a gyvakorlati esetekben dltalaban teljesiil.

(F— )6) reciprokdt szorozzuk e,(n @ + ¢,) kifejezéssel és adjunk mindkét
oldalhoz &2/3 értéket:

2
e, ctge, +l—"”£ + +—. (F — 27)
0, Cy
Vezessitk be jobboldalon az
lzi—i—l; azaz 0= 30& (F — 28)
da €, 8 340,
jelolést, tovabba (IF'—27) baloldalat az (F—24) osszefliggés alapjin a
4
| — L (7 — 20
315 — 30 ok
értékkel helyettesitjiik tgy
2  nme, 1@
A Y, (F — 30)
8 O, !
vegyes masodfokt eg\'vnl(\tot nyerjitk, melybdl
n ’u) , n 7o 3
- ( S el 88 .. (=80
20,
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Az (F—31) képlet iterdcids képlet, mert a gyok alatt szerepls AP érték a
keresett ¢,-nek fiiggvénye. A konvergencia viszont igen gyors, mert (%) (F—23)
szerint csak kismértékben valtozik. Az (F—31) képlet ezenkiviil csak kozelits
képlet, mert az (F—24) osszefiiggés 0,83%,, maximdlis relativ hibdval terhelt.
E hiba hatésit a keresett e, értékre vonatkozdlag az (F—31) Osszefliggés
M@ szerinti differencidlasival kaphatjuk meg. A levezetés mellzésével megilla-
pitjuk, hogy az elsé gyok, azaz e, maximalis relativ hibija 0,429, a tovabbi
gyokok hibaja kisebb.

Az ¢, értékek ismeretében a ¢, értékek (F—10) képlettel hatiroz-
haték meg.

Az ¢, értékek nagyobb n esetén mind kisebbek lesznek. Ha mar ¢, < 0,5,
ugy az (F—31) képlethen A% = 1 helyettesithetd, ett6l kezdve tehit kozvetlen
(nem iterdcios) képlet all rendelkezéstinkre, melynek legnagyobb hibaja kisebb
0,7%,-nél.

- Még nagyobb n értékekre a képlet tovabb is egyszeriisithets. Helyette-
sitstink ugyanis (F-—31)-ben 2{) =1 értéket, majd alabbiak szerint kiemeliink
és sorbafejtiink:

[ 402
6'1:@(]/1—*_400)_1 %E‘F_—l
20, o(n m)? nw 0

A kapott képlet 0,29, hiban beliil hasznilhato, ha ¢, < 0,1 &, ahol ¢, a karak-
terisztikus egyenlet elsé gyoke. Ekkor ugyanis e, helyébe durvabb kozelitésként

C,yn w értéket, £, helyébe pedig kozelitSleg Vo értéket irva

&
nmw

bt ]3. (F — 82)

N 2
g‘l’, ==(0:1 Vé azaz - 40 < 0,04,
nw o(n m)?

mely biztositja, hogy az (F-—32) alatti sorbafejtésnél az elhanyagolt tagok
réveén elgallo hiba 0,29, -nél kisebb legyen.

Ha végiil e, << 0,02 ¢, feltétel is teljesiil, ugy ¢, 0,49, hiban beliil szamit-
hat6 az egyszer(

gpre % (F — 33)
képlethdl.

63. A vy értékrendszer meghatdrozisa

A y értékrendszer (F—10) alatti alakjaval az (F—8)alatti karakteriszt-
tikus egyenlet

nn+%+nn]ctg {nn+‘;+nn) I nn+32t+nn] tgn,=C, (F—34)

alakban irhaté, ahol n,,_g;, C,re pedig kikotjik, hogy negativ, mint a

gyakorlati esetekben dltaliban.
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Az (F—34) egyenlet reciprokértékét — o,

na+ g + nnJ kifejezéssel

szorozva az alabbi egyenlet nyerhetd:

7
3 lm - 5) ok
ghrwy, o Mgy . X O L8 R ¥ — 385
in 08 M T c, 3 0, ( )
Bevezetve az
—71~:717—-1»; azaz U= 30". (F — 36)
3 G o.—8
paramétert, tovabba (F—35) baloldalat az (F—24) 6sszefiiggés alapjan
4
W —1— (F —37)
315 — 3072
értékkel helyettesitve:
" (nn—{—z N (F — 38)
/i R . (N lﬁlw) = 0
) C,
melynek megoldasa;
2
nn—i—%] ) n:r—}—%]ﬂ
M= - 2'0; | AP +l*207’ i (F — 39)

Az 1), értékek tehat hasonldoan szamithatok, mint a ¢ értékrendszer e,
értékei. A képlet itt is gyorsan konvergald iterdcidos képlet, mely 0,429 -nél
kisebb hibaval adja a végeredményt.

Az m, értékek ismeretében a y, értékek (F—10) képlettel hatirozhatok
meg.

Az (F—39) képlet egyszerisitési lehetoségei hasonlok az (F—31)-éhez.
fgy 1, < 0,5 esetben (F—39)-ben A% = 1 helyettesithetd, mialtal 0,79%, hiban
beliil pontos kozvetlen (nem iteracids) képlet all rendelkezésiinkre.

Ha 7, < 0,1 |¥, Ggy az aldbbi képlet 0,29, -re pontos;

/ 3
T . (‘(54) (F — 40)

nn—f—fl nn—{-z
2 2

Ha 7, < 0,02 |8, tgy a még egyszeriibb
"7“ — _;,CLW_?Z (E‘ SEa 41)
N+ —
2

osszefiiggés legnagyobb hibdja kisebb 0,4% -nél.
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7. Az dllaldnos trigonometrikus fiiggvénysor gyakorlati alkalmazdsa

Az 4ltalinos trigonometrikus fiiggvénysor alkalmazisat szivargasi fel-
adatok megoldisianal jelen tanulményban kimeritéen tiargyaltuk.

Tovabbi gyakorlati alkalmazasi lehetdség kindlkozik siktarcsak és héjak
szilirdsigtaniban. Itt a hatarfeltételek kielégitésére a Fourier-sorok hasznd-
latosak, melyek a szabad peremen fellépé keriileti feltételeket kielégithetik.
Igazolhatd, hogy bizonyos feltételek mellett az a trigonom(\trikuq fliggvénysor,
melynek (F—8) alatti karakterisztikus egyenleteiben a € és O allandok egy
adott gerenda és lemez viszonylagos merevségének felelnek mog, az illetd
gerendaval szegélyezett tarcsa vagy héj keriileti feltételeinek kielégitésére

alkalmas.
B3

15% 227



	5. kötet / 1-2. sz.��������������������������
	BÖRÖCZ IMRE: Szivárgási feladatok megoldása trigonometrikus függvénysorokkal�����������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	175����������
	176����������
	177����������
	178����������
	179����������
	180����������
	181����������
	182����������
	183����������
	184����������
	185����������
	186����������
	187����������
	188����������
	189����������
	190����������
	191����������
	192����������
	193����������
	194����������
	195����������
	196����������
	197����������
	198����������
	199����������
	200����������
	201����������
	202����������
	203����������
	204����������
	205����������
	206����������
	207����������
	208����������
	209����������
	210����������
	211����������
	212����������
	213����������
	214����������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������
	221����������
	222����������
	223����������
	224����������
	225����������
	226����������
	227����������


