
BÖRÖCZ IMRE 

SZIVÁRGÁSI FELADATOK MEGOLDÁSA 
TRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYSOROKKAL 

Bevezető 

Egyes szivárgási feladatokra, például gá t alat t i vagy szádfal körüli 
t a l a j vízáramlásra, homogén al ta la j esetén ismeretes az á ramkép és ismerünk 
képleteket az átszivárgó vízmennyiségre vonatkozóan. A gyakorlatban azonban 
a legritkább esetek közé tartozik a térszínig ter jedő homogén talaj , s ezért 
ezek a megoldások legtöbbször csak tá jékoz ta tó jellegűek. 

Folyók mentén gyakori, hogy a folyó vize vastagabb vízáteresztő réteget 
táplál , melyet alulról egy vízzáró agyagréteg ha tározot tan elhatárol, felette 
pedig egy vagy több olyan ta lajréteget ta lá lunk, melyek szivárgási együtt-
ha tó ja — к tényezője lényegesen kisebb a vízvezető réteg ka szivárgási 
együt tha tó jánál . A fedőrétegek ez esetben mintegy nyomás alá helyezik a 
vízvezető réteget, s ezért áradások alkalmával az árvédelmi töltésektől lénye-
gesen nagyobb távolságban is előfordulhatnak vízfeltörések, mint ahogy az 
homogén ta la j esetén várha tó volna. 

A talajrétegek fekvése ál ta lában a Duna mentén is megfelel az előző 
bekezdésben vázolt körülményeknek. A tervezet t dunai vízerőművek létesí-
tésével kapcsolatban előállítandó állandóan magas duzzasztot t vízszint döntő 
jelentőségűvé teszi a kérdést, milyen s ta t ionär potenciáláramlás fog a víz-
vezető rétegben kialakulni, s a víztértől különböző távolságban fekvő pontokon 
a vízvezetŐ rétegben mekkora nyomás fog előállni. 

A kérdés felvetése természetszerűleg a probléma irodalmi tárgyalását 
eredményezte. A közelmúltban jelent meg e tá rgyban Galli László tanulmánya.* 
Megoldása két hipotézisen alapszik: 

1. a nyomás a la t t levő vízvezető rétegből a víz a legrövidebb úton, 
t e h á t függőleges vízszálak mentén áramlik a felszín felé és 

2. a vízvezetőrétegben az áramvonalak vízszintesek, azaz a vízrészecske 
függőleges sebességi komponense elhanyagolható. E hipotézisek a gyakorlat-
ban is kitűnően használható, egyszerű képletek felállítását te t ték lehetővé. 

Galli László első feltevése mind a tapasztala tokkal , mind a szemlélettel 
jól egyezik, s azzal á l ta lában mindenki egyetér te t t . A második hipotézist 

*(Jalli László : Műtá rgyak alat t i szivárgások számítása rétegzett t a l a jokban , 
közelítő eljárással. Vízügyi Közlemények, 1959. 3. 
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azonban számos t ámadás érte azon az alapon, bogy a függőleges sebességi 
komponens elhanyagolása a való helyzetet lényegesen el torzí that ja . 

Kovács György komplexváltozós függvények segítségével, konform leké-
pezéssel keresi a fedőréteg a la t t előálló potenciáláramlás törvényeit . 

Je len t anu lmányunkban exakt matemat ikai módszerekkel k ívánjuk meg-
határozni a fedőréteggel határol t víz vezetőrétegben előálló potenciáláramlás 
á ramképét , potenciálfüggvényét és az átszivárgó víz mennyiségét egy egysze-
rűs í te t t körülményeknek megfelelő szivárgási t a r tományban . Tanulmányunk-
egyik fontos célja annak kiértékelése, hogy a gyakorlati szempontból igen 
a lkalmas Galli-féle megoldás mennyire tükrözi a valóságot, azaz mekkorák 
annak hibahatárai . Mindamallet t elméletünk egyes egyszerűbb eredményei, 
mint például az átszivárgott víz mennyiségére vonatkozóan levezetendő képlet, 
közvetlenül a gyakorlat céljaira is felhasználhatók. 

Elméletünk is feltételezi a Galli-féle első hipotézist, azaz a fedőrétegben 
a függőleges irányú vízmozgást. 

Ki tűzöt t fe ladatunk megoldását a függelékben részletesen i smer te te t t 
t r igonometrikus függvénysoroknak az alkalmazása teszi lehetővé. E trigono-
metr ikus függvénysorok a jól ismert Fourier-sor ál talánosításának tekint-
hetők, amennyiben az utóbbi a végtelen sok sorbafejtési lehetőség között speci-
ális esetnek számít. 

A matemat ikai irodalomban a sorbafejtéshez alkalmazot t függvény-
rendszerek ortogonalitása (amiből függvénysorok képzésére való gyakorlati 
alkalmasságuk következik) már ismert . Mivel azonban egyrészt a módszert 
hazai irodalom még nem tárgyal ta , másrészt a külföldi irodalom* is jófor-
m á n csak az ortogonalitás tényének megállapítására szorítkozik, a gyakor-
l a tban való alkalmazáshoz célszerű segédeszközök (pl. a t ranszcendens 
alapegyenletek gyökeinek felkeresésére való közelítő képletek) ismertetése 
nélkül, helyesnek t a r t o t t u k az elmélet teljes ismertetését, de t anu lmányunk 
vízépítési jellegére való tekinte t te l csak függelékben. Előre közöljük azon-
ban az elmélet alapképleteit olyan mértékben, amennyire az a továbbiak 
megértéséhez szükséges. 

1. Az általános trigonometrikus függvénysorok 

Határozzuk meg a 

és (1) 
y c t g y = С V1 

karakter iszt ikus egyenletek pozitív gyökeit. Jelentse <p0 és y>0 ez egyenletek 
első gyökét (főértékét), <pn és y>„ az egyenletek (n + 1 ) ik gyökét (a második 
karakter iszt ikus egyenletnek гр = 0 gyöke figyelmen kívül hagyandó). Cv és 
Cv tetszőleges állandók, fenti képletekkel t ehá t kétszeresen végtelen sok 

«Po. «Pi. <Pv «Рз> • • • <Pn> • 

V>o,V>v V>2'4's Vn, • 

értékrendszer ha tározható meg. 

(2) 

* Krülov A. N.: A m a t e m a t i k a i f iz ika bizonyos műszaki a lka lmazású differen-
ciálegyenleteiről, 5. k iadás (oiosz nyelvű) , Moszkva, 1950, 227-228- oldalak 
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Logyen f(x) függvény az / < x < + / interval lumban korlátos és 
legalább szakaszosan folytonos, úgy az 

/(*) = 2 п= 0 
л <Fnx , n • Vnx 

A „cos + fl„sm " l l 
(3) 

képlet szerinti tr igonometrikus sorba fej thető. A képletben szereplő cpn és ipn 
értékek valamelyik (9), (9) értékrendszer tagjai , az An és Bn együt thatók 
pedig az 

OS 

j f{x) cos ~ d x 

An= ' 

/ 1 
sin 2 <pn 

2 <Pn 

dx 

в п = 

l 1 -
sin 2 ipn 

2Vn 

[n = 0 , 1,2, 3 . . . ] (4) 

képletekből határozandók meg. 
Mivel kétszercsen végtelen sok (cp) (y>) értékrendszer határozható meg, 

ezért a sorbafejtés is kétszeresen végtelen sok módon tör ténhet , a C f és C f 
állandók választásától függően. 

На С у — 0 és С — — oo értékeket választunk, úgy a (cp) és (ip) érték-
rendszer: 0, л, 2л, Зл, . . .пл, . . . alakú lesz, a (3) alat t i képlet az/(a1) függvény 
Fourier-sorába megy át, a (4) alat t i képletek pedig a Fouricr-együt thatók. 
Az általános tr igonometrikus függvénysor t ehá t a Fourier-sor általánosítása. 

Az (1) a la t t i karakteriszt ikus egyenletekből a (99) és (ip) értékrendszerek 
csak körülményesen határozhatók meg. Ezért célszerűen használhatók az 
alábbi közelítő képletek: 

cpn = n л + £„ ; £„ = 

3 + 6' 

n лЬ 

Ю = 1 

+ W - ^ ; [« = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ] 
2. Om 

' £n 
315 - 30 eg 

; első közelítés AjA = 1 

. (5) 

Fent i iterációs képlet 0,420/()0-nél kisebb hibával ad j a a cp értékeket, s 
gyorsan konvergál, mert Ajf' alig változik en függvényében. Ha en < j 0,5, úgy 
0,7%,, hibán belül 1 helyettesíthető, s a <pn értékek iteráció nélkül egy 
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lépésben számíthatók. Nagyobb n értékeknél en értéke csökken, így egyszerűbb 
képletek is használhatók: 

С 1 
ha £„ < 0, 1 г0 ; akkor en = —£ 

nn (5 

Q 
ha s„ < 0, 02 en ; akkor e„ = —A- : 

nn' 

Í V 3 

nn 
; h iba < 0 , 2 7 0 0 

hiba < 0, 47oo 

(6) 

А y értékrendszer meghatározásához hasonló közelítő képletek állnak 
rendelkezésre, mivel azonban azokra e t anu lmányban nem lesz szükségünk, 
csupán utalunk a függelékre. 

2. A megoldandó szivárgási probléma 

A megoldandó problémát egy elvont — egyszerűsítet t — feladat ta l 
kapcsolatban i smer te t jük . 

Az 1. ábrán felrajzol tuk egy kísérleti berendezés vázlatos hosszmetszetét. 
A berendezés két edényből áll, melyek az OA vonal mentén perforált lemezzel 

1. ábra. Ideal izál t , fodorét eges szivárgási t a r t o m á n y 

v a n n a k elválasztva. A jobboldali edény — melynek lezáró határfala gyakor-
la t i lag végtelen távol képzelhető — t0 magasságig k0 szivárgási tényezőjű 
anyaggal van töl tve, melyre egy kevésbé vízáteresztő t} vastagságú kj szivár-
gási tényezőjű fedőréteg kerül. 

A kísérleti berendezés mindkét edényét vízzel fe l töl t jük úgy, hogy a bal-
oldali edényben a vízszintet állandóan hx magasságban, a jobboldali edényben 
pedig h2 magasságban t a r t j u k . А Ah vízszintkülönbség hatására a perforált 
lemezen és a ta la j ré tegeken keresztül a víz a baloldali edényből a jobboldali 
edénybe stacionär áramlással átszivárog. 

Feladatunk meghatározni az áramlás törvényeit , nyomásviszonyokat, 
sebességeket és az átszivárgó vízmennyiséget. 
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3. Az áramlási feladat differenciálegyenletei 

Az 1. ábra szerint fe lvet t (x, y) koordinátarendszerben a vízvezetőréteg 
bármely x és y koordinátákkal jellemzett pon t j án az általános i rányú sebesség-
vektor t и és V komponenseivel jellemezzük. Mint ismeretes, a forrás- és örvény-
mentes áramlások potenciáláramlások, ahol az и és v sebességkomponensek 
egy Ф potenciálfüggvénynek és egy 4J áramfüggvénynek parciális derivált-
ja iként állí thatók elő: 

ЭФ ЭФ 
и = ; v — — 

Эх Э у 

ЭФ 

9 У ' 
v = 

ЭФ 
Эх 

(7) 

továbbá az v, v, Ф, Ф függvények mind eleget tesznek a síkbeli ún. Laplace-
féle potenciálegyenletnek : 

Э2« , d2u + =0; 
Эх2 Э у2 

Э2Ф Э2Ф 
+ = 0 ; 

Эх2 Эу2 

d2V + Э2г> + 
Эх2 Э у2 

Э2Ф Э2Ф + Э2Ф 
Эх2 а у2 

= 0 ; 
(8) 

t ehá t az áramlás t a r tományában harmonikus függvények. Egyút ta l и és v, 
va lamin tФésФegymás konjugál t ja i , vagyis elegettesznek aOauchy—Riemann-
féle differenciálegyenleteknek : 

а и Qv а и av 
ах 9 у ' 9 у ' Эх 

ЭФ ЭФ ЭФ ЭФ 

9 У Эх Эх 9 у 

(9) 

l i a sikerül az u, v, Ф, Ф függvényeket úgy meghatároznunk, hogy a fent i 
differenciálegyenletek, s egyszersmind az áramlás t a r tományának határvona-
lán a kerületi feltételek kielégül jenek, akkor fe ladatunkat megoldottuk. 

Hogy a kerületi feltételeket felírhassuk, t isztáznunk kell a külső nyomás-
viszonyoknak és а Ф potenciálnak az összefüggéseit. Tételezzük fel először, 
hogy Ah — 0, azaz ht = h2. Nyilvánvaló, hogy ebben az esetben stat ikus egyen-
súlyi állapot van, vízmozgás nincsen, a potenciál az áramlási t a r tomány min-
den pon t jában azonos ér tékű állandó. Vízmozgás az áramlási t a r tomány két 
pont ja közöt t akkor indulhat meg, lia a kc t pont között szintkülönbség van 
(helyzeti potenciál, y ordinátával arányos), vagy ha nyomáskülönbség van 

nyomáspotenciál, P -val arányos 
У 

sággal arányos, az x tengelyre, mint nívó-vonalra vonatkozta tva: Ф = с • h — 

V . А Ф potenciál tehát a h=y -f- ' magas-

" l » + f . Amíg A h = 0, addig minden pontban Ф2 = с • h2 = constans. 
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Emeljük a vízszintet a baloldali edényben \ értékre, úgy az OA vonal 
mentén a potenciál értéke Ф1 = с • h1 ér tékű lesz, míg a tf vastagságú fedő-
réteg felső s íkján (y = t0 + tj) marad 0 2 = c-h2 kisebb érték. A vízszivárgás 
t e h á t a már tárgyal t módon megindul, s az áramlás t a r tományában , például az 
ál talános (x, y) koordinátá jú pontban Ф = ch, ahol h2 <j h < hv 

A h = y -f- —érték az áramlási t a r tományban pontról-pontra vál tozik. 

Az 

I x = és l v = (10) 
dx 9 y 

deriváltak az x és y irányú hidraulikus esést ad ják , s így a v = kl Darcy-
képlet alkalmazásával az и és v sebességkomponensek : 

, Qh , dh 
и = — k0 es v = — k0 -. (11) 

dx 9 y 

Ezeket az összefüggéseket (7) első két egyenletével összehasonlítva, 
s figyelemmel а Ф = с h összefüggésre, nyilvánvaló, hogy 

c = — к о, s igy Ф = — k0h = — k0 ( 1 2 ) 

alakban í rha t juk а Ф potenciálfüggvényt. 
Ha az 1. ábrán kimetszett dx dy élhosszúságú kimetszett hasábra 

vonatkozóan felír juk a forrásmentesség feltételét, mely szerint az oldalak 
mentén dt idő a l a t t be- és kiáramló vízmennyiség összege zérus, akkor 

8íí , , , , 8» , , , 
dxdydt — dydxdt — 0, 

9a- dy 
du dv 

azaz 1- - = 0 
dx 9 y 

folytán egyrészt a (9) alat t i Cauehy — Riemann-féle differenciálegyenletek egyi-
két kapjuk, másrészt (7) alapján 

62Ф 9-Ф 
+ - = 0 

9a-2 9 iß 

annak igazolását, hogy a 0 potenciál harmonikus függvény. 

31. Kerületi feltételek 

Feladatunk megoldásához az áramlási t a r t o m á n y határvonalain előírt 
kerületi feltételeket kielégítő harmonikus függvényekre van szükségünk. 
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Az edény fenekén [y — 0) a kerületi feltétel egyszerűen: 

Э Ф 
V = — = 0 [ha y = 0] (13) 

Э y 

Az OA vonal mentén а Ф potenciál ál landó: 

Ф1 = — k0h1 = — k0h2 — k0A h = Ф2 — кйА h [ h a x = 0 ] . (14 ) 

Az áramlási t a r t o m á n y harmadik ha tára az y — t0 érintkező vonal a víz-
vezetőréteg és a fedőréteg között . A fedőréteg már nem tar tozik az á ram-
lási t a r t ományba , mert az áramlás előző pontban ismerte te t t differenciále-
gyenletei csak homogén ta r tományra érvényesek. A határvonalon viszont nem 
ismerjük a potenciál értékét , hiszen nem ismer jük a törvényszerűséget, milyen 
mértékű fo j tás t okoz a fedőréteg. A fedőréteg felső felületén (y = t 0 + tj) a 

potenciál ál landó: Ф2= — k0h2. A kerületi feltételt éppen ezért itt abból a 
törvényszerűségből határozzuk meg, hogy a v sebességkomponens a fedőrétegen 
átszivárgó víz szivárgási sebességével azonos. A fedőrétegben az x irányú sebes-
séget elhanyagoljuk, illetve feltételezzük, hogy a fedőréteg fojtása mia t t 
nyomás alá helyezett vezetőrétegből a víz a nyomáskülönbség függvényében 
függőlegesen tör á t a fedőrétegen. 

Az у — t0 magasságban az egyenlőre ismeretlen Ф — - • k0h potenciálból 

Ф 
h = - ~ , (15) 

ко 
így a hidraulikus esés a fedőrétegen: 

>, = h-j?=°\=A [ h a o e , 
tj k01J 

s a Darcy-képlet a lapján a sebesség a fedőrétegen át : 

kr Ф„ — Ф 
V/ = kJIJ = f - A [y = t0]. ( 1 7 ) 

Л 0 ty 

3 Ф 
A határfel tétel tehát , hogy a v = — függőleges sebességkomponens a ty 

Э у 
sebességgel egyenlő az у = t0 határvonalon 

ЭФ kf Ф, — Ф 
— = — —= , azaz 
3 у k0 tf 

Э ф ф ф„ 
h « a — - = 0 [ha y = t0], (18) 

3 y t0 t0 

ahol 

« = (19) 
k0ty 

constans paraméter a szivárgási tényezők és rétegvastagságok függvényében. 
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<P„X 

3 2 . Л Ф potenciálfüggvény 

Állítjuk, hogy a 

Ф = Ф2 + An e~ U cos ^ (20) 
n-0 to 

a lakú potenciálfüggvény segítségével mind az áramlás differenciálegyenletei, 
mind a kerületi feltételek kielégíthetők, sőt az OA vonal mentén (x — O) 
nemcsak а Ф , = const, határfeltétel , hanem a potenciál bármely más eloszlása 
is kielégíthető. 

Ismeretes, de differenciálással könnyen igazolható is, hogy a (20) jobb 
oldalán álló kifejezés harmonikus, azaz kielégíti a (8) a la t t i Laplace-féle diffe-
renciálegyenletet, bármely An, <pn, t0 értékek mellett. í gy ez utóbbiakat kell a 
határfel tételeknek megfelelően meghatároznunk, s ha ez sikerül, feladatunkat 
megoldottuk. 

33 . A kerületi feltételek kielégítése 

331. y = 0 h a t á r v o n a l 
ЭФ 

Kerületi feltétel (13) szerint = 0. Differenciáljuk tehát (20)-at: 
3 У 

_ j H ^ e - ^ s i n ^ . (21) 
3 У Л=0 'о to 

Ennek a kifejezésnek у = 0 helyettesítéssel minden tag ja eltűnik, a ha tá r -
feltétel t ehá t tel jesül . 

332. x = 0 h a t á r v o n a l 
Kerületi feltétel (14) szerint, hogy Ф = Ф2 — k0 Ah állandó. (20)-ban 

x = 0 helyettesítéssel tehát 

Ф 2 + 2; An c o s ( p n í l - = Ф2 — k0 A h , 
n=0 t0 

azaz 

jfé An cos ' р п У = - k0A h . (22) 
n = 0 t0 

Tekintve, hogy a bal oldalon az általános trigonometrikus függvénysor 
áll, mellyel az 0 < é y <étQ in terval lumban bármely függvény előállítható, így 
nincs akadálya annak , hogy a (22) jobb oldalán álló constans érték függvény-
sorát képezzük, feltéve, hogy a <pn ér tékek az (1) a la t t i első karakter iszt ikus 
egyenlet gyökei. Az An együt thatók (4) a lap ján / (x ) = —k0 Ah = const, helyet-
tesítéssel: 

+ t, 

cos ^ d y 

A n = - k 0 A h A = - k 0 A h 
1 +

 s i n -4" 
2'fn 

<Pn + sin <Pn cos <Pn 
(23) 
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333. y = f0 h a t á r v o n a l 
ЭФ Ф Ф0 Kerület i feltétel (18) szerint h a a = 0, ha y ~ t0. Helyet te-
dy t0 t0 

sitve ebhe (20) és (21) a la t t i aka t : 

<PnX „ „, „ OO VnX 
- s i n ^ + a - v V к c o W = o, 

П=0 'o 'o n=0 'o 

azaz y — t0 helyettesítéssel 

W _ A » _ *4X 

^ sin <Pn = 0 0 8 f n • (24) 
п=0 'o n = 0 

Az egyenlet fennáll, ha minden «-re tagonként is igaz: 

, <pn - -, a — — 
An -e s i n cpn= Ane ' - c o s (pn, 

t ehá t 
/ о ü> 

4>n*gVn = " [» = 0 , 1 , 2 , 3 . . . . ] (25) 

a feltételi egyenlete az y = t0 kerületi feltétel teljesülésének. IIa tehát a (cp) 
értékrendszert az (1) alat t i karakter iszt ikus egyenletből С = a választással 
számít juk, úgy célunkat elértük. 

34. Az и, v. Ф és 4' függvények általános alakja 

Helyettesítsük (23)-at (20)-ba, úgy 
(T„x 

- rPn У • e '« cos sm <p„ 

Ф = Ф, - 2 k0A h V ^ . (26) 
ffbi Vn + smcpneoscpn 

A (7) összefüggésekkel a két sebességkomponens: 

. . со f n e ' cos s in9 n  ЭФ „ . Ah M <o . , 
и = _ = 2 й 0 — V - A - (27) 

о Г п + Sin 9 n cos 

— ü . rpry . 
. sin - — sin 9„ 

ЭФ „ , zJA ^ í0 
« = — = 2 kr 4 0 

M 2 >0 ^ T + s i n <pn cos 9 n ^ 

végül (7) figyelembevételével az á ramfüggvény: 
ГщХ 

W U 
'« sin I-5-?- Sin (pn 

T = 2 k 0 A h y - ^ . (29) 
9 n + sin cos 9„ 
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Mint ismeretes, az áramlási t a r t o m á n y ké t tetszés szerinti pont já ra meg-
ha tá rozo t t á ramfüggvények különbsége a két ponton á t m e n ő áram vonalak 
közö t t időegységben átszivárgó vízmennyiséget ad ja . l i a a P és Q pont azonos 
á ramvona lon van , úgy e különbség természetesen Pp — PQ = 0, azaz Pp = 
=P q. A P = const , egyenletek t e h á t az á ramvona laka t a d j á k . 

A (29) képle t jobb oldalán egy tetszés szerinti P0 integrálási ál landó is 
szükséges lenne. A 4 J

0 á l landót azonban úgy válasz t juk , hogy a koordiná ta-
rendszer kezdőpon t j án á tmenő á ramvona l ra az á ramfüggvény P = 0 legyen. 
Mivel y — 0 helyettesí tésével (29) jobb oldalán a E e l tűnik, ezért a P = 0 fel-
t é t e l t P0 = 0 elégíti ki. 

Ilyen választás mellett az A ponthoz tar tozó PA á ramfüggvény az OA 
vonalon átszivárgó összes Q vízmennyiséget ad j a . Helyet tes í tve t ehá t (29)-be 
az A pont (0, t0) koord iná tá i t : 

Q — 2k0Ah У S ^ . (30) 
n=0 <Pn + sin <pn cos q>n 

Megjegyezzük, hogy amin t a V = const, egyenletek az á ramvona laka t 
a d j á k , ugyanúgy а Ф — const, egyenletek az aequipotenciális pontokat össze-
k ö t ő görbék egyenlete i t jelentik. Mindké t görbesereg megszerkesztésével az 
á ramlás i viszonyok képiesen ábrázolhatók , amin t az t a számpéldával kapcso-
l a t b a n a 2. á b r á n is l á t h a t j u k . 

A fenti t r igonometr ikus függvénysorok egy kivétellel konvergensek. Álta-
l ában gyorsan konvergálnak , kivéve az ï ^ 0 kezdeti sávot , ahol Ф és P még 
elég jól, de и és v lassan konvergál. Az A pont i и sebességkomponens függvény 
sora divergens, azaz a t a r t o m á n y A p o n t j á b a n végtelen n a g y и sebesség lép fel. 

Az A pont i vA sebességkomponens értéke, mely a fedőrétegen átszivárgó 
legnagyobb vízsebesség, s így a gyakor la t szempont jából fontos, egyszerűbb 
a l a k b a n í rható fel. Mivel ugyanis kerüle t i feltételünk értelmében vA = vf, 
ezér t (17) a l ap j án Ф = Ф1 helyettesítéssel 

= t i Ф*~Ф1 =дФ*~Фг = éh (31) 
к Q tf t0 t0 t0 

a m i n t ez a (28) egyenletből x = 0, y = t0 helyettesítéssel numerikus számpél-
dákka l is ellenőrizhető. 

4. Egyszerűsítési lehetőségek 

Az előző p o n t képletei meglehetősen komplikál tak, s így a gyakor la tban 
kevésbé hasznosí thatók. Szerencsére azonban a legtöbb gyakorla t i esetre érvé-
nyes jó közelítő é r tékeke t veze the tünk le abban az esetben, ha az a pa ramé te r 
(19) szerinti é r téke : 

a = k f t ° < 1 . (32) 
о Ь 

Ez а kor lá tozás éppen a gyakor la t i lag fontos esetekben teszi lehetővé 
egyes képletek egyszerűsítését, azaz akkor , ha a fedőré teg fojtása nagyobb 
mértékű. 
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41. .4 Q vízmennyiség képlete 

Ha (30)-ban az (5) a la t t i <p,, — nn + en helyettesítést végezzük: 

Q = 2 k0 Л h У 
sin- e. 

П л + еп + sin еп cos £„ 

4 sin2 £„ 
= k0Ah \ 4 sin.2 £„ 

2 £0 + sin 2 £0 ;Г". 2 п л + 2 £„ + sin 2 £„ 
(33) 

Határozzuk meg a zárjeles kifejezés első tagjának közelítő értékét. Az 
ismert 

2 sin2 en = 1 - cos 2f., 

összefüggés felhasználásával 

4 sin2 £q 2 — 2 cos 2 £q 
2 £q + sin 2 £0 2 f 0 + sin 2 £q 

, _ (2 fo)2
 | (2 £0)4 (2 £0)6 

2! 4! 6! 
1 

9 F - <N 2 fii (2£0)3 , (2 £()) 
= £n 

c2 О C.4 f0 J Z f0 
3 45 

3! 
+ 

5! 

F2 4 í 4  
ri) fO 
3 45 

(34) 

Mivel a <[ 1 esetén a (p tg g = a karakterisztikus egyenlet első gyöke 
То = f'o 'Á 0.86, ezért (34) jobb oldalán álló tör t értéke alig tér el az egységtől. 
A legnagyobb eltérés a = 1 ; r 0 = 0,86 esetéhen 1,5% (a t ö r t ér téke 0,985). Ezt 
a hibát elhanyagolva 

4s in 2 f„ 
0 h a a ^ l (35) 

2 £0 + sin 2 £q 

Vizsgáljuk a következőkben a (33) a la t t i zárjeles kifejezés második t ag já t 
Mivel a F értéke (6) figyelembevételével 

a 
sin E„ ^ £„ -

П71 

kapcsán közel kvadrat ikusan függ a-tól, ezért az összegnek f„ hoz viszonyított 
értéke a = 1 esetén legnagyobb. Ebben az esetben az. f x = 0,284; c2 = 0,154; 
stb. értékek alapján a F értékének elhanyagolása £„ = 0,86 mellett mintegy 
5% hibát okoz Q ér tékében. Tekintet tel arra, hogy k0 ér tékében ennél sokkal 
nagyobb bizonytalanságokkal kell számolnunk, a Q vízmennyiséget megbízha-
tóan számíthat juk a 

Q = k0Ahe0 

azaz (5) figyelembevételével (e0 = j/ó) 

3 a Q = k0 Л h 
' 3kft0 

3 k0 tj + kj t0 

képletből, mely а gyakorla t igényeit is kielégítheti. 

3 + a = k ° A h 
(36) 
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4 2 . Szivárgási sebesség az OA vonalon (x = 0 ) . 

Az и sebességkomponens az OA vonalon változó é r tékű úgy, hogy az О 
p o n t b a n u0 legkisebb értékű és az A pontban uA —> oo. Az A pont t ehá t szin-
guláris pont. A v sebesség értéke О pon tban zérus, A pon tban pedig a (31 ) a l a t t 
meghatározot t vA érték, mely az egész t a r tományban a legnagyobb v sebesség. 

Az и sebességképleteket (27) a lapján x = 0 és у = 0, illetve у = t0 
helyettesítéssel í rha t juk fel: 

u0 = kQ 
A h "V 4 <pn sin cpn 

í0 n о 2 9?„ + sin 2 <pn 

(0 pont) 

, A h ™ 2 <pn sin 2 <p„ 
« A = ko — > - . I (A pont) 

t0 n=0 2 + sin 2 cpn 

vagy = пл + f n helyettesítéssel: 

j A h » (— 1)"4(тел: + еп) sine,, 
и О — — Х 

i0 2 п. л + 2 е„ + sin 2 £„ 

„ _ 7 . J h » 2 (я я + £,.) sin 2 £„ 
м-д — 0 " ^ * 

t0 ~и2пл + 2еп + Ап2 еп 

(37) 

(38) 

>. 11а и- elegendő nagy, ûgy 

а 
п л 

azaz a S alatt i kifejezés nagy n értékeknél (n m) 

Először igazoljuk, hogy uA—>< 

sin £„ £ n л, (39) 

sin 2 £„ 

melynek összege 

2 £„ ~ — : 
п л 

ф 2 a 
TJ n л 

2 a " 1 

m e r t a harmonikus sor divergens. 
Az u0 értékének megközelítéséhez valasszuk külön a 2,-tol az n — 0 

t a g o t és ott alkalmazzuk a (35) összefüggést: 

к 
Ah 

Sin £n 
+ 5 

) (— 1 )" 4 (я я + er) sin En 

„=i 2 я я + 2 £„ + sin 2en 

A E a la t t helyettesítsük a (39) közelítést 

Ah 
Mo — '̂o 

Ah 

ín 

£0 
sin £q 

21A 

2 ( - и " 2 е л 
л=1 

= А, 

А о 
ín sin f n 

2 a In 2 
я = A> — 

о 
4 А 

í. 

+
 2 « V ( + 2 ) " 

sin £Q Я „Ti N 

'0 
0,44 a 

sin f„ 
(40) 

00 (— 1)" 
ahol а 2 ~ - = In 2 ismert összefüggést a lka lmaztuk . 

T Í n 
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Л (40) képlet első tagja még tovább egyszerűsíthető. Ha a < 1, t e h á t 
< 0,80, úgy az (5) képletben szereplő tényező 1,3% hibán belül egyenlő 

az egységgel. Tehát ugyancsak (5) a lapján 

, (41) 
3 + a 

Ha ezt az összefüggést az ismert 

sin e0 = £0 

-.4 

1 — — + — dl 
6 120 

(42) 

relációba helyettesí t jük, akkor (41) és (42) segítségével az 

,.2 

sine,, 
(43) 

' о 

közelítést vezethetjük le, mely a < 1 esetben 1,7% hibán belül igaz. Az «„ 
sebességérték végleges képlete tehá t a következő alakban írható: 

= A h ( í ( i - 0 ,44a) , (44) 
'o 

melynek legnagyobb hibája az összes közelítés együttes ha tására maximális 
ér tékben a = 1 esetén —6%, s a csökkenése esetén a hiba is elenyészik. 

összehasonlítási alapul felírjuk meg az OÁ vonalon átszivárgó víz átlagos 
sebességét, mely (36) a lap ján : 

3 " . (45) 
3 + a 

Q Ah . A h 
"átl. — - — % —— e0 — *'(> 

<0 '0 10 

43 . А Ф potenciál az у - - 0 és у — l0 határokon 

A potenciálnak az áramlási t a r t ományra vonatkozólag a (26) képlettel 
megadot t értéke jellemzi az ado t t helyeken fellépő nyomásokat . Mivel a gya-
korlatban kizárólag a nyomással dolgozunk s nem a potenciállal, helyesebb, 
lia a (26) egyenletet eleve a h nyomásra vonatkozólag a lak í t juk át . Nyomás 
alat t természetesen az energiaszint magasságát ér t jük, azaz a helyzeti magasság 
és nyomásmagasság összegét, amint az t már t isztáztuk. A (15) összefüggés 
figyelembevételével a (26) egyenlet így í rha tó : 

h - h2=A Л 2 

_ M <pn y . 
2 e cos s i n Tn 

lp 

„rü <Pn + si" <f'n ('0S <pn (46) 

Л képlet bal oldalán levő (h h2) érték azt az energiatöbbletet jelenti, 
mely a vízrészecskét a t a r t o m á n y legkisebb (h2) energiaszintű pont ja i felé 
ha j t j a . Ez az energiatöbblet természetszerűleg pozitív mennyiség és kisebb a 
t a r tományban előforduló szélső energiaszintek Ah különbségénél, a (46) képlet 
jobb oldalán levő E értéke t ehá t zérus és az egység között változó. 
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Vizsgáljuk mog a nyomások vál tozását a t a r t omány határain. Az x = 0 
koordinátával jel lemzett OA vonalon h — h2 = Л h, hiszen ez képezte kiindu-
lásunk alapját . Az y = 0 és y — t0 ha tárokon fellépő nyomások szempontjából 
k ívánjuk a (46) képletet egyszerűsíteni. Fontosabb ezek közül az y = t0 ha tá r , 
t e h á t a fedőréteg alsó síkja, ezért előbb ezt tárgyal juk. 

A (46) képlet y = t0 helyettesítéssel és az összeg első tagjának kiilön 
írásával következő alakot ölti: 

hj — h2 = Ah 
2 sin 2 cp0 <p„ t 2 sin 2 <pn ^-<tn 

2 9 4 -(- sin 2 (p0 2 q>n + sin 2 <pn 

• (47; 

Az első tag tr igonometriai átalakítással, a (35) alatti közelítés felhasználásával, 
(<p0 = e0), a (25) a la t t i karakterisztikus egyenlet figyelembevételével, végül a 
(41) közelítéssel a következő módon változik: 

2 sin 2 <p0 _ 4 sin2 % cos 94 94 _ <p2 3 
(48) 2 9 4 + sin 2 9 4 2 9 4 -f- sin 2 9 4 sin 9 4 tg 9 4 a 3 + a 

A közelítéssel e lkövete t t hiba a <C 1 esetén kisebb 2,8%-nál. 
A (47) jobb oldalán levő F alatt i hasonló kifejezés nehezebben közelíthető, 

de egy érdekes megállapítást tehetünk. Tárgyal tuk ugyanis, hogy a (47) a la t t i 
zárjeles kifejezés értéke x = 0 helyen (az OA vonalon) az egységgel egyenlő. 
x = 0 helyettesítéssel viszont az exponenciális tagok az egységgel egyenlők és 
így (48) figyelembevételével: 

™ 2 sin 2 a>„ a , 
> - = • (49) 

n=i 2 <pn + sin 2 <pn 3 + a 

На feltételünk értelmében a 1, úgy (48) értéke nagyobb, mint 0,75 és 
(49) értéke kisebb, mint 0,25. Ebből két dolog következik. Először, hogy mivel 
x = 0 helyen is az első tag dominál, ezért nagyobb x-nél, például, ha x /„ 
az első tagon kívül minden t ag elhagyható. Az egymás u tán i tagok ugyanis 
az exponenciális szorzó mia t t mind erősebb csillapításúak, és már a második 
t a g szorzója is kisebb x = t0 helyen = 0,043-nál (vö. 2. ábrával). Másod-
szor, hogy a (47) a la t t i összeg alárendeltebb jelentősége mia t t az x < t0 szaka-
szon is elegendő annak értékét durvább közelítéssel figyelembe venni. Helyette-
sítsük ezért a y>n = пл + e(i összefüggést, ma jd alkalmazzuk a (39) a la t t i köze-
lítést, melynek értelmében az en értékek n л mellett elhanyagolhatók, úgy 
(48)-at is figyelembe véve (47) így í rható: 

hf — ho = A h 
3 , 2 a - 1 -nn F 

e + — > - - e 
3 + а л2

 n = i n2 
(50) 

így végrehaj to t t közelítésünk pontosságát ellenőrizhetjük, lia meghatá-
rozzuk az (50) képletből h, - h2 ér tékét x = 0 helyen, ahol mint ismeretes, A h 
értéket kellene kapnunk . Ehelyett az ismert 

00 1 л2 

v 4 = - (31) 
n -1 П 6 

összefüggés figyelembevételével 
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A h 
3 _„ 

= Ah 
3 + a 3 9 + 3 a 

(52) 

értéket nyer jük, mely például a = 1 esetén 1,083 A h , az egyezés tehá t ki-
elégítő annál inkább, mert növekvő x érték mellett a pontosság fokozódik. 

A 2. ábrán megrajzoltuk hf — Л2 görbéjét x függvényében a = 1 esetre. 
A folytonos vonallal húzot t görbék a pontos (47) képlet a lap ján számítot t érté-
keket jelzik, éspedig az egyes tagoknak megfelelő értékek egymásrahalmozó-
dását is muta t j ák . Lá tha tó , hogy az egymás utáni tagok mind kisebb x távol-
ságra ha tnak ki. A szaggatott vonallal rajzolt görbék közül az alsó az (50) 
képlet első tagjának felel meg, a felső a teljes összeget ábrázol ja . 

2. ábra. A nyomás változása a fedőréteg alsó s ík ján 

A nyomáseloszlás függvényét az eddigiek alapján egyszerűbben és ugyan-
akkor pontosabban is fel í rhat juk. Az (50) alat t i zárjeles kifejezés első t a g j á t 
ugyanis változatlanul hagyjuk , a második tagot pedig a függvényeként úgy 
írjuk fel, hogy x = 0 helyen a fi. h2 — h határfeltétel kielégüljön, s ugyan-
akkor hf — h2 értéke változó x mellett a (47) egyenlettel megadot t és a 2. ábrán 
megszerkesztett nyomásértékekhez a = 1 esetre minél jobban simuljon. Ez a 
függvény: 

о x 

. , 3 —e« , , a 
Ah e H e 

3 + a 3 + a 
hf- (53) 

melynek értékeit a = 1 esetre a 2. ábrán eredményvonal ábrázolja . A képlet 
a ^ 1 esetben 2 — 3% hibán belül ad ja meg a fedőréteg alsó s íkjában fellépő 
nyomások értékeit. 

Tér jünk á t a vízzáróréteg határán, t ehá t y = 0 vonalon fellépő nyomások 
vizsgálatára. A (46) képletben helyettesítsünk y = 0 ér téket , í r juk külön az 
első tagot és alkalmazzuk o t t a (35) közelítést, a É a l a t t pedig a (39) közelítéssel 
élünk, így 

h0 — h2 — A h 
sin e. 

e 
о 

+ 2 
; 2 (— 1)" en - n 

n 71 
(54) 

181 



A zárjelos kifejezés első t ag já t (42) és (41) figyelembevételével a lakí t juk 

á t , a E alat t pedig av. en ^ ^ további helyettesítést végezzük: 

/ и Г 6 + 2 а - t o - , 2 a - ( — 1 ) " -n»-f 
h0 — h2 = Ah - - e '» + - , x e 

6 + « «2 n = l П2 

A képlet x = 0 helyen az ismert 

" ( — 1 ) " я 2 

(55) 

(56) 
n=i и2 12 

összefüggés a lap ján h0 — h2 = 0,976 zl h ér téket ad a = 1 esetén, míg kisebb 
a mellett még jobban megközelíti az előírt A h ér téket . Az (55) alatti képlet 
szerkezetét megta r tva , végleges képletünk a t a r t omány alsó ha tárán fellépő 
nyomások értékére: 

Г 6 + 2 a 
h0 — h2 = Ah T a ~л T 

'о о I» 6 + а 

po 

(57) 

mely a határfel té te l t x = 0 helyen minden a-ra kielégíti, s a tényleges nyomás-
értékeket а < j 1 esetén 1 — 2% hibán belül megadja. 

4 4 . Függőleges sebesség a fedőrétegen keresztül 

Gyakorlati szempontból a leglényegesebb kérdés a vízfeltörés lehetősége 
szempontjából a fedőrétegben fellépő sebesség, különösen, lia a fedőrétegben 
gyengébb helyek vannak . Szerencsére eddigi ismereteink elegendőek a sebesség 
megállapításához, ugyanis a sebesség arányos a fedőréteg alsó síkján fellépő 
nyomással, melyre (53) képletünk már rendelkezésre áll. Л fellépő sebesség a 
üarcy-képlet tel 

V, = 
к, 

(h, — h2) (58) 

aho l kj, tf ér tékeit nyi lván a leggyengébb pontokra vonatkozóan helyettesít jük 
(helyi értékek), a hf — h2 nyomást viszont az (53) képletből az átlagos ta la j -
viszonyok a lap ján határozzuk meg. 

4 5 . összefoglalás 

Eddigi vizsgálatainkban egy olyan t a r t o m á n y b a n előálló potenciál-
áramlást (talajvízmozgást) tárgyal tunk, mely véges mélységben vízzáró réteg-
gel, a felszínen kisebb szivárgási együt tha tó jú fedőréteggel van határolva, 
harmadik ha tá rán a kerületi feltétel a potenciál állandósága, s negyedik ha tára 
a végtelenbe nyúlik. Meghatároztuk azokat a képleteket , melyek segítségével 
az áramlás jellemzői (nyomás, sebesség, vízhozam) a t a r t o m á n y bármely pont-
jában számíthatók. A komplikál t képleteket e jellemzők egyes kiválasztott 
pontokban és vonalakon előálló értékeire vonatkozólag lényegesen egyszerűsí-
t e t t ü k és ezáltal a gyakorla t számára is alkalmassá t e t t ü k arra az esetre, ha a 
méretektől és szivárgási együt tha tóktó l függő а tényező kisebb az egységnél. 

Képleteinket a számítás végrehajtásához szükséges összes segédképletek-
kel együtt az. I. t áb láza t á t tek in the tő formában ta r ta lmazza , s megadja a 
közelítő képlet alkalmazása esetén elkövetet t hiba felső h a t á r á t is. 
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Ideal izál t sz.iváigási t a r t o m á n y á ramképének jellemző képletei I. táblázat 

Jellemző megnevezése Pontos képlet ( a > l ) Közelítő képlet ( a < l ) 
Közelítő képlet 

max. hibája 
a < l esetén 

V
íz

ho
za

m
 

Á r a m f ü g g v é n y 4>- 2 к áh У s'n fn sin fn V e_Vn; 
0 4>n + s i n <p„ c o s f„ — — 

V
íz

ho
za

m
 

Összes v í z h o z a m Q=2k0Ahz s : n 4 " 
n = 0 fn + Sin fn COS (fn 

<? = /,-„ Ahe = k0 A h | <5 4 % 

ьс 
С П f. 

СП 
к t -3 С ' s к s > 

Á l t a l á b a n u - 2 k A h У У" s'n fn c o s <pn r) c _ œ n f  

° 'о n = 0 fn + s : n <p„ cos <p„ — — ьс 
С П f. 

СП 
к t -3 С ' s к s > 

0 p o n t b a n о 7 ^ h V7 fn s i n f„ £ u„ = 2 k„ — 2 r e 

t0 JZq <Pn 4 S II fn COS (pn 
«0 = k„ - - - (1 a — 0 . 4 4 a ) 

'0 
6 % 

ьс 
С П f. 

СП 
к t -3 С ' s к s > 

A p o n t b a n oo — — 

ьс 
С П f. 

СП 
к t -3 С ' s к s > OA v o n a l o n á t l a g Q 

to 
U.U. = 

. J Ä . A h 
lo lo 

4 % 

т. 
t i и 

Si 

Á l t a l á b a n v о j. A h - (Pn s i l l (fn Sin (pn Ц c _ w _ È  

0 to n = 0 + sin fn cos fn 
— т. 

t i и 
Si У = t0 v o n a l o n ( fedőré tegen) -v 3 + a 3 + a 1 

2 - 3 % 

N
y

o
m

ás
 

Á l t a l á b a n h-h, = 2Ah v s:n ^ e 
n = 0 fn + s i n fn c o s fn 

-v 

-
~ 

N
y

o
m

ás
 

у = t 0 v o n a l o n ( f e d ő r é t e g 
a l a t t ) 

hf lh, = 2 A h У s^fnvosfn e-,J 
rfZo fn - Sin <pn COS (p„ 

hf—h2 = A h 
1,3 + a 1 3 4 - a ) 

2 - 3 % 

N
y

o
m

ás
 

у = 0 v o n a l o n (v ízzáró 
r é t egné l ) 

h0 Л2 — 2 A h У - s i n '<"• e-^ 
n^O fn + SIOfn COS f„ 

h0-h2 = /1 h 
f()-;-2 a .t a £ 
—! e - £ - e--"1-1 

1 , 6 4 - a 6 4 - a / 
1 - 2 % 

Je lö l é sek és s e g é d m e n n y i s é g e k 

kft„ 3 a 7 e i, 
k0tf 3 + « 3 lo — 30 

97,, = и л + f „ ; | = 7 ; tj = ' ; Ah = —/z2 
'0 '0 

Я77 = 1 ; £ e0 = 1 <5 ; e g y é b k é n t 

a z o n o s u k , m i n t a = 1 e s e t b e n . 



5. Különleges esetele 

A rétegvastagságok és szivárgási tényezők függvényeként megadot t a 
tényező szempontjából két különleges eset tárgyalható: a = 0 és a —>- oo. Mivel 
a (19) képlet szerinti 

a - Ъ. 
("o tf 

tényező akkor zérus, ha a fedőréteg ellenállása végtelen nagy (kf = 0), vagy a 
szivárgási t a r tománynak nincs ellenállása (k0 - > oo), az a = 0 eset egyszerűen 
elintézhető. Ebben az esetben ugyanis a nyomás az egész t a r tományban azonos 
a felvízoldali ht nyomással. 

Érdekesebb eredményt szolgáltat azonban az a — o o eset, melynek fizi-
kai értelme ket tős lehet: véges t0 szivárgási t a r tományról van szó fedőréteg 
nélkül (tf = 0), vagy vízzáró réteggel nem határol t (/„ —> oo) t a r tomány van 
fedőréteggel lezárva. Következőkben e két esetet külön-külön vizsgáljuk. 

5 1 . Vízzáró réteggel határolt, fedőréteg nélküli tartomány 

A (25) a la t t i karakteriszt ikus egyenlet gyöksorozata, ha az a tényező 
végtelenhez t a r t : 

rpn = 2 " ± - л [re = 0,1,2,3 . . . ] (59) 
2 

s ezért 
sin9?„ = (— 1)" és cosç9„ = 0 . (60) 

Bevezetve még az 1. táblázatnál már alkalmazott 

f = — és q = У (61) 
t0 Q 

relatív koordinátákat , az áramlás jellemzőinek képletei az alábbiak lesznek: 

4>= 4 k0 Ah У ->— 1 sin <pn rj e-*"' (62) 
л Й 2 ® + 1 

и = 2 k0- h У ( — 1)" cos <pn r) e-fni ( 6 3 ) 
t0 n=о 

Ah œ 

v = 2k0 2? ( - 1)п8шу„1?в-»«4 (64) 
to n=0 

4 00 (— 1)" 
h — Д2 = — Ah У ' cos срп у . (65) 

л Jto 2 п + 1 
Az x = 0 kezdeti szelvényen átfolyó összes vízmennyiség Q értéke a (62) 

képletből volna nyerhető, mint az у = f0 , azaz r) = 1 ordinátához tar tozó 
áramfüggvény, ebben a pontban azonban a sor divergenssé válik, azaz Q -> °° 
adódna. Mivel egyébként a sor mindenü t t konvergens, az A pontban szivárog 
á t végtelen vízhozam. Ez természetes is, hiszen i t t a szivárgási ú t zérus, t e h á t 
a sebesség is végtelen. 
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A (65) képletben а Ф potenciál helyett a h nyomás képletét ad tuk meg. 
A potenciál ebből a (15) képlettel í rható fel: 

4 °° í — 11" 
Ф — Ф2= — k0A h V v - cos <pn t] e-T'» . (66) 

л 2 n + 1 

Mivel mind ebben a kifejezésben, mind az áramfüggvény (62) alat t i képletében 
a H a la t t csak a rj méret nélküli viszonyszámok fordulnak elő, s mindkét 
képlet ugyanazzal a k0 A h tényezővel van szorozva, az áramképet egyszer s 
mindenkorra alakhelyesen megszerkeszthetjük, s ennek ada ta i t bármely tény-
leges feladatnál felhasználhat juk. A 3. ábrán vázolt á ramképet f 0 = 1 és 

ф-ф.= - к. Ah ф„ i. h-h, - Ah ф. i Y-h0Ah Y, 

3. ábra. Ideal izál t , fedőréteg nélküli tartomány áramképe 

Jc0 A h = 1 választással rajzoltuk meg. Gyakorlati alkalmazás esetén az á b r á t 
1 : t0 méretarányú rajznak tek in t jük és a görbékre ír t számokat a tényleges 
/.-,, A h értékkel szorozzuk. 

Megállapítható az ábrából, hogy a vízzáró réteg mélységének megfelelő 
távolságban a nyomás a mélyben is negyedére csökken. 

Ismeretes, hogy a végtelen mély vízvezető réteg esetén előálló á ramkép 
keskeny (zérus) talpszélességű gát tes t a la t t körökből és sugarakból áll. A 3. 
ábra bal felső sarkában lá tha t juk ezt az áramképet , mer t i t t a sarok környeze-
tében a vízzáró réteg mélysége gyakorlati lag végtelen. 

Megjegyezzük végül, hogy a bal felső sarokpont (A pont) a t a r t omány 
szinguláris pont ja , mer t közös pont ja az r] = 1 egyenesnek, ahol a potenciál 
Ф() = о és a í = 0 egyenesnek, ahol Ф0 = 1. E szingularitás az oka annak , 
hogy a következő pontban tárgyalt esetben képleteink nem adnak megoldást. 

52. Végtelen mély tartomány fedőréteggel 

Tárgyal tuk, hogy az a tényező a t0 mélységgel együt t ebben az esetben is 
a végtelenhez t a r t . Várha tó volna, hogy a (62 — 65) képletek, melyeket a —>- oo 
alapon írtunk fel, limesképzés esetén a fedőréteggel t a k a r t végtelen mély réteg-
ben előálló szivárgás képleteit ad ják . A képletek azonban sajnos koordináta-
transzformáció esetén is azonosan zérus eredményt adnak bármely véges mély-
ségű pontra . Ennek oka nyilván az, hogy a mélység végtelenre való növelése 
mia t t az egész véges t a r tományra vonatkozik az előző pont utolsó bekezdésében, 
emlí tet t szingularitás. 
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A fedőréteges, végtelen mély t a r tományra t ehá t precíz megoldást nem 
t u d u n k adni. J ó közelítésül szolgálhat azonban, ha az á ramképet meghatároz-
zuk elegendő mélyen választot t vízzáró réteg felvételével. A 3. ábra tanúsága 
szer int a vízzáró réteg ama határmélysége, melyen túl való süllyesztése már 
gyakorlati lag ha t á s t a l an az áramkép felső részére, a vizsgálat t á rgyá t képező 
t a r t o m á n y mélységének 3 —5-szörösében vehető fel. 

G. Gyakorlati feladatok megoldása 

Eddig ismer te te t t elméletünk elvi megoldást jelent olyan szivárgási tar -
t o m á n y r a , illetve olyan kerületi feltételekre, melyek a gyakorla tban soha sem 
fordulnak elő. Ebben a fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan hasz-
nosí thatók az elmélet eredményei gyakorlat i esetek megoldása során. 

A gyakorlati esetekben r i tkán fordul elő egyetlen homogén fedőréteg. 
Több , különböző vas tagságú és szivárgási tényezőjű fedőréteg azonban mindig 
helyet tesí thető egyetlen f ikt ív fedőréteggel, mely hatásaiban a több fedőréteg-
gel egyenértékű. A 61. pon tban az egyenértékű fedőréteg jellemzőit határozzuk 
meg. 

Az áramkép meghatározása á l ta lában töltések vagy egyéb műtárgyak 
a l a t t i szivárgásra vonatkozóan válik szükségessé. A műtárgy В szélessége lehet 
a vízvezető réteg t0 mélységéhez képest keskeny, mely esetben az áramkép 
szerkesztésénél elhanyagolható, vagy széles, mely esetben feltétlenül figyelembe 
veendő. A fedőréteg a felvízi és alvízi oldalon lehet azonos, mely esetben a teljes 
elrendezés és ezzel az áramkép is szimmetrikus, vagy lehet különböző, mely 
esetben az á ramkép aszimmetrikus. E fejezet további pon t ja iban ezekkel a 
vál tozatokkal foglalkozunk. Megjegyezzük azonban, hogy a vízzáró és víz-
vezető rétegek elrendezését mindegyik vál tozatnál szimmetrikusnak tételezzük 
fel . 

61. Az egyenértékű fedőréteg meghatározása 

Igazolni fogjuk, hogy ha a t0 vastagságú áramlási t a r t omány felett több 
különböző tfv b2, . . . tjm vastagságú és kfl, . . . kfm szivárgási tényezőjű 
fedőréteg található, úgy az m számú fedőréteg hatása egyenértékű egyetlen 

m 
t ; = ~ytfi vastagságú és ideális 

Í - I 

kf = t í l + tJ2+ ±tfm_ = J í ( 6 7 ) 
i t t m t 
bp ffm_ y, 
kfi kfm ,=i kfi 

szivárgási tényezőjű fedőréteg hatásával . 
Bizonyításunk során feltételezzük, hogy a fedőrétegeken a víz vf függőle-

ges sebességgel szivárog, mely természetesen mindegyik rétegre azonos értékű, 
s az и sebességkomponens a fedőrétegekben Uj = 0. 

A Vj sebességet az egyes rétegekben A hv A h2, ... A hm relatív nyomás-
esések t a r t j ák fenn, melyek a Darcy-képlet minden egyes rétegre való alkalma-
zásával a 

Vf = lJA A ht = — A k,= . . . — ^ÎAL A hm (68) 
tfl t/2 f/m 
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összefüggéseket kielégítik s egyúttal 

A lh + A h2 + . . . + A hm = h - h2 , (09) 

lia h —- Л2 az összes réteg együttes nyomásesése, mint egyetlen fedőréteg esetén. 
Л (08) egyenletekből a A ht ér tékeket képezve és (69)-be helyettesítve 

Ul Ui _ _[_ Um 
fyl k/2 kfm 

V, = Jl — ha 

adódik, amit összehasonlítva а = E t s i vastagságú egyetlen fedőrétegre fel-
í rható Darcy-képlettel: 

tf 1 Vj = h - hz 

nyilvánvaló, hogy 

ky k}1 k,% kjm i = l kfi 
U _ Ul Ui _J_ Um _ y. Ut 

amiből az egyenértékű fedőréteg idális kf szivárgási tényezőjét kifejezve, 
valóban (07) adódik. 

02. Az (iramkép meghatároz/ím kis lábszélességü műtárgy és szimmetrikus 
rétegződés esetén 

l ia a rétegződés az alvízi és felvízi oldalon azonos, t e h á t a gát tengely-
vonala a teljes szivárgási t a r tománynak szimmetriatengelye, úgy az á ramkép 
is szimmetrikus lesz. Л szimmetria folytán a szimmetriatengely potenciálvonal 
lesz, melyen a potenciál értéke, azaz a nyomás értéke állandó. Л 2—4. pontok-
ban ismertete t t elvi megoldásunk t ehá t minden vál toz ta tás nélkül érvényes 
erre az esetre, csupán a A h értéket kell megfelelően választanunk. 

Jelöljük a felvízszínt magasságát H,, az alvízszintét Ha betűkkel. Legyen 
a teljes szivárgási t a r tományra vonatkozó alapsík az alvízszint, t ehá t /(., = H a . 
A felvíz és alvíz szintkülönbségét / / = 11, — Ha betűvel jelöljük. Nyilvánvaló, 
hogy a szimmetriatengelyben fellépő nyomás értéke a felvízi H nyomástöbblet-
nek fele, azaz 

Ah = - . (70) 
2 

11a képleteinket a (70) a la t t ado t t А b értékkel használ juk, úgy meg-
ha tá rozha t juk a szivárgás áramképét . Л számítás meneté t egy számpéldával 
kapcsolatban mu ta t j uk be. 

Határozzuk meg az áramképét a 4. ábrán vázolt t0 = 10 m vastag, 
7i'0 = 10 - 2 cm/sec szivárgási együt tha tó jú vízvezető rétegre vonatkozóan, mely 
felett három fedőréteget találunk, az alábbi jellemzőkkel: 

tn = 1,50 m, kn = 2 X H)"4 cm/sec, 
tf2 = 1,50 m, kf2 = 3 x 10~3 cm/sec, 
t,3 = 1,00 111, kJ3 = 5 X X(> 4 cm/sec. 

A vízszintkülönbség a felvízi és alvízi szintek között / / = 5 in. 

•187 



Először a t j = 4,00 m vastag egyenértékű fedőréteg ideális szivárgási 
t ényezőjé t határozzuk meg. A (67) képle t alapján kf = 4 x Ю - 4 cm/sec. 

A (19) képlet szerint a = 0,1, a (25) alat t i karakter iszt ikus egyenlet t e h á t 

<Pn tg <Pn = 0,1. 
! 

t. ábra. Szimmetrikus szivárgási tar tomány keskeny műtárggyal 

A karakteriszt ikus egyenlet gyökei (az (5 — 6) egyenletek segítségével 
számítva) : 

9 0 = 0,311 (e0 = 0,311) 
94 = 3,173 ( f 4 = 0,032) 
9-2 = 6,299 ( f 2 = 0,016) 
tpa = 9 ,435 ( r , = 0,011) 
9>4 = 12,574 ( f 4 = 0,008) 
9>5 = 15,714 (F5 = 0,006) 
9 6 = 18,855 (ee = 0,005) 

Az áramkép meghatározásához szükséges A h érték H fele, azaz 2,50 m. 
Helyesebb azonban, ha az á ramképet A h = 1 esetre határozzuk meg és a tény-
leges zl h értékkel csak a kiértékelésnél szorzunk, így különböző vízszint-
különbségekre is helyes megoldást kapunk . 

Mivel az áramlási t a r tomány szimmetrikus, elegendő a felével, például a 
jobboldali felével foglalkoznunk. Létes í tsünk a t a r tományban különböző x és у 
ér tékekkel négyszöghálózatot, s ha tározzuk meg a hálózat sarokpont ja iban az 
I. táblázatban összegyűjtött képletek segítségével а Ф áramfüggvény és a h— h2 
nyomásfüggvény értékeit . Utóbbi azonos а Ф potenciállal, csupán ellenkező 
előjelű és nincs szorozva k0 értékkel, használata viszont jobban kézzelfogható. 
A kapo t t értékeket a négyszöghálózat sarokpontjaira felírva a geodéziai kótás 
projekcióhoz hasonló ábrá t nyerünk, melyből а Ф = constans potenciál vona-
lak (vagy nyomás vonalak) és а Ф = constans áramvonalak úgy szerkeszthetők, 
ahogyan a rétegvonalakat szerkesztjük a kótás projekcióból. 

Példánkban az így megszerkesztet t áramképet az 5. ábra mu ta t j a . Mivel 
az á ramkép természetes léptékben hosszúra nyúlt volna, az ábrán az x 10 m 
ér tékeknél logaritmikus léptékre t é r t ü n k át . 
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Л szádfal tengelyében a fedőréteg alsó s ík ján kapot t áramfüggvényér ték 
a teljes vízhozamot ad ja . A számítot t érték 0,312 x 1 0 - 2 Ah . Ha az összes víz-
hozamot az 1. táblázat i közelítő képlettel számít juk, úgy Q = 0,311 X 10" 2 A h 
ér téket kapunk, jó egyezésben a pontos értékkel. 

I 

5. ábra. Szimmetrikus szivárgási tar tomány áramképe keskeny műtárgy esetén 

Az 1. t áb láza tban foglalt közelítő képletekkel a szivárgás néhány jellem-
zőjét a Ah = 2,50 m értékkel meghatározva, az alábbi eredmények adódnak: 

0,68 x 10" 3 cm/sec 
0,78 x 10~3 cm/sec 
0,25 X 10"3 cm/sec 
0,78 cm2/sec = 0,078 1/secfm = 0,28 m3/órafm 

6 3 . Az áram-kép meghatározása kis lábszélességű műtárgy és aszimmetrikus 
rétegződés esetén 

Ha a műtárgy két oldalán a fedőréteg jellemzői nem azonosak - és ez a 
gyakoribb eset —, úgy a műtárgy tengely nem szimmetriatengely, t ehá t o t t a 
potenciál nem állandó. Ezért (26 — 29) alapképleteink sem felelnek meg az 
áramkép meghatározására, de (20) a la t t i a lapképletünk változatlanul érvény-
ben van, hiszen annak x = 0 helyen vet t és (22) a la t t felírt speciális alakja nem 
csupán a (22) jobb oldalán levő —k0 A h ál landó potenciáleloszlás leírására, 
hanem bármilyen tetszőleges potenciáleloszlás jellemzésére alkalmas. Meg-
felelő A„ együt thatók felvételével t ehá t a (20) képlet meghatározza a fél 
t a r tomány bármely pont jában a potenciál értékét , s ezáltal az áramlás összes 
jellemzőit, a nehézség csupán ot t van, hogy a megfelelő An együt tha tóka t nem 
ismerjük és közvetlen sorbafejtéssel sem t u d j u k meghatározni a (22) egyenlet-
hez hasonló módon, mert a potenciál eloszlását sem ismerjük az x — 0 koordi-
nátával jellemzett tengelyvonalon. 

A megfelelő An együt thatók megkeresésének módja alapelvben a követ-
kező: 

Ha a műtárgy tengelyvonalában tetszés szerinti potenciáleloszlást ve-
szünk fel, úgy annak sorbafej te t t a lakja megadja az An ér tékeket . Kapunk 

и о 
"átt- = 
"/шах = 

Q 
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t e h á t egy á r a m k é p e t az egyik, pé ldául a jobboldal i f é l t a r t o m á n y r a , 
a jobb oldali fedőré tegnek megfelelően. Ha ugyanez t az á r amképe t megha-
tá rozzuk a baloldal i (felvízoldali) f é l t a r t ományra vonatkozólag, de a 
baloldali fedőré teg jellemzőivel és a felvízi vízszintre mint a laps íkra , úgy 
a megha tá rozo t t k é t á r amkép a közös h a t á r á n (a m ű t á r g y tengelyében) 
á l t a l ában még nem illik össze. A potenciá l ugyan azonos, hiszen ebből i n d u l t u n k 
ki , a vízhozamok azonban nem egyenlőek, t e h á t az á r a m vonalak nem illeszked-
nek. Nyilvánvaló, hogy csak egy olyan ki induló potenciáleloszlás létezik, mely-
nél az á r amvona lak is egyeznek, s éppen ez a kerese t t függvény, az ennek 
sorbafej tésével nye rhe tő An e g y ü t t h a t ó k a lkalmasak a teljes á r a m k é p meg-
ha tározására . (A k é t f é l t a r tományra külön-külön!) 

Az e lmondo t t ak a lap ján az á r a m k é p két , egymástó l függet len t a r t o -
m á n y b a n külön-külön ha tá rozandó meg, szükséges t e h á t a jelölések kibőví tése . 

A ké t t a r t o m á n y b a n az azonos f o g a l m a k a t a és / indexszel különbözte t jük 
meg egymástól . í g y a különböző fedőrétegek a l ap ján a (19) képle t te l meg-
ha t á rozo t t a t ényezőke t a felvízi o ldalon aj, az alvízi oldalon aa jelöli. А Ф 
potenciá l a laps ík ja a felvízi oldalon a felvízszint magassága (Ф/), az alvízi 
oldalon az a lvízszint magassága (Фа), helyesebben e magasságoknak megfelelő 
potenciál . A karak te r i sz t ikus egyenletek gyökrendszerét az indexhalmozás el-
kerülésére külön be tűve l jelöljük, éspedig az alvízi oldalon 99-vel, m i n t eddig, 
a felvízi oldalon #-val . A karak ter i sz t ikus egyenletek t e h á t : 

9n tg <Pn = <*a\ ( 7 1 ) 

Hasonlóan külön be tűve l jelöljük a potenciá l függvények kons tans e g y ü t t 
ha tó i t , az alvízi oldalon, mint eddig An, a felvízi oldalon pedig Fn be tűkke l . 

A két t a r t o m á n y koordiná ta- rendszere is különböző. Az у tengely azonos, 
az X tengelyek egybeesnek, de é r t e lmük ellenkező, m i n d k e t t ő a m ű t á r g y t e n -
gelytől t ávo lodóan pozi t ív. A jelölések tovább i egyszerűsítésére egyébként a z 
X és у koord iná ták he lye t t most is a (61) a l a t t beveze te t t | és 1; re lat ív koordi-
n á t á k a t haszná l juk . 

Fenti jelölésekkel a két t a r t o m á n y potenciálfüggvényei : 

ф = 4>a + 2 An cos <pn у (72) 
n = 0 

СО 

Ф = Ф{ + J v Fn e-»„: c o s l)n rj (73) 
n = 0 

az á ram függvények pedig a (7) a la t t i relációk a l ap ján : 

- J'H„e-*»ísin<pnr) (74) 
n= 0 

Ф = _ V e - ' " ' sin &n у . (75) 
11=0 
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Л két á ramkép illeszkedésének feltételei a következők: 
l a I = 0 határvonalon a két t a r tomány potenciálfüggvénye azonos; 
2. ugyanot t a két t a r t o m á n y áramfüggvényeinek összege zérus, mert a 

határvonalon sem vízelvezetés, sem betáplálás nincs. 
Л feltételi egyenletek t ehá t (72 — 75) alapján £ = 0 helyettesítéssel, vala-

mint a (12) a lapján írható 

Фп - Ф } = -k0Ha + k0Hf = k0H 
összefüggéssel 

00 
2 ( E „ cos &n t j — A„ cos <p,,Tj) = k0 H ( 7 6 ) 
n-0 

OO 
2 ( F n s i n К 0 + A n sin <Pn v) = 0 . (77) 
n 0 

Feladatunk az Fn és An értékrendszert úgy meghatározni , hogy mindké t 
feltételi egyenlet bármely r\ érték mellett kielégiiljön az r; = 0 és r\ — 1 
határok között . 

A feladatot előbb úgy oldjuk meg, hogy a (76 — 77) egyenletekben az 
összegezés felső ha t á r á t egyelőre Á'-nak választ juk, majd к -> oo ha tá rá tmene t -
tel írjuk fel a pontos megoldást. 

Л/, így módosítot t (76 77) egyenleteket differenciáljuk (2к -f- l)-szer és 
a kapot t egyenletekben helyettesítsünk г/ = 0 értéket, beleértve a (76—77) 
egyenleteket is. Az összesen 4k -f- 4 számú egyenlet fele s inusfüggvényt tar -
talmaz, így a helyettesítéssel azonosan zérussá válik, a másik fele 2к + 2 
számú egyenletet ad az ugyanennyi F0, Fx ... . Fk, A0, Ax .... Ak ismeretlen 
kiszámításához. Ezek az egyenletek a következők: 

2 ( F n - A a ) k j l 
u 

V(Fnû„+ An<pn) = 0 
о 
k (78) 

2(Fn&n- An<Pn) = 0 } 

и 

Vezessük he átmenetileg a 

P = — А I 
(79) 

К = ~ f n I 

jelöléseket, melyek célja kizárólag az előjel megváltoztatása, az értékek egyéb-
ként azonos abszolutértékűek, úgy a (78) egyenletrendszerben az előjel vál ta-
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kozása megszűnik, az összes előjel pozitív lesz. A (78) egyenletrendszer ki-
fe j te t t alakja tehát : 

Pk = k0H F0 + F , + . .. + Fk + P0+ Л + • • • H 

+ ••• + 2 ^ * + 2 2 + 2 Л + ••• + 2 2 t = 0 
01 F0 + 9\ F1 + ... + П Е

к + Я1Р0 + Я\Р1+ ... + 2 2 = ° 

2 2 , 

K + 1 Fa+ . . . + úf+i Fk + I \ + = 0 

(80) 

A (80) egyenletrendszer inhomogén lineáris egyenletrendszer a 2k -j- 2 
számú F0. F1 . . Fk, P0. P1 . . Pk ismeretlennel. Az egyenletrendszer determi-
nánsa 

(81) 

1 i . . . i i i . . . i 

2 2 • • • 2 2 2 . . . 2 

2 2 . . . 2 2 2 • . . 2 

O f + ^ û f + i _ _ _ g f + i x f + n f + i . . . h f + i I 

úgynevezett hatványdetermináns, melynek kifej te t t a lakja is könnyen fel 
írható: 

D0 = ( 2 ~ 2 ) ( Ú a - A ) ( 0 , - 0 o ) . . (&k-&0) (ЛО-0О) ( A x ~ 2 ) . . . ( A ^ - t f o ) (ЯА,-&0). 

• ( 2 - 2 ) • • ( 2 - 2 ) ( 2 - 2 ) ( 2 - 2 ) • • • ( 2 - i ~ 2 ) ( 4 - 2 ) • 

• ( 2 - 2 ) • • ( 2 - 2 ) (2-2) (2-2) • • • (2-1-2) (2-2) • 

• ( 2 - 2 ) ( 2 - 2 ) • • • ( 2 - 1 - 2 ) ( 2 - 2 ) . 

• ( 2 — 2 ) • • • ( 2 - 1 — 2 ) ( 2 2 ) • 

( 2 - 2 - i ) -
(82) 

Mivel a felírt szorzat egyik tényezője sem zérus, ezért D0 sem zérus, 
t ehá t az egyenletrendszernek egyértelmű megoldása van. Bármelyik ismeretlen 
pl. Fn meghatározható az 

P n = (83) 
'A> 

hányadossal, ahol a DPn determináns a (81) alatt i D0 determinánsból úgy 
képezhető, hogy az F n ismeretlennek megfelelő oszlop helyébe a (80) egyenlet-
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rendszer jobb oldalán álló oszlopot í r juk. Mivel ez az első t a g kivételével zérus, 
a DPn de termináns ér téké t úgy ha t á rozha t juk meg, hogy a (81) a la t t i determi-
náns első sorát és Fn-hez ta r tozó oszlopát töröl jük és a k a p o t t a lde tcrmináns t 
k0 H ér tékkel , va lamint (—1)" helyértékkel szorozzuk. T e h á t 

DFn = (-\rk0HD'Fn (84) 

ahol D'Fn a szóban levő a ldetermináns: 

D'pr 

00 . • 0 n - t 0 n + 1 . • K К • • К 

Ol . . .0Ü-10JÍ+1 . . 0 1 4 . • 4 

0 f + 1 . A2k + X A2k+X • un—X un+\ • • o r U f " . • 4 k + 1 

(85) 

Mivel a determináns egy oszlopának ugyanazzal a számmal való osztása 
egyenér tékű a de terminánsnak ugyanazzal a számmal való osztásával, ezért 
az első oszlopból a másodikból stb. kiemelhető, s így 

ahol 
D'Fn = к ox • • • K-x K+X---KK---K K>"Fn 

1 . . . 1 1 . . . ] 1 . . . 1 

o0 • • • K-i !)n+x • • • ok К • •• к 

n „ _ к ••• K-x K+x . . . n Ч ...XI 
JJ F n — 

(86) 

(87) 

o f . . . e i X...K ч к . . . ч к 

i smét ha tványde te rmináns , melynek k i fe j t e t t a lakja ugyanaz , mint a (82) 
a la t t i szorzat, azzal az eltéréssel, hogy a !)n elemet t a r t a l m a z ó különbségek 
hiányoznak. E determinánsnak és a D0 de terminánsnak a hányadosa t e h á t 
éppen csak ezeket az elemeket t a r ta lmazza : 

Dl Fn 

Dn (88) 

(On-o0) i.o,-&x) • •. (K-On-x)(K+1-K). • • ( K - K ) ( K - K ) • • • ( K - K ) 

Л (83), (84), (86) és (88) összefüggések a lap ján fel í rható az Fn tényező 
képlete: 

Fn = ( - l)nk0H — -— ... . .. 
& § & 0 J " il j u n J y  

1 — 

Ox 
1 

•9 
I - - A 1 

§ § /i-n 

К 

(89) 
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A kapot t képletet n = 0, 1, 2 , . . .к értékekre felírva meghatározható а 
te l jes F értékrendszer. Hasonló elven í rható fel a P értékrendszer általános Pn 
t ag j ának képlete: 

1 1 1 1 
Pn = (— l)n+k+1k0H 

1 n - 1 1 
"k 

1 

1 

1 1 
a n + l 

К 
К 

(90) 

A (89) és (90) képletekbe a (79) összefüggésekkel l n helyébe qin és Pn 
helyébe A„ é r tékeket bevezetve és kisebb átcsoportosítást végrehaj tva: 

Fn=(-l)"k0H 
1 1 

" - 1| I - " + 1 
'Pn К \<Pi <Pn-l 

f 1 
'n + l Tn +1 

1 — 1 + 
<pk 

(91) 

A n = ( - l ) ^ k 0 H 
<Pn 
n 

- 1 Tn + 1 'Pn 

<Pn-1 

'Pn 
+ 1 

<Pn 
SK 

1 — 
Tn+1 

'Pn 
9 n +1 

1 - 'Pn 

<pk 
1 + Tn 

(92) 

A kapot t képletekből az F és A értékrendszer egyértelműen kiszámítható. 
Nincs akadálya a i - ^ o o h a t á r á t m e n e t képzésének sem, mert a szorzatban 
egymásután következő tényezők értéke növekvő к esetén az egységhez t a r t és 
a konvergencia további feltételei is teljesülnek. Numerikus számításra azonban 
a kapo t t képletek alig felelnek meg, mer t kellő pontosság eléréséhez igen sok 
tényező kiszámítása és összeszorzása szükséges. A képletek konvergenciáját az 
a lábbi módon lényegesen meg t u d j u k javí tani . 

Emlékezzünk arra , hogy elegendő nagy г esetén 

Ti 9, 2 Л 

az (г + l)-ik szorzótényező tehá t például э (91) képletben, ha azt к 
á tmenet te l végtelen szorzattá a lak í to t tuk á t : 

(93) 

oo határ 

1 1 1 

К 
9, 

К 
1л 

К 
г л 

1 — 
92 (94) 
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Ismeretes azonban a sin 0n függvénynek az alábbi végtelen szorzattal 
megadott alakja : 

<П . Ol IL Ol sin 0„ = 0„ К 
л2 

1 — 
4 л2 

I 
О2 

"n 
9 л2) 

1 -
16 л2 (95) 

melynek (i -f- l)-ik szorzótényezője l á tha tóan reciprokértéke a (94) a la t t inak . 
Nyilvánvaló tehát , hogy elegendő nagy í-től kezdve a (91) alat t i végtelen 
szorzat tagja i helyettesíthetők a (95) a la t t i szorzat megfelelő tagjainak reeipro-
kával. IIa még ezenkívül a (71) a la t t i karakteriszt ikus egyenlet alapján fel-
írható 

On 
aj cos 0n 

0.. ' 
(96) 

összefüggést is figyelembe vesszük, úgy Fn végleges képlete: 

01 
F„ 

k0H 

02 

L i - 1 
1 

cos 0„ 

01 
(n— 1 )2 л2 

On 
o 0 

- 1 

1 0 n  

Wo 
1 

On 
o.._ 

1 On _ 
<Pn-1 

+ 1 

o 2 

" n 
n2 Л2 

<Pn 

- 1 

1 

01 

" + 1 

(n -f 1 )2 л2 
— 1 

0„ 

;,+l 

0 n 

<Pn + 1 

(97) 

+ 1 

Hasonlóan vezethető le a (92) egyenletből An képlete: 

kQH Vn 
ri 
Л2 

1 

1— — 1 V n + 1 < P n + l 

Wo O0 ' f l \0i 

ri 
(n 

Vn . 
90,-1 

1 )2 Л2 

<Pn 

- 1 <Pn 
П2 Л2 

fn , 
On ' 

ri 
{n T 1 )2 Л2 

JPn 
<Pn+1 1 fn 

0 

(98) 
+ 1 

n + l 

A (97 -98) képletek már numerikus számításra is a lkalmasak, mert gyor-
san konvergálnak. A képletek szerkezete és a ki nem írt szorzótényezők kép-
zési módja nem kíván magyarázatot , csupán F0 és A0 képletéhez fűzünk meg-
jegyzést. Mivel Fn, ill. A n képletében mindig az n indexű tényező nevezőjében 
marad el a különbség, n = 0 esetére az előírás nem evidens. A levezetésünk 
a lap ján azonban megál lapí that juk, hogy ebben az esetben is a képletek har-
madik tag jáu l 

Я2 
"o 

0n 

<Po 

ri 
i l l e tve fo 

0n 
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í randó, tehát a nevezőben szereplő különbség elhagyandó. A további tényezők 
n = 0 helyettesítéssel képezhetők. 

Levezetett számítási el járásunk alkalmazását egy számpéldán mu ta t j uk 
be. A szivárgási t a r t o m á n y t és az ál talános elrendezést a 6. ábrán l á tha t juk . 
A vízvezető réteg és a fedőréteg állandóiból számított karakteriszt ikus ténye-
zők az alvízi oldalon a a = 1 és a felvízi oldalon a, = 3. Meghatározandó az 
á ramkép. 

Először a rp és & értékeket számí t juk a (71) karakter iszt ikus egyenletek-
ből. A számításhoz felhasználjuk az (5) a la t t i számítási segédleteket. Az ered-
mények a következők: 

To = = 0,860; 7>о = = 1,193; 
Ti = л + 0,284 = 3,426; л + 0,667 = 3,809; 
(p2 = 2л -f 0,154 = 6,437; К = 2л + 0,421 = 6,704; 
Тз = Зл + 0,104 = 9,529; #3 = Зл + 0,299 = 9,724; 
Ti = 4л + 0,079 = 12,645; #4 = 4л + 0,231 = 12,797: 
Ts = 5л + 0,064 = 15,772; ú5 = 5л + 0,187 = 15,895; 
Тб = 6л + 0,053 = 18,903; 6л -f 0,156 = 19,006; 
Ti = 7 л + 0,045 = 22,036; 7л + 0,134 = 22,126; 
Ts = 8л + 0,040 = 25,173; 8л -f 0,118 = 25,251; 
To = 9л + 0,035 = 28,309; ь,= 9л 4- 0,105 = 28,379; 
Тю= Юл + 0,032 = 31,448; *10 = Юл 4 0,095 = 31,511. 

Következik az F, A értékrendszerek számítása. A számítás t t áb láza tban 
végezzük. Az egyes szorzótényezőket addig kell figyelembe venni, amíg kellően 
meg nem közelítik az egységet. Megfigyelhető a számítás során, hogy a nagyobb 
7? indexű F és A értékok számításánál a konvergencia rosszabb. A részletes 
számítás mellőzésével csak az eredményeket közöljük". 

^ 0 = 0,489 k0 H Л = — 0,669 к0Н 

Fi = — 0,103 k0H А1 = 0,100 к0Н 
F, = 0,039 к0Н А2 = — 0,034 к0Н 

F3 = — 0,020 к0Н А3 = 0,016 к0Н 
Fi = 0,011 к0Н А = — 0,009 к0Н 
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Fenti értékeket a (78) a la t t i első egyenletbe, valamint a (77) a la t t i egyen-
letbe r) = 1 helyen behelyettesítve nem kapunk tökéletes egyezést az elhanya-
golt tagok miat t . Ezért célszerű az Fit Ai értékeket úgy módosítani, hogy ezek 
az egyenletek, azaz a potenciál és vízhozam feltételi egyenletei kielégiiljenek. 
A módosított értékek lesznek: 

F'a = 0,004 k0 ff A = —0,004 k0 ff 

Az F és A értékrendszer ismeretében a (72 — 75) képletekkel számítjuk 
a potenciál és á ramfüggvény értékeit a ké t t a r t o m á n y egyes pont ja iban, s ezek 
a lap ján megszerkesztjük az áramképét . Az eredményt a 6. ábrán l á tha t juk . 
Megállapítható az ábra a lapján, hogy a műtárgy (szádfal) tengelyében a poten-
ciál értéke ebben az esetben is közel állandó. A teljes átszivárgó vízhozam 

Q = 0,542 k0 H (99) 
a számítás eredménye szerint. 

Közelítő megoldás lehetősége 

Az ismertetet t számítási eljárás segítségével aszimmetrikus fedőrétegek 
esetén is pontosan meghatározhat tuk az áramképét , de meglehetősen sok 
számítási munkával . Kívána tos volna ezért i t t is egyszerűbb képletek felállí-
tása , melyekkel közelítő eredményt nyerhe tünk. 

Közelítő megoldás akkor áll í tható fel, ha valamelyik t a r t omány a ténye-
zője kicsi. Legyen például az alvízi oldalon a fedőrétegek foj tása olyan nagy, 
hogy a„ < 1. Vizsgáljuk meg a (98) a la t t i képlettel megadot t A tényezők 
értékét . A <p tényezők értékére feltesszük, hogy közelítőleg: 

<Po 
3 és <рп = пл. (n = 1, 2, 3. . .) 

о (Xa 

E közelítő feltevés folytán a (98) képletben az n indexű szorzótényező zérus 
ér tékű, t ehá t az összes An zérus az /1 n kivételével. Az A0 ér tékét közelítőleg 
egyenlőnek vesszük a (98) alat t i első három tényező szorzatával, t ehá t az 
1, 2, 3. . . indexű, közel egységnyi ér tékű tényezőket nem vesszük figyelembe, 
í g y 

k0H 1 у* 
A 0 = -

aa cos <p0 <p0 

0o 
+ 1 

ami t a <j>-re vonatkozó (96)-hoz hasonló összefüggés a lapján így is í rha tunk: 

A o = _ k , ) H <p0ê0 ( 1 0 0 ) 

sin <•/',, fo + &o 

Az alsó t a r t omány potenciálfüggvénye és á ramfüggvénye t ehá t a (72) 
és (74) képletekkel: 

Ф = Ф а - kfí H • e-^cí cos <Po ri (101) 
sin <p0 epQ + 0O 

W = k°H • 9o &o e-<r.iein <poV. ( 1 0 2 ) 
siny0 <pQ + ú0 
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Vizsgáljuk meg a potenciál ér tékét a ké t t a r t o m á n y ha tá rvonalán 
( I = 0). Egyszerűbb szemlélet érdekében a Ha alvízszinthez képest muta tkozó 
A H nyomásértékre á t térve: 

Л TT H У?.. (рп 
АН = • 0 / 0 coscp0 i] . 

sin <р0 (р0 + &0 

Határozzuk meg /1 H értékét a ha tárvonal alsó (rj = 0) és felső (r] = 1) 
végpont ján: 

A H0 = H - - • és A H^ = H . . 
sm <p0 (p0 + d0 tg <p0 <p0 + d0 

Mivel kisértékű aa mellett sin cp0 ~ q>0 ~ tg (p0, ezért a potenciál a ha tár -
vonalon állandónak tekinthető, s a nyomás értéke: 

A H = H - — A (103) 
Уо + ^о 

Fe lada tunkat így visszavezettük a 2 — 4. fejezetekben tárgyal t alap-
esetre, mert a határvonalon a (103) képlettel számítható állandó ér tékű poten-
ciál ismert, az á ramkép az alsó és felső t a r tományban külön-külön meghatá-
rozható. Ismétel jük, hogy fenti egyszerűbb képlet a lkalmazásának elegendő 
feltétele az egyik t a r t o m á n y a tényezőjének kicsiny volta, a másik tetszés 
szerinti lehet. Lehet például a felvízi oldalon â  = oo, azaz a fedőréteg hiány-

л 
zik. Ez esetben = - és a felső t a r t o m á n y áramképe az 51. pont képletei, 

illetve a 3. ábra szerint ha tározható meg. 
Az átszivárgó teljes vízhozam képletét (102) a lapján í rha t juk fel | = 0 

és r] = 1 helyettesítéssel: 

Q = • (104) 
<Po + 

Befejezésül számítsuk ki a nyomás értékét a ha tárvonalon és az átszi-
várgó teljes vízmennyiséget a (103—104) képletekkel a részletesen kidolgozott 
számpélda adata ival . Mivel cp0 = 0,860; = 1Д93, AH = 0,58 H és Q = 
= 0,50 Ä'0 H, elég jó egyezésben a 6. ábrával, illetve a (99) képlet szerinti víz-
hozammal. Ha az a tényezők valamelyike a számpéldában kisebb lett volna, 
úgy az egyezés is jobb lenne. 

64 . Széles műtárgy alatti szivárgás 

Ha a műtárgy В szélessége a vízvezető réteg t0 mélységéhez képest nem 
elhanyagolhatóan kicsi, úgy az alvízi és felvízi t a r tományok mellett a műtárgy 
a la t t i rész külön — harmadik - t a r t ománykén t veendő figyelembe. E tar to-
mány felső ha tá rvonalán (y = 1) vízelvezetés nincs, t ehá t aB = 0. A vonatkozó 
karakteriszt ikus egyenlet gyökrendszere tehát : 0, n, 2n,..., пл így az 
ál talános tr igonometrikus függvénysor a Fourier-sorba megy á t . A t a r t o m á n y 
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további két határvonala , melyek a 7. ábra szerint egyúttal az alvízi és felvízi 
ta r tományokkal közös határvonalak, a 

B = ß (105) 

viszonyszám bevezetésével a £ = /3, ill. | = —ß egyenesek. 

Г 

ЯЛ 

7. ábra. Széles m ű t á r g y alat t i szivárgási t a r t o m á n y és koordinátarendszere 

lia a t a r tomány potenciálfüggvényét 
00 

Ф = c0 + Ö 0 Í + ^ (Cn ch n + Dn sh /? л | ) cos л л»? (106) 
л = 1 

a lakban írjuk fel, úgy a í = /3 és £ = —ß határokon tetszés szerinti potenciál-
eloszlás előírható kerületi feltételként. Ha ugyanis a határokon fellépő előírt 
potenciálfüggvényeket Fourier-sorba f e j t jük , úgy ezek tiszta tagjaihoz igazod-
ha tunk a C0 és D0 értékekkel, míg a szummáció n-ik tag jának egyenlővé tételé-
hez is két állandó, Cn és I)n áll rendelkezésünkre. Az állandók megfelelő válasz-
tásával tehát a (106) képlet szerinti potenciálfüggvény jellemzi a műtárgy a la t t i 
t a r tományban előálló szivárgást, bármilyen tar tományok csatlakozzanak az 
alvízi és felvízi oldalon. 

A (106) képlet kiegészítésére í r juk fel a t a r tományra vonatkozó áram-
függvény képletét is: 

4' = D() у + ^ (Cn sh n nt- + Dn ch rí л£) sin n лг/. (107) 
Л = 1 

65 . Az áramkép meghatározása széles műtárgy és szimmetrikus rétegződés esetén 

A szimmetria folytán a műtárgy tengelyében a potenciál állandó, ezért a 
(106) képletben levő összes Cn = 0. Mivel az áramkép szimmetrikus, elegendő 
egy határvonalon — például a mű tá rgy a la t t i és az alvízi t a r tományok ha tá r -
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vonalán — a ha tár fe l té te leke t kielégíteni. Ennek alapelve hasonló a 63. pon t -
b a n t á rgya l t esetéhez. 

A ké t t a r t o m á n y koordiná ta tengelyeit a lábbiak szerint vesszük fel. A £ 
tengely közös, é r te lme is egyező, kezdőpont ja a m ű t á r g y a la t t i t a r t ományra a 
mű tá rgy középvonalában, az alvízi t a r t o m á n y r a a ké t t a r t o m á n y ha tá rvona lán 
van . А У] tengelyek i ránya és ér te lme egyező, kezdőpont juk is azonos magas-
ságban van, a vízzáró réteg szint jén. 

A potenciál ér téke a m ű t á r g y tengelyében a szimmetr ia folytán ismer t , 
mer t az alvízi és felvízi értékek közepe: 

ф Л- ф Фг — Ф H, — H H 
ф0 = = фа + = фа - = фа _ (ЮН) 

2 2 2 2 

А (106) képletből £ = 0 helyettesítéssel és Сп = 0 f igyelembevételével 
Ф0 = С0, s így 

С0 = Фа-к0—. (109) 
2 

A műtá rgy a la t t i t a r t o m á n y potenciálfüggvénye te l iá t az alvízi t a r t o -
m á n y ha tá rvona lán a (106) képletből £ = ß helyettesítéssel: 

Ф = Фа — kJ1 + D0ß + j>?Dnshnnßcosnnri ( 1 1 0 ) 
2 n = í 

és az alvízi t a r t o m á n y potenciá l függvénye ugyani t t a (72) képletből £ = 0 
helyettesítéssel: 

ф = Ф«+ 2 Á » c o s м - ( m ) 
n = 0 

Az A, D á l landók meghatározására szolgáló egyik feltételi egyenlet 
t e h á t a (110) és (111) a la t t i potenciálok egyenlősége: 

H 
D0 ß — A 0 c o s <p0y + V (D,. s h n л ß c o s n щ — An c o s <pn rj) = k0 — . ( 1 1 2 ) 

n = i 2 

A második feltételi egyenletet kap juk , lia a vízhozamok különbségét a 
ha tárvonalon zérussal tesszük egyenlővé, t ehá t a (107) a l a t t Cn = 0 és £ = ß 
helyettesí tést , a (74) a l a t t £ = 0 helyettesí tést végzünk és a két egyenlete t 
egymásból k ivon juk : 

oo 
D0rj + A0sin 901] + > ' (Dn сЬпл ß s i n плг] + A n s i n <pnr]) = 0 . ( 1 1 3 ) 

п = 1 

А (112—113) feltételi egyenletek rj = 0 és т/ = 1 ha tá rok közöt t minden 
íj ra kielégítendők. Meghatározandó az A. D ér tékrendszer . 

Az A, D á l landók kiszámításához — sajnos — nem t u d u n k zár t képle te t 
felállítani, de egy viszonylag jól használható el járást vezetünk le az a lább iakban . 

Ha a (112) egyenletet г/ = 0 és r; = 1 ha tárok közö t t in tegrá l juk , úgy a 
A a l a t t levő I)n tagok e l tűnnek. A k a p o t t egyenlethői D0 kifejezhető: 

= ( H ü 
2 ß ß лМ <Pn 
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A (113) egyenletbon viszont r, = 1 é r téke t helyet tes í tve és D0 k i fe jezve: 
OO 

A) = — Á A n s i n ? v (115) 
л=0 

А (114) és (115) egyenletet összevetve: 

V Ansm<pn
ß<Pn + 1 = - 1 k0H, (11(5) 

л=о Tn 2 

mely egyenletben csak az ismeretlen A értékek fordulnak elő, a D ér tékeke t 
e l iminál tuk. További hasonló egyenletek nyerése céljából szorozzuk végig a 
(112) egyenletet cos к лг)-хal, ahol к = 1, 2, 3 . . . . egész számok bármelyike , 
s in tegrá l junk i s m é t a fent i ha tá rok , közö t t . A cos n лrj és cos к лr) függvények 
or togonal i tása fo ly tán a Dn értekek közül csak а к indexű m a r a d az egyen-
le tben , a többi e l tűnik , D0-1 is beleér tve . A kapo t t egyenlet felírása előt t a 
fellépő ha tá rozot t in tegrá lokat o ld juk meg: 

i 

cos2 к лг] d ri = — ( H ~ ) 
2 J 

J cos <pn r) cos к лг] d >] 
<рп sin cos к л — к л cos cp,, sin к л 

(<рп — к л) (<рп А-к л) 

= ( - ! ) < . (118) 
Tn — (к л)2 

Ezek figyelembevételével az integrálás u t á n kapo t t képle t D /(-ra megoldva: 

D k = ( — l ) k
 ( 1 1 9 ) 

sh к лß cp2 — (к л)2 

A (113) egyenletből teljesen ana lóg módon k a p h a t j u k Dk ér tékét , ha a z t 
sin к л r;-val szorozzuk és in tegrá l juk. A fellépő ha t á rozo t t in tegrá lok: 

i 

I sin2 к лг] d -n = 1 (120) 
J 2 
о 

és 
i 

Г sin ( f n Г] sin к ЛГ] d г, = ( - 1 )* * ;* 1 S i" \ (121) 
J <pn — (к л) 
о 

i 
(— 1)* 

у sin к лг] d y = — 2 . (122) 
к л J 

Mivel а (122) in tegrál értéke nem zérus, az egyenle tben a kereset t Dk 
é r t éken kívül D0 é r téke is szerepel. E n n e k helyébe í r h a t j u k azonban a (115) 
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összefüggés jobb oldalát , az egyenletben tehát Dk é r tékén kívül csak az A 
értéksorozat fog előfordulni. Az egyenlet összevonásával végeredményben /),f-ra 
a következő kifejezést kapjuk: 

Dk = - ( - 1)*-.? 1 <'An rí*1"?" 
ch Jc jcß к л ,7% у (len? 

(123) 

А (119) és (123) egyenleteket összevetve: 

"У An
 (Pn S ' n , / " (<?, t h к nß + к л) = 0 . 

7 1 = 0 tin — 
(124) 

Л (124) egyenlet к = 1, 2, 3. . . felvétellel egy-egy egyenletet ad az A 
értékrendszer meghatározásához. Az így kapot t homogén lineáris egyenlet-
rendszer az első egyenletként hozzáírandó (116) a la t t i egyenlettel válik ha tá-
rozot tá , mert u tóbbinak jobb oldala nem zérus. Az egyenletrendszerből az A 
együt tha tók egyértelműen meghatározhatók, s azok ismeretében l)0 és a többi 
D érték a (114) vagy (115) és (119) vagy (123) képletekkel közvetlenül számít-
ható . Ha a D ér tékeket a rendelkezésre álló mindkét képletből számítjuk, úgy 
számításunkra kontrol l t is kapunk. 

Megjegyezzük, hogy a (124) egyenlet egy-két к érték u t án már lényegesen 
egyszerűbben í rható fel. A th к nß érték ugyanis növekvő к mellett igen gyorsan 
az egységhez ta r t , s ekkor a (124) egyenlet helyett a 

У A 
~о 

<Pn sm cpn 

<Pn к л 
= 0 (125) 

egyenlet alkalmazható. Szélesebb műtárgy esetén, ha В szélesség nagyobb a 
vízvezető réteg t0 mélységének másfélszeresénél, úgy a (125) képlet már к = 1 
esetben is használható, a (124) alkalmazása felesleges. 

Az A és D ér tékek meghatározásához levezetett képleteinken a karak-
ter iszt ikus alapegyenlet szerinti 

<Pn sin <Pn = aa COS <Pn ( 1 2 6 ) 

összefüggés figyelembevételével még egy — a gyakorlati számítási munka 
szempontjából jelentős — egyszerűsítést ha j t ha tunk végre. Eszerint az A 
értékrendszer lineáris egyenletrendszere a következő: 

( f c = 1 ,2 , . . . ) 

"V An cos <pn 

7 1 = 0 

00 

V An cos cpn 

71 = 0 

ß<Pn 

ti 

k0H 

2 et„ 

(p„ th к лß -j- к л 

tin 

У А п cos <pn 
7 1 = 0 < P „ к л 

(к л)2 

О 

= О (127) 

ahol az első egyenlet ad ja az egyenletrendszer első egyenletét, a második 
к = 1, 2, 3. . . helyettesítéssel a további egyenleteket, melyek az egyszerűbb 
harmadik egyenletből is meghatározhatók, ha már th к л ß ~ 1. A (126) a la t t i 

•202 



helyet tes í tés t a (119) egyenletben is célszerű végrehaj tani , mellyel a I) ér tékek 
számí tásá ra a lkalmas képle t : 

/ ) , = ( - 1)^ 2 M " f ' d „ c o s ^ - 1 (128) 
sh le лр п=0 <Рп(клу 

к = 1, 2, 3. . . helyettesítéssel a I)l, D3, D3. . . é r tékeket a d j a , míg D0 válto-
za t lanul a (114—115) képletek egyikéből számítható . 

Л számítási e l já rás a lka lmazásá t i smét számpéldán m u t a t j u k be. Legyen 
a m ű t á r g y В szélessége egyenlő a t0 mélységgel, t e h á t ß = 0,5. Legyen a fedő-
réteg mind az alvízi, mind a felvízi oldalon olyan, hogy a karak te r i sz t ikus 
á l l andó aj — aa = 1. Meghatározandó az á ramkép . 

A (p értékek azonosak a 63. pontbe l i példa q értékeivel: 

q u = 0,860; 
cPl = 3,426; 
q>2 = 6,437; 
cp3 = 9,529; 
<P4 = 12,645; 
Vb = 15,772; 

Az A értékek (1 

1,260 Л 0 — 0,224 Ax 

sin <p0 

sin <Pl 

sin f / 2 

sin Cf3 

sin <p4 

sin <p5 

0,758; 
0,280; 
0,153; 

-0,104; 
0,079; 
0,064; 

cos q Q = 
COS q4 = 
cos q2

 = 

COS q3 = 
COS q>4 = 
COS q.a = 

0,652; 
0,960; 
0,988; 

-0,995; 
0,997; 
0,998; 

27) szerinti egyenlet rendszere a következő: 

+ 0,101 A — 0 ,064A 3 + 0,046 A4 — 0,036 A5 . . . 

-0,280 Л 0 — 3,240Л г 

-0 ,120Л 0 + 0,ЗЗЗЛ4  

-0,076 A 0 + 0 , 1 6 0 ^ — 0,332 Л, 
-0,056 Л 0 + 0,105Л1  

-0,044 Л 0 + 0,078 Л 4 

+ 0,282 Л2 0 ,148Л 3 + 0,098 Л4  

+ 6,420 Л2 — 0,306 Л 3 + 0,157 А4 

= —0,5 к0 H 
= 0 
= 0 

9,550 Л з + 0,310Л4  

+ 0 ,330Л 3 + 12,600 Л4 0,161 Л2 

0,107 Л2 + 0 ,162Л 3 0,327 Л 

0,074 Л 5 . . 
0,105 Л 5 . . 
0 ,157Л 5 . . . = О 

= О 
= О 

0,312 Л 5 . . . 
15,600Л=. . 

Az egyenletrendszer megoldása: 

A 0 = — 0,390 к 0 H (0,397) 
A 1 = + 0,033 к 0 H (0,034) 

Л = — 0.009 Ä-0 H (0,009) 

Л + 0,004 к 0 H (0,004) 
Л = -0 ,002 к0 H (0,002) 
Аь = + 0,001 к0 H (0,001) 

Már i t t felhívjuk a f igyelmet egy lényeges egyszerűsítési lehetőségre. Az 
A ér tékek számításá t még viszonylag nagyobb a karak ter i sz t ikus tényezők 
mel le t t is végezhet jük olyan közelítéssel, hogy mindegyik egyenle tben a leg-
nagyobb együ t tha tó jú t a g (ál talában az г-ik egyenletben az Л,_ 4 tag) u táni 
t a g o k a t e lhanyagol juk. Az egyenletrendszer megoldása így rendkívü l egyszerű, 
mer t az első egyenletben csak A0 i smeret len, s egy osztással megha tá rozha tó . 
A második egyenletben A0 behelyet tes í tése u t á n csak Al i smeret len szerepel, 
t ehá t i smét közvetlenül számítha tó s tb . Számpé ldánkban az így megha tá rozo t t 
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ér tékeket a fent felsorolt pontos A értékek mellett zárójelben fe l tün te t tük . 
Lá tha tó , hogy az egyezés a = 1 értéknél még kiváló. 

Az A értékek a l ap ján a (115) és (119) egyenletekből számítot t D ér tékek: 

D0 = +0 ,307 k0 H 
D! — —0,0089 k0 H 
Dz = +0,00054 k0 H 
D3 = —0,000058 k0 H 
Д , = +0,000006 k0 H 

— 0,000058 k0 H 
+ 0,000006 k0 H 

Az A és D ér tékek ismeretében számíthatók az egyes t a r tományokban a 
potenciál és á ramfüggvény értékek. A műtárgy alat t i t a r tományban a poton-

8. ábra. Sz immet r ikus szivárgási t a r t o m á n y á ramképe széles m ű t á r g y esetén 

eiál képlete a (106) képlet , melyben C 0 ér tékét a (109) képlet határozza meg. 
Az áramfüggvény ugyan i t t a (107) képletből számítható. (Cn szimmetria m ia t t 
zérus). Az alvízi t a r t o m á n y b a n a (72) képlet ad ja a potenciál és a (74) képlet 
az áramfüggvény értékei t . 

A kiszámított potenciál és áramfüggvény értékek a lap ján megszerkesz-
t e t t áramképet a 8. ábra szemlélteti. A teljes vízhozam: 

Közelítő megoldás lehetősége 

Egy egyszerűsítési lehetőségről az A értékek lineáris egyenletrendszeré-
nek közelítő megoldásával kapcsolatban már a számpélda alkalmával meg-
emlékeztünk. Ez nagyobb a értékek esetén is a lkalmazható nagyobb hiba 
nélkül. Ha a nem nagy, például a •< 1, úgy tovább mehetünk és A0 mellett a 
többi A értéket e lhanyagolhat juk. A0 ér tékét a (116) egyenletből számí tha t juk : 

-1 

Q = D0= 0,307 k0H. 

4 = _ KE 1 
2 sin 94 1 + ßq9, 

A D0 érték (115) a lapján: 
'o 

(129) 

(135) 
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mely egyút ta l a teljes Q vízhozam képlete is, mint az a (107) egyenletből 
t] = 1 helyettesítéssel adódik. 

A 63. pontban foglalt meggondolás szerint a nyomás átlagos értéke a 
műtárgy a la t t i és alvízi ta r tományok ha tárvonalán , t ehá t a műtárgy lábvona-
lának függőlegesében az alvízhez képest : 

A H = H — . (131) 
i + ß n 

Számpéldánk ada ta iva l a (130) és (131) képletek szerinti értékek Q = 
= 0,301 k0 H és A H = 0,35 Я, elég jó egyezésben a pontos Q értékkel, illetve 
a 8. áb rán látható nyomásértékkel. 

66. Különleges eset; nincsen fedőréteg 

Az előző pont eredményei a lap ján a fedőréteg nélküli, véges mélységű 
t a r tományban előálló szivárgás jellemzőit is meghatározhat juk. A közelítő 
módszerek természetesen ez esetben nem érvényesek, hiszen a —> oo. A vonat-
kozó képleteket ha t á rá tmene t képzésével kell előállítanunk. 

A (pn értékek a ha tá rá tmenet során az (59 — 60) a la t t iakba mennek á t . 
Ezekkel a (127) egyenletek használhatat lanok, az eredeti (116) és (124—125) 
egyenletekben azonban a ha tá rá tmene t elvégezhető. Eszerint az A értékek 
számítására szolgáló egyenletrendszer: 

n = 0 

n=0 

1)" A n ß + 
(2 n + l ) n 

- 1 k j l 

i (2 w + l ) 2 t h к nß + (2я + 1)2А 
-I ) J^ri - _ . 

] £ { - 1)" An 

(2 n + l ) 2 — 4 k 2  

illetve nagyobb к esetén : 

2n + 1 
2n — 2k + 1 

0 

(132) 

Továbbiakban feltételezzük, hogy a műtárgy В szélessége nagyobb a 
vízvezetőréteg t0 mélységének másfélszeresénél. Ekkor ugyanis t h nß = 0,98, 
a (132) a la t t i második egyenlet helyett t e h á t már к = 1 esetben is használható 
az egyszerűbb harmadik, mely к = 1, 2, 3 . . . helyettesítéssel a d j a az egyenlet-
rendszer második, harmadik stb. egyenletét . 

A (132) alatti egyenletek között csak az első függvénye t e h á t a mű tá rgy 
В szélességének, a többiben ß nem szerepel, az egyenletrendszer további része 
tehá t egyszer s mindenkorra megoldható úgy, hogy az Av A2,. . . tényezőknek 
és A0 értéknek a viszonyát határozzuk meg. A0 értéke ezután az első egyenlet-
ből adódik, mellyel az összes A érték ismert . 

A szóban levő egyenletrendszer egyszerűsítése érdekéhen bevezet jük az 

«„ = ( - ! ) " ( 2 n + l ) (133) 

jelülést, s így a (132) a la t t i harmadik egyenlet к = 1, 2, 3. . . helyettesítéssel 
az alábbi egyenletrendszert adja : 
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- 1 - + 
«2 + «3 + «4 + <h + .. . = 1 - 1 - + 

3 
+ 

5 
+ 

7 
+ 

9 
+ .. . = 1 

— 1 
«2 + «3 + "i + «5 1 

— 1 1 
+ 

3 
+ 

5 
+ 

7 3 

-0-1-- + — 3 
«2 + «3 «4 «5 + . 1 

-0-1-- + — 3 — 1 
+ 

1 1 3 T 5 
+ . 

5 

«1 , rt. + «3 + + «5 + •• 1 
г 

— 5 3 
+ 

— 1 
+ 

1 
+ 

3 
+ •• 

~ 7 

Az egyenletrendszer megoldása meglehetősen körülményes, ezért csak a 
megoldás lényegére utalunk és a végeredményt í r juk fel. A megoldás az egyen-
letrendszer determinánsának kifejtésén alapszik, amin t azt például az alábbi 
harmadrendű determinánson b e m u t a t j u k : 

1 1 1 1 - 2 — 4 
r — 1 r + 1 r + 3 r — 1 (r — 1) (r + 1) (r — 1) (r + 3) | 

1 1 1 1 - 2 — 4 I 
: î - l g + Ц + З : q - 1 (<7 - 1) (q + 1 ) (q-Щд + 3) = 

1 1 1 1 — 2 — 4 
p — l p+ 1 P + 3 p - 1 ( p - l ) ( p + 1) (p l ) ( p + 3)| 

1 1 1 

r + l r + 3 

2 - 4 1 1 

~ (r - 1) (g - 1) (/> - 1) q -f 1 q + 3 

1 1 
1 

P +1P+3 
1 _ 1 

r + 1 r + 3 
2 - 4 

0 r - q r — q 

( r - l ) ( g - l ) ( p 1) ( r + l ) ( í + l ) (r + 3 ) ( p + 3 ) 

r — p r — p 0 
( r + l ) ( p + l ) (r + 3) (g + 3) 

2 - 4 ( r - q ) ( r - p ) 

1 1 ( 

q+1q+3 

( г - 1 ) ( д - 1 ) ( р - 1 ) ( г + 1 ) ( г Т з ) | 1 _ J _ . 
P + 1 P + 3 
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A felvett determinánson, melynek p, q, r értékei tetszőlegesen választott páros, 
egész számok, a kifej tés során az a lábbi műveleteket végeztük. Előbb az első 
oszlopot k ivontuk a második és harmadik oszlopból, majd a kapo t t determi-
náns oszlopaiban levő —2 és —4 közös tényezőket, valamint a sorokban levő 
(r — 1), (q — 1) és (p 1) közös tényezőket kiemeltük. A kapot t determináns 
első sorát a második és harmadik sorból kivonva olyan determinánst nye r tünk , 
melynek első oszlopa az első elem kivételével zérus, t e h á t értéke másodrendű 
determinánssal közvetlenül felírható. Ez utóbbiból egyút ta l kiemeltük az osz-
lopokban levő (r + 1), (r + 3) és a sorokban levő (r — q), (r — p) közös ténye-
zőket. A megmaradt másodrendű de termináns az eredeti ha rmadrendű deter-
mináns első eleméhez tar tozó aldetermináns, mellyel az eljárás hasonlóan 
fo ly ta tha tó . Végül a determináns ér téke egy tör t , melynek nevezőjében a 
determináns összes elemének nevezői, s z á m l á l ó j á b a n a p , q, r értékekből alkot-
ható különbségek szorzandók 22-4 = 16 puszta számmal. 

A b e m u t a t o t t kifej tési eljárás tetszőleges fc-adrcndű determináns esetén 
alkalmazható, s a végeredmény ismét egy tört , nevezőjében a de te rmináns 
összes elemének nevezőivel, számlálójában az összes p, q, r. .. értékekből alkot-
ható különbségekkel és 2k~l • 4*"2 • 6A"3 . . . (2к — 4)2 (2к — 2) szorzóval. 
Л (134) a la t t i egyenletrendszerben a p, q, r. . . . értékek egymásutáni páros 
számok, t e h á t az egyenletrendszer első к egyenletének megfelelő Д-adrondű 
determináns kifej tet t tör t jének számlálójában levő különbségek közöt t (к 1)-
szcr fordul elő a 2, (k — 2)-szer a 4, s tb. , a különbségek szorzata t ehá t egyenlő 
a puszta számmal. A determináns számlálója t ehá t 22k 2 • 42A 4 • 62A f> . . . 
. . .(2к — 4)4 (2к 2)2, s nevezője a szóban levő Д-adrendű determináns összes 
elemének nevezőiből a lko to t t szorzat. 

Az ismeretlen meghatározásához szükségünk van még egy determináns 
értékére, melyet úgy nyerünk, ha az előbbi determináns óik oszlopának helyébe 
a (134) a la t t i egyenletrendszer jobb oldalát í r juk. Ezt az óik oszlopot a k a p o t t 
determinánsban felcseréljük az előtte levővel, majd ismét az előtte levővel, 
míg végül is ez lesz az első oszlop, s minden csere alkalmával az előjelet vá l t juk . 
Ha ezután ú jabb előjelváltással a k a p o t t első oszlopot végigszorozzuk ( 1)-
gyel, úgy ez az oszlop beleillik a de termináns ciklikus rendszerébe, s a deter-
mináns csak annyiban tér el az egyenletrendszer már tá rgyal t fődeterminán-
sától, hogy az óik oszlop után ugrás van — egy oszlop hiányzik. A kife j tés 
ugyanúgy végrehaj tha tó , s az eredmény ismét egy tör t , nevezőjében az új 
determináns összes elemének nevezőiből a lkotot t szorzat, számlálójában az 
összes p, q, r. . . ér tékekből alkotott különbségek szorzata (mely azonos a fő-
determinánséval) és egy puszta szám: 2k l- 4k~2- 6A 3 . . . (2к — 4)2 (2к — 2) -

2 к 2k — 2 2 Jfc — 2 г + 2 
2 i 2 i — 2 2 

A ké t determináns hányadosa a d j a az a, ismeretlen értékét . A hányados 
képzésénél figyelembe vesszük, hogy a fődetermináns nevezőjében levő ténye-
zők közöt t az óik oszlop helyébe a (134) egyenletrendszer jobb oldalának neve-
zői kerültek, egyébként a tényezők azonosak, kiesnek. Az a, ismeretlen t e h á t : 

«, = к к — 1 к — г + 1 

i i — 1 1 

2 г 1 2 г — 3 
1 3 

3 1 I 3 2 к — 2 i — 1 
2 г — 3 2 г — 1 2 г + 1 2 г + 3 " ' 2к — 1 

(135) 
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Ez a megoldás az első zárjeles k i fe jezésben i t ényező t , a másod ikban к 
"tényezőt t a r t a lmaz , mely u tóbbinak első i t ényezője az egységgel egyenlő szor-
z a t o t a d (párosával egymás reciprokai), így végeredményben (k — i) t ényező 
m a r a d . 

A k a p o t t megoldás még nem a (134.) a la t t i egyenletrendszer megoldása, 
c s u p á n annak első к egyenletéből s z á m í t o t t közelí tő ér ték . A végleges a, meg-
oldás к —у oo h a t á r á t m e n e t t e l keresendő. Válasszunk ezért o lyan к é r téke t , 
m e l y i-nek többszöröse , pl. к = ni, aho l n egész szám. A (135) a la t t i második 
zár je les kifejezés így {к — г) = (n — 1) i t ényező t t a r t a l m a z , melyek közö t t az 
тг-ik számlálója azonos az első nevezőjével , a (2n — l)-ik számlálója az тг-ik 
nevezőjével s tb . , v a l a m i n t az (n -f- l)-ik számlálója a második nevezőjével s tb . , 
a z összes (n — 1) i t ényező t e h á t i t ényezőre egyszerűsí thető, melyek a (135) 
a l a t t i első zár je lben levő i számú téyezővel f o rd í t o t t sorrendben páros í tva 
(k = ni helyettesí téssel) az alábbi megoldást a d j á k : 

ni — i + 1 (иг — г + 2 ) 3 {ni — i + 3 ) 5 (2 г — l ) n  

' 2ni — 2 i + 1 (2 ni — 2 i + 3) 2 (2 ni — 2 i + 5) 3 " " 2 гаг — 1 

A к-y oo, azaz n-y oo h a t á r á t m e n e t igy m á r elvégezhető és a kere-
s e t t a, ismeret len : 

1 3 5 7 2 i — 1 „ „ . 
a = - — . . . • 136 

' 2 4 6 8 2 i 

A (132) a l a t t i e rede t i egyenle t redszerünk megoldásai t e h á t (133) alap-
j á n (visszatérve az n indexre) : 

An = (— 1)" . — . — . -5 • — . . . — - - — 1 \ j (137) 
2 4 6 8 2 n 2 ra + 1 

a h o l A0 a (132) a l a t t i első egyenletből h a t á r o z a n d ó meg. He lye t t es í t sük 
e z é r t ebbe az egyen le tbe (133) a l a p j á n An é r téké t : 

у Л «а 
n = О 2 n + 1 

ß + 
(2 га + 1)л 

A0ß у > 
í+o 2 га + 1 

+ А0
 2 У а" = — —к0Н. ( 1 3 8 ) 

л — { ) ( 2 г а + 1 ) 2 2 

F e l a d a t u n k t e h á t az alábbi összegek megha t á rozása : 

= 1 + _ 1 . . 1 + Л . 1 . 1 + Л . А . « . 1 + . . . (139) 
„То 2 га+ 1 2 3 2 4 5 2 4 6 7 

• " = i + 2 — î _ + i . ! . _ î _ + I . i . ! . + + . . . ( и в ) 
,ТГо(2га + 1)2 2 3 - 3 2 4 5 - 5 2 4 6 7 - 7 

A z előbbit az i smer t 
, 1 X3 , 1 3 X5 , 1 3 5 X7 , „ 1 4 

a r c s i n x = x - ; r • 1 + . . . (141) 
2 3 2 4 5 2 4 6 7 
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összefüggésből x = 1 helyettesítéssel közvetlenül megkapha t j uk : 

V "" = arc sin 1 = — = 1,5708 . 
ÜTo 2 n + 1 2 

(142) 

A (140) a l a t t i összeg ér tékét a sor kielégítő konvergenciája mia t t közvet-
lenül is számi tha t juk , de jobb konvergenciát érhetünk el, ha (141 )-et x = 0 
és x = 1 ha tá rok közöt t integráljuk és (140)-ből kivonjuk, ma jd rendezzük. 
Az igy k a p o t t sor : 

- an _ я 1 1 1 | 1 3 1 1 3 5 1 h 

Я Т о ( 2 и + 1)2 2 2 2 3 - 3 - 4 2 4 5 - 5 - 6 2 4 6 7 - 7 - 8 

1,089 (143) 

A (142—143) alat t i eredményeket (138)-ba helyettesítve, kifejezhető Au 
értéke: 

An 
2 k0H _2 k0H 

я ' 0,88 + 2 / Г " я * В 
tn 

(144) 

melynek ismeretében a további A együt tha tók : 

A = -

Ao = 

A = ~ 

A = + 

A, = — 

1 1 
A = 2 3 
A = 

1 3 í 
A 2 4 5 
A 

1 3 5 í 
A = A = 2 4 6 ' 7 A = 

1 3 5 7 í ( 

2 4 6 8 

1 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 1 
10 11 

— 0,1667 A0 

+ 0,0750 A0 

— 0,0446 A0 

+ 0,0304 A0 

á0 = - 0,0224 A0 

(145) 

Az A értékek ismeretében az alvízi t a r tomány potenciálfüggvénye a 
(72), áramfüggvénye a (74) képlettel ado t t , figyelembevéve, hogy cpn értékek 
az (59) képlet szerintiek. A műtárgy a la t t i t a r t o m á n y áramképének jellemzésére 
a D értékeket kell kiszámítanunk. A (115) képlettel (133) és (142) figyelemhe-
vételével: 

D0 = - V An(- 1)" = - Л J V — - = (145) 

П-0 2 n + 1 0 ) 8 8 + В 
to 
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Mivel D0 — mint már tárgyaltuk — egyúttal a műtárgy ala t t átszivárgó 
összes vízmennyiséget is jelenti, a (145) képlettel a véges vízvezetőréteg víz-
hozamára vonatkozólag Dachler által már levezetett képletet kaptuk meg. 

A továbhi Dk értékeket akár a (119), akár a (123) képletekből számít-
hatnánk, a számítás azonban körülményes. Szorozzuk ezért (119)-et shkjr/S-val 
és (123)-at chk7r/?-val, majd a két egyenletet adjuk össze és fejezzük ki Dk 
értékét: 

iteо Уп — (кл)2\(рп к л 

azaz rendezés és (59 — 60) helyettesítése után: 

D„ 

végül (133) a lapján: 

D k 

- e - k n ß У ( - 1 ) " A n 
2n + 1 

к: n=0 2 n + 2k + 1 

( _ if2.AA e-knß y _ 
к л , — 2 n + 2 6 + 1 

(146) 

Feladatunk a képletben levő összeg értékét к = 1 , 2 , 3 . . . helyet-
tesítéssel egyszer s mindenkorra meghatározni, figyelemmel a (136) alat t i 
értékekre. A summa kifej tet t a lakja: 

V 1 1 i l » 

n4f02 n + 2 к + 1 2 fc + 1 2 2k + 3 2 1 2 1 + 5 

+ i . A - 5 . 1 . + . . . 
2 4 6 2k + 7 

+ 

(147) 

Ha az alábbi Taylor-sort: 

r2k 
= X2k -| x' 2k+2 1 3 

2 4 
r2fc4 4 1 3 5 

2 4 6 
a++ 6 + . . . 

a; = 0 és x = l határok között integráljuk, úgy jobboldala nyilván (147) 
jobboldalával lesz egyenlő, s ezért 

V 
2 n + 2 к + 

- = (' , X —- dx = í si 
1 J Vi — х- ) 

= sin2" í dt = 1 3 5 
2 4 6 

A Dk értékek tehá t (146)-ból; (145) figyelembevételével: 

2k + 1 
M it 

e-kní> Ak. 

2 fc — 1 я 

2 it 2 

(148) 

(149) 
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Számértékekkel: 

A> — - ~ Д 
ÍJ 

Dl = + e-nf A0 
2 

D0 = - e~2"f> A0 
16 

(150) 

Л kapot t D értékok ismeretében az á ramkép a műtá rgy a la t t i t a r tomány-
ban is ado t t a (106) és (107) képletekkel, melyekben Cn = 0 (szimmetria miat t ) 
és C 0 a (109) képlet szerinti. Megjegyzendő, hogy a (150) a la t t i 1 \ , D2. . . érté-
kekben levő exponenciális függvény mia t t az áramkép a műtárgy alatt i ta r -
tománynak csak a ké t végén — mintegy a vizvezető réteg t0 mélységének há-
romnegyed hosszúságán — tér el a parallelszálas szivárgási képtől. 

E pontban végzett vizsgálataink során eddig feltételeztük, hogy a mű-
tárgy В szélessége nagyobb a vízvezetőréteg t0 mélységének másfélszeresénél. 
Most röviden u ta lunk még a megoldás mód já ra abban az esetben, ha ez a fel-
tétel nem teljesül. Ebben az esetben ugyanis a (132) a la t t i második egyenlet 
helyett nem lehet minden esetben az egyszerűbb, harmadik egyenletet hasz-
nálni. Az egyenletrendszer első egyenlete vál tozat lanul a (132) a la t t i első egyen 
let lesz, u tána néhány egyenlet a ( 132) a la t t i második egyenlet szerint írandó fel, 
ma jd — ha th Icnß kellően megözelíti az egységet — ismét á t té rhe tünk a 
harmadik — /1-tól már független — egyenletre. 

Л számítás metódusá t példaképpen bemuta t juk olyan esetre, hogy 
th3 л/3 1, de th nß ф 1 ф th 2nß, t e h á t ké t egyenlet kell a második t ípus 
szerint kifejteni, a harmadiktól kezdve az egyszerű forma használható. Ez 
körülbelül annak az esetnek felel meg, ha а В műtárgyszélesség fele a tn mély-
ségnek . 

A (134) egyenletek helyébe így a következő egyenletek lépnek (meg-
különböztetésül az an tényezőket vesszővel jelölve): 

3 thnß + 2 a[ , 5 thл /3 + 2 а'г , 7thrc/3 + 2 a'3 , 
-i 1 1_ 

9 

9 th nß + 2 oi _ t h Я/3 + 2 1 
11 7 ~ 3 1 

3 t h 2 7Г/3 + 4 a[ 5 t li 2 nß + 4 а'г 7 th 2 nß + 4 oá 

+ 

+ 

91 h 2 nß + 4 a'i 

+ 

13 

«i , «2 a 3 a* 
- 3 — 1 1 3 

11 3 ; ( i s i ) 

th 2 л/3 + 4 1 
5 3 

1 
" _ 5 
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Mint lá t juk , a harmadik egyenlet azonos a (134) a la t t i harmadik egyen-
let tel , s a többi is azonosan írandó fel. Feladatunk t ehá t az a' ér tékrendszert 
meghatározni egy egyenletrendszerből, melynek csak első ké t egyenlete té r el 
egy már ismert és megoldott egyenletrendszertől, ti. a (134) jelűtől. 

A feladatot a következő módon o ldhat juk meg. Té r jünk vissza a (134) 
egyenletrendszerhez, s annak második egyenletét szorozzuk A1; első egyenletét 
pedig A2 ha tározat lan együt thatókkal és redukáljuk zérusra, ma jd ad juk hozzá 
a harmadik egyenlethez. Ugyanígy a d j u k a harmadik és második egyenletet 
a negyedikhez, stb. : 

ai + 2 , (h + 2 ax + А о i a 3 Aj rta + Я2 ал ал + Ax a3 + A2 a2 

— 3 — 1 1 3 

+ ... = 1 

«1 + 2 I
 a2 + 2 «1 + 2 I

 a3 + 2 a2 + 2 Й1 . Я4 + Aj a3 + A, a2 
1 1 

— 5 — 3 — 1 1 

+ . . . 1 

(152) 

Fenti egyenletek azonosak a (134) a la t t i harmadik, negyedik, stb. egyen-
letekkel . de flj, o2 értékek he lye t t ezekből kombinál t kifejezések szere-
pelnek. Nyilván ez utóbbiak is kielégítik az első két egyenletétől megfosztot t 
csonka egyenletrendszert, bármely Ax és Я2 tényező mellett . 

Ha tehá t a (151) alat t i egyenletrendszer megoldásául az 

«i = «i + 2 
a2 =a2 + Ajrtj -f A, 
аз = аз + Aj a2 + A2 % 

a'n = an + Aj a „ _ j + A2 an_2 

(153) 

értékrendszert választ juk, úgy a ha rmadik egyenlettől kezdve valamennyi kie-
légiil, bármely A értékek mellett. Ez u tóbbiakat úgy határozzuk meg, hogy 
(153) alatti a ' ér tékeket (151)-be helyet tes í t jük, s mivel az a értékek ismertek, 
a ké t egyenletben egyedül a két A ismeretlen, így számítható. Az eredményeket 
(153)-ba helyettesí tve nyerjük az a' értékrendszert , melynek alapján már ismert 
módon meghatározhat juk az á ramkép An jellemzőit. A számítás további rész-
leteibe nem bocsátkozunk, a gyakor la t i esetekben ugyanis többnyire kielé-
gi i la S > 1 , 5 t0 feltétel, s ha nem, úgy közelítő megoldásként mintegy ß > 0 , 5 < 0  
esetig az e pon tban ismertetet t el járás, ez a la t t pedig az 51. pontbeli el járás 
alkalmazható. В = 0,5 /„ esetben (ß = 0,25) th nß = 0,66. th 2nß = 0,92 
fo ly tán az á ramkép még tűrhe tő pontossággal ha tá rozha tó meg a (144—145) 
a l a t t i tényezőkkel, kisebb műtárgyszélesség esetén pedig szemlélet ú t j án világos, 
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hogy a szádfalszerűen keskeny műtárgy feltételezése — a műtárgy közvetlen 
környezetétől eltekintve — megengedhető. Utóbbi esetben ugyan az átszi-
várgó vízmennyiségre nem kapunk megoldást, erre vonatkozólag viszont ren-
delkezésre áll Dachler vonatkozó képlete, melyet В <t0 esetre idézünk: 

13 + 
Q = k0H • 0,73 log 

2,54 

B\ 2 

(154) 

'o 

67. Az áramkép meghatározása széles műtárgy és aszimmetrikus rétegződés esetén 

A műtárgy alat t i t a r t omány (106) a la t t i potenciálfüggvényét ebben az 
esetben úgy kell meghatározni, hogy a csatlakozási feltételek mind az alvízi 
t a r tomány határvonalán (£ = ß), mind a felvízi t a r t omány határvonalán 
(I = — ß) kielégüljenek, mind a potenciál, mind a vízhozamok egyenlősége 
tekintetében. A feladat megoldására az eddigiekhez hasonlóan négy feltételi 
egyenlet í rható fel a négy ismeretlen értékrendszer (alvízi A értékek, felvízi F 
értékek, műtárgy alat t i С és D értékek) meghatározásához. A feladat t ehá t 
elvileg megoldható és van négy olyan értékrendszer, mellyel a teljes á ramkép 
jellemezhető. 

A feladat fenti módon való megoldása azonban körülményes és hossza-
dalmas, s В <i 1,5 f0 esetben — mely már a szimmetrikus esetnél is kompliká-
ciókat okozott — az exakt megoldás megkeresése alig kivihető. A ß > 1 ,5/ 0  
esetben viszont egy egyszerűbb módszer is áll rendelkezésünkre, mely — az 
előző pontban már emlí tet t módon — közelítő megoldásként mintegy В '> 0,5/,, 
határ ig is alkalmazható, s melyet a következőkben ismerte tünk. 

A módszer alapja az a felismerés, hogy e hosszabb műtá rgy a la t t a szivár-
gás — legalábbis a műtárgy középvonalában - alig tér el a párhuzamos szálas 
áramképtől , a potenciál t e h á t a műtárgy középvonalában állandónak tekint-
hető, mert a potenciálvonalak merőlegesek az ára m vonalakra. (Vö. a (150) 
képlet u t án t e t t megjegyzéssel). E potenciál ér tékét ugyan nem ismerjük, de 
meghatározása — mint egyetlen ismeretlené — az átszivárgó teljes vízmennyi-
ség felvízi és alvízi egyenlősége alapján könnyű. 

A számítást úgy célszerű végrehajtani , hogy a felvízi oldalon levő fedőré-
tegek helyébe is az alvízi fedőrétegeket képzeljük és az így kapo t t szimmetrikus 
esetet a (112—113) képletekkel megoldjuk H = 1 vízszintkülönbség felvéte-
lével. Az áramkép jellemzői A'n és D'n (n = 0, 1, 2, . . . ) együt tha tók lesznek. 
Most az alvízi fedőrétegek helyébe képzeljük a felvízi t a r t omány fedőrétegeit 
és a k a p o t t szimmetrikus esetet ugyanazokkal a képletekkel megoldjuk ismét 
H = 1 vízszintkülönbség esetére. A (112—113) képletekben cpn helyébe termé-
szetesen a felvízi fedőrétegeknek megfelelő 0 n ér tékeket í r juk. Az így kapo t t 
együt tha tóka t jelöljük A'f és D+vel. Az átszivárgó víz mennyiségét a ké t 
esetben D'0 ill. D'l ad j a meg. 

Tegyük fel, hogy a műtá rgy középvonalában fellépő állandó potenciálnak 
megfelelő nyomás az alvízi szinthez képest mH, ahol az m tényező 0 és 1 közötti 
szám a kétféle fedőréteg foj tásától függően. Szimmetrikus esetnek m = 0,5 
tényező felel meg. Nyilvánvaló, hogy az m tényező a vízhozamok egyenlőségét 
kifejező 

mD'o = (1 — m) D"ü 
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összefüggés a lap ján : ^ _ D"0 

4 + D"o 
képletből számítható. Az m tényező ismeretében az alvízi t a r t o m á n y végleges 
áramképét jellemző A, D értékrendszer 

An = 2mA'nH és Dn=2mD'nH (156) 

összefüggésekkel rendelkezésre áll. A felvízi t a r tomány áramképének jellemzői 
hasonlóan nyerhetők az / I é s D'„ értékekből 2(rn — 1)Я szorzóval. A negatív 
előjelet az indokolja, hogy a felvízi oldalon a szivárgás iránya ellentétes azzal, 
min t aminek a lapján az D„ ér tékeket meghatároztuk. 

Ha a felvízi és alvízi t a r tományok közül valamelyik fedőréteg nélküli, pél 
dául a felvízi, úgy I)[j helyett a (154) alatti Dachler-féle képletet helyettesíthet-
jük kis műtárgyszélesség esetén. Az alvízi áramkép így kis szélesség esetén is majd-
nem korrekt lesz, mer t fedőréteg esetén a műtárgy a la t t i párhuzamos szivárgási 
kép a műtárgy középrészén gyakorlati lag már kisebb szélesség esetén is előáll. 

A mondo t t aka t egy számpéldával illusztráljuk. Legyen a szivárgási 
t a r t omány a felvízi oldalon fedőréteg nélküli, az alvízi oldalon a fedőrétegek 
a l ap ján számítot t karakteriszt ikus tényező a a = 1. A műtá rgy szélessége legyen 
В = t0, azaz ß = 0,5. Határozzuk meg a nyomás értékét a műtárgy közép-
vonalában, ha az alvízi és felvízi vízszintek különbsége Я . 

Az alvízi t a r t o m á n y példánkban azonos a 65. pon tban megoldott szám-
példa alvízi t a r tományáva l . A D„ érték t ehá t azonos á z o t t kapo t t D0 értékkel 
Я = 1 esetére, azaz 

D'0 = 0,307 k0 

A fedőréteg nélküli felvízi t a r t omány í)'( vízhozama (145) képlettol: 

/Я;' = 0,53 k0 
Az m tényező (155) képlettel 

m = 0,634, 

a keresett nyomás t ehá t 0,634 Я az alvízszinthez képest. 
Határozzuk meg a szivárgás áramképét ! Az alvízi t a r t omány A, D 

értékei a 65. pont számpéldájában kiszámítot t megfelelő értékekből a (156) 
összefüggés szerint 2 m = 1,268 szorzóval nyerhetők, a felvízi t a r t omány 
megfelelő értékei pedig a 66. pont (145) és (150) alat t i értékeiből 2(1 — m) = 
= — 0,732 szorzóval. Az együt tha tók ismeretében az á ramkép már ismert 
módon megszerkeszthető. 

Az áramképét a 9. ábrán l á t ha t j uk . 
<b.tx> B-to — aa-l 

•214 



7. Galli László megoldásának kritikája 

Bevezetőben már említettük, hogy a fedőréteggel t aka r t , véges mélységű 
vízvezető rétegben előálló szivárgások problémájá t Galli László azzal a közelítő 
feltevéssel vizsgálta, hogy a vízvezető rétegben előálló sebességek függőleges 
komponensét elhanyagolta. A vízvezető réteget így folyamatos vízkivétellel 
terhelt esőnek tek in the t jük , melynek egy-egy függőleges metszetében a nyomás 
állandó. E feltétellel a probléma lényegesen egyszerűbb képletekre vezet, 
ezek hibahatárai t azonban (íalli László — megfelelő pontos számítási el járás 
h iányában - csak közvete t t módon, s kevésbé meggyőzően tud ta megvizs-
gálni. E fejezetben e hiányosságot k ívánjuk pótolni, s a (lalli-félc számítási 
e l járásnak a pontos képletekkel való összehasonlítását elvégezni. 

Galli László el járása az ára m képek megszerkesztésére természetesen nem 
alkalmas, csupán a műtárgytól különböző távolságban levő függőleges metsze-
teken átszivárgó vízmennyiségek és az illető metszetekben fellépő nyomás 
(helyesebben az alvízi fedőrétegsor felső síkján levő nyomáshoz viszonyított 
nyomástöbblet) meghatározására szolgál. Végképletei lényegileg a következők 
(e t anu lmány jelöléseit alkalmazva): 

Valamely műtárgy a la t t átszivárgó összes vízhozam 

Q = ' ° k 0 I l . (157) 

-"o 
ahol B 0 a teljes szivárgási t a r tomány egyenértékű műtárgyszélessége, mely a 

B0= Bf+ В + Ba (158) 
összefüggéssel a mű tá rgy tényleges В talpszélességéből, valamint a felvízi 
t a r t o m á n y Bj és az alvízi t a r tomány Ba fiktív műtárgyszélességéből tevődik 
össze. Ez utóbbiak közül például az alvízi fiktív szélesség: 

Bn V o í - ' (159) 
Kfa 

melyben tja és kJa az alvízi fedőrétegsort helyettesítő egyenértékű fedőréteg 
(lásd 61. pontban) vastagsága és szivárgási tényezője. A Bf f ikt ív műtárgy-
szélesség képlete azonos a (159) képlettel , csupán a felvízi egyenértékű fedő-
réteg tfj és kjj állandói szerepelnek a megfelelő alvízi értékek helyett. 

A műtárgy alvízi lábvonalától x távolságban felvet t függőleges metszeten 
átszivárgó vízmennyiség Q ismeretében: 

X 

Qx = Qe B- (160) 
és hasonló a képlet a felvízi oldalra vonatkozólag fíj értékkel. 

A műtárgy alvízi lábvonalában fellépő nyomás értéke (a fedőréteg felső 
s ík jában fellépő nyomáshoz viszonyítva): 

h0=B"H vagy K= B° Q (161) 
В о «'о 'о 

képlettel nyerhető, melyből az alvízi lábvonaltól a; távolságban fellépő nyomás 
értéke: 

X 

hx = h0e~~B* (162) 
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Hasonlóan ha tározhatók meg a felvízi t a r tomány nyomásértékei, Ba 
h e l y e t t Bj helyettesítésével. 

A Galli-féle e l járás képleteinek ismertetése után vizsgáljuk meg azoknak 
összefüggéseit az e t anu lmányban foglalt képletekkel. Az alvízi t a r tomány 
aa karakterisztikus tényezője (19) a l ap ján 

,, _ ja G 

K'fa 
mellyel (159)-ből nyilvánvaló, hogy 

= (163) 
Vaa 

és hasonlóan Bj ugyanígy függ a^-lől, tehát (158) szerint: 

2?0 = A + j B + A ( 1 6 4 ) 

f«/ \ aa 

Az összes á tsz ivárgó vízmennyiség tehá t (157)-ből: 

к TI 

]/af t0 faa 

A kapott á l ta lános képlet különleges esetei a következők: 
1. f e l v í z i t a r t o m á n y h i á n y z i k é s В = 0 (1. ábrának megfe-
lelő idealizált eset): 

Q=k0H]Jaa. ( 166) 

Tanulmányunkban erre az esetre a < l esetén 4%-on belül pontos közelítő 
képle te t vezettünk le, mely (36) a lap ján (A h = H): 

Q = k0H]/aa (167) 
3 + aa 

A ké t képletet összehasonlítva nyilvánvaló, hogy a (166) képlet aa = 1 esetén 
tovább i 14% hibával terhelt*. A hiba kisebb a értéknél kisebb, nagyobbnál 
növekszik. Nagyobb a esetén azonban a (167) képlet h ibá ja is nő, tehát az 
1. táblázat szerinti pontos képletet kell használni. 
2. á r a m k é p a s z i m m e t r i k u s , t e h á t aj =j= aa é s В = 0 
(63. pontban t á rgya l t eset): 

Q = K H
 . (168) 

1 1 
]jas ][aa 

* A 14% hiba a két képlet között, mu ta tkoz ik a a = 1 esetén. A (líi7) képlet 4 % 
h i b á j a azonban ezzel ellenkező ér te lmű, ezért a (106) képlet abszolút h ibá ja esak 10% 
k ö r ü l van. 

•216 



Tanulmányunk (104) képlete kissé á ta lak í tva : 

— + — 

A <Po 

mely közelítő képlet és akkor érvényes, lia a felvízi és alvízi t a r tományok 
közül legalább az egyiknél a karakteriszt ikus a tényező kisebb az egységnél. 
A képletben ú0 és cp0 a karakteriszt ikus egyenletek első gyökei. 11a például 
az alvízi t a r tomány aa tényezője kisebb 1-nél, úgy 

9V 3 + a a 

mely utóbbi közelítés mintegy 10% hibával terhelt , ha a a = 1. Ha a felvízi 
t a r t omány aj tényezője is kisebb az egységnél, úgy Ún-ra hasonlító közelítés 
a lkalmazható és a (169) képlet azonos lesz a (168) képlettel . A (169) képlet 
azonban akkor is jó közelítést ad, ha csak az egyik, pl. az alvízi t a r t omány 
aa tényezője kicsi, a másik lehet nagy, aká r oo, mely a fedőréteg nélküli tar tó-

ra 

m á n y t jelenti. Mivel ekkor 0O = - -, ezért azt az érdekes következtetést von-

ha t juk le, hogy 
2 

fedőréteg nélküli tartomány Galli-féle egyenértékű műtárgyszélessége - t0 = 
71 

= 0 , 6 4 t0 abban az esetben, ha a másik tartomány a tényezője kicsi. U t ó b b i m e g -
szorítás nyilván szükséges, mert lia mindkét t a r tomány fedőréteg nélküli, úgy 
az ál talunk is levezetet t (145) a la t t i Dachler-képletből ugyanez a műtárgy-
szélesség 0,44 t0-ra adódik. 

Fentiek alapján már következtethetünk a Galli-féle módszer érvényességi 
h a t á r a i r a . Ha a felvízi és alvízi tartományokra vonatkozólag az a karakterisztikus 
tényező kisebb az egységnél, úgy az eljárás 10° /0 -nál kisebb hibával alkalmazható. 
E hibahat ; ír 4%-ra csökkenthető, lia a Galli-fele egyenértékű műtárgy széles-
ségét 

A = / 1 + " - (171) 

növelő tényezővel szorozva állapít juk meg. lia a nagyobb az egységnél, úgy 
a hiba erősen nő, ezért az 1. táblázatban foglalt pontos képlet alkalmazása 
javasolható. 

A Galli-féle eljárás kiegészítésére megállapít juk, hogy az eljárás akkor is 
alkalmazható, ha csak az egyik t a r tományra vonatkozólag teljesül az a < l 
feltétel. A másik — például a felvízi t a r t o m á n y egyenértékű műtárgyszélességét 
ebben az esetben az a, tényező nagyságától függően 0,64 t0 és /0 határok közö t t 
kell felvenni, melyek közül az előbbi az a, = oo (fedőréteg nélküli eset), 
az u tóbbi az a, = 1 esetnek felel meg. 
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FÜGGELÉK 

Az általános trigonometrikus függvénysorok elmélete 

T a n u l m á n y u n k bevezető részében emlí tés t t e t t ü n k már az ál ta lános tr igo-
nomet r ikus függvénysorokról , melyek a fedőréteges szivárgási t a r t o m á n y o k 
m a t e m a t i k a i t á r g y a l á s á t lehetővé t e t t ék . Ki lá tásba helyeztük e függvénysorok 
e lméletének i smer te tésé t . Ez képezi jelen függelék t á r g y á t . 

1. Az általános trigonometrikus függvénysorok 

Állí t juk, hogy végtelen sok olyan 

<Po, <Pv 9 ? 2 > • • • <Pn> • • • Vn, 4>i, Vi, ••• Vn, 

ér tékrendszer létezik, melyekkel képeze t t 

(F - 1 

Cpn <P, <Pо (P., COS -X cos X, COS — X, . . . COS X, . 
I l l l 

• Vn • V\ • Vi • Vn sin - X, sin X, sin — X, . .. sin — X , . . 
I l l l 

(F - 2) 

függvényrendszer az — / <C x <C + / in te rva l lumban ortogonális és lehetővé 
t e sz i bármely у = f(x) függvénykapcso la t eml í te t t in te rva l lumba eső részének 
sorbafe j tésé t az 

f(x) = j>'\An cos — x + Bn s i n Wn- x 
n=0' l l 

[ и = 0 , 1 , 2, . . . ] { F - 3) 

kép le t szerint, ha az f(x) f üggvény kor lá tos és legalább szakaszosan folytonos. 

2. Segédtételek 

Idézzük az a lább i h a t á r o z o t t in tegrá lokat : 

+ / 

cos2 — x dx = l 1 + 
sin 2 9>„ 

2 Vn 

j s m ^ J 
2 Vn 

(F - 4) 

t o v á b b á , mivel az in tegrandus pá ra t l an függvény, minden n és m ér tékre: 

+í 
Vn • 1 

:0S XSin 
l l 

—l 

cos — x sin — x dx = 0 ( F - 5) 
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végül minden n és m ér tékre , de n -f= m \ 

(VnWVn — Vm tg <Pm) 
—i —i 

+i • (F - 0) 

m 
( v m 

ctg rp 
m -I 

Л fonti egyenle tekben qn, qm, rpn, yim tetszés szerinti valós számértékek 
lehetnek. 

3. A függvényrendszerek ortogonalitásának feltételei 

Vizsgáljuk meg, mi a feltétele a n n a k , hogy az (F —2) a l a t t i függvény-
rendszer ortogonális legyen? 

Az (F — 5) egyenlőség ér te lmében bármelyik cosinus függvény minden 
ese tben ortogonális va lamenny i s ínusfüggvényhez . 

Az (F 6) egyenlőségek a lap ján v iszont az (F —2) a l a t t i cosinus és sinus-
függvények egymás közö t t is or togonál isak, ha bármely n és m é r tékre (n =f= m ) 
igazak az alábbi egyenletek: 

E feltételi egyenletek egyér te lműen kielégülnek, ha az (F — 1) a la t t i 
é r tékrendszer összes q> és y> értékei a 

karakter i sz t ikus egyenletek gyökei, aho l С és С tetszés szer in t vá lasz tha tó 
á l landók. A karakter i sz t ikus egyenletekből megha tá rozha tó végtelen sok gyök 
minden С -hez egy végtelen <p é r t ékrendszer t és minden С -hez egy végtelen 
y> ér tékrendszer t ad , ezek szerint ké tszeresen végtelen sok ortogonális függ-
vényrendszer képezhető. 

A tovább iakban <p0 és y>0 a l a t t az (F —8) ala t t i ka rak te r i sz t ikus egyen-
letek első pozitív gyökét (főértékét) é r t j ü k , míg <pn és yn azok (n -j- l)-ik pozit ív 
gyöke. A második karakter isz t ikus egyenle tnek y> = 0 is gyöke, ezt azonban 
az ér tékrendszerből k i zá r juk , mert megfelelője az (F -2 ) függvényrendszerben 
zérusfüggvény. 

A karakter i sz t ikus egyenletek gyökeinek grafikus ábrázolása szemléletes 
á t t e k i n t é s t n y ú j t az ér tékrendszerekről . Az (F — 8) egyenletek á t a l ak í t á sáva l 

<Pn t g (Pn — t g 9+ = 0 j 
VnCtgVn — V m c t g y m = 0 j 

( F - 7) 

<ptg<p = cr 

illetve y> c t g y> = Cv 
(F - 8) 

( F - 9) 
w 

t g v = c ¥ 
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ugyanis nyilvánvaló, hogy az F—l. ábrán felrajzolt tangensgörbéknek az. 
y = С l<p hiperbolával, illetve az y = egyenessel való metszéspontjaihoz, 
ta r tozó abszcisszák a <p, illetve у értékek sorozatát a d j á k . 

Az ábra a lap ján megállapítható, hogy a (p és гр értékek célszerűen írhatók 
az alábbi a lakban: 

<pn = n л + en 

xpn = n л + Á + Vn  

л 

(71 = 0 , 1 , 2 , 3 . . . ) , (F — 10) 

ahol f n és i]n -nél kisebb értékek és növekvő n nel zérushoz t a r t anak . 

F — 7. ábra. Aip és y> é r tékrendszer graf ikus szerkesztése 

Megjegyezzük, hogy a negatív gyökök megkeresése felesleges, mert azok 
az (F—2) alat t i függvényrendszerben nem jelentenek ú j függvényt. 

Gyakorlati esetekben С ál ta lában pozitív, C f pedig negatív ál landónak 
adódik és gyakori eset, hogy Cv — — С . Ez utóbbi esetre bizonyítható, hogy 
az (F—2) a la t t i függvényrendszer nem csak az — / < r < + / interval lumban, 
hanem külön-külön az — l < x < 0 és 0 < x < + l interval lumokban is 
ortogonális. 

4. Az általános trigonometrikus függvénysor együtthatói 
w , , , 

Az (F — 3) a la t t i kifejezést cos j x értékkel szorozva és az érvényességi 

intervallumon belül integrálva az ortogonalitás m ia t t a polinomnak csak egy 
tag ja nem lesz zérus, az, amelyikben cpn szerepel. í gy (F—4) figyelembe vető-
ié vei: 

[f(x) cos — x dx — An l [ 1 + S'n 2 —-
J l l 2 <pn 

— / 
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amiből : 
+i 

I f(x) cos9^" xdx 

A n = ~ (« = 0 , 1 , 2 , 3 . . . ) {F — 11) 
z J , 8 l n 2 <Pn 

2 <P, 
és hasonlóan nyerhető: 

J f(x) Sin ^ xdx 

B n = — - . - (« = 0 , 1 , 2 , 3 . . . ) . (E — 12) 
/ ( l - S i n 2 ^ l 

1 2 Vn J 

I t t említjük meg, liogy az ál ta lános tr igonometrikus f ü g g v é n y s o r C 9 = 0 és 
С = — t» esetben az ismert Fourier-sorba megy át . Ekkor ugyanis az F— 1. 
áb rán a 9, ill .9 ér tékeket kimetsző hiperbola és egyenes összeesik az abszcissza-
tengellyel, a 9 és y értékek tehát (p = 0, л, 2 л, 3 я, . . . és 9 = л, 2 л, 3 я , . . . 
lesznek miáltal (F—3) valóban a Fourier-sort állítja elő. Az An, Bn együt t -
hatók nevezőiben a zárjeles kifejezések az egységgel lesznek egyenlők, mer t 
sin 2« л = 0. Kivétel az « = 0 eset, mer t ekkor az An képlet nevezőjében levő 
tör tnek nemcsak számlálója, hanem nevezője is zérus. Mivel a tö r t határér téke, 
mint ismeretes, az egységgel egyenlő, a zárjeles kifejezés ér téke ebben az egy 

esetben: 2. A Fourier-sorok á l ta lában önállóan, — alakban felírt, ún. t iszta 
2 

t a g j á n a k ama szingularitására, hogy a többi együt thatóhoz képest ket tővel 
osztva szerepel, így az általános tr igonometrikus függvénysor ad magyarázato t . 

5. Páros, páratlan függvények, periodicitás 

Nyilvánvaló, hogy páros függvények sorbafejtésénél az (F—-3) kifejezés-
ben szereplő összes Bn = 0, míg pá ra t l an függvények esetén az összes A„ = 0, 
ugyanúgy, mint a Fourier-soroknál. 

A periodicitás ezzel szemben az általános tr igonometrikus függvénysornak 
nem tulajdonsága. A Fourier-sorok a leképezett interval lumon kívül soroza-
tosan ismétlik az intervallumon belül leképezett függvényalakot , az ál talános 
tr igonometrikus függvénysorok nem. Utóbbiak által az interval lumon kívül 
előáll í tot t függvényértékekre vonatkozólag egyelőre semmi megállapítást nem 
tehe tünk . 

6. Közelítő számítási módszerek 

Az általános tr igonometrikus függvénysorok gyakorlat i alkalmazása 
körülményesebb a Fourier-sorokénál, mer t a 9 és 9 ér tékrendszert külön ki kell 
számítani az (F—8) a la t t i karakteriszt ikus egyenletekből. A karakter iszt ikus 
egyenletek gyökei zá r t alakú képletekkel nem adhatók meg, de jó közelítő kép-
letek vezethetők le, melyekkel k iszámítot t közelítő értékek szükség esetén 
iterációval pontosabbá tehetők. Je len fejezetben a közelítő képleteket és leve-
zetésüket ismertet jük. 
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61. Közelítő képlet levezetése x c t g x + értékére 

Idézzük xct.gr ismert Taylor-sorát: 

xc tg X = 1 — B 9 ^ ^ + В 
" 2 ! 

(2x)4
 D (2x)6 

4! 
Вл 

6! 
(2 x) 2 n 

• + . . . 
( 2 И ) ! 

( F - 13) 

mely j x ] < я esetre érvényes. A B2, Bt, B6, . . . értékek az ún. Bernoulli-féle 
számok, melyek nagyobb n értékek esetén kényelmesen számíthatók a 

(2 я)2" \ 22" 32n 
(F — 14) 

képletből, kis n esetén viszont inkább az 

77 
Bn-1 + Bn-0 

77 — 1 
Я4 + 1 = 0 (77 = 2 , 3 , 4 . . . ) { F - 15) 

rekurziós formulából. 
A Bernoulli-féle számok értékei az idézett képletek a lapján: 

B t = - 1 ; B2= l - Я4 = - 1 

2 6 30 
1 

42 » В e — TL ' В g = — г г ; Я10 = 
1 

30 
5 

6 6 ' 

В12 = - 6 9 1 ; Я14 = 7 ; . . . stb. В3 = В5 = Я7 = Я9 = . . . = 0. E felso-
2 2730 6 

rolásban a Bernoulli-féle számokat n = 7-ig bezárólag í r tuk fel, míg n = 8-
tól az (F—14) képletet alábbi közelítéssel használhat juk: 

(2 77,)! 
(2 я)2" 

( Я - 1 6 ) 

mely B2(1 értékét 1,5 X 10"5 nél kisebb relatív hibával a d j a meg. 
A Bernoulli-féle számok idézett értékeit , illetve 77 = 8 tói a fenti formulát 

(F—13) jobboldalára helyettesítve: 

xctg x — 1 r4 2 x6 X" 9x1 0 1382 x12 

3 45 945 4725 93555 638512875 
211 A V.14 OO 

. _ у 2 
18243225 

[ ! X I < я ] . {F - 17) 
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A képlet utolsó tag ja egy végtelen geometriai sor, melynek összege zá r t 
a lakban közvetlenül felírható. E helyettesí tést elvégezve és némi rendezéssel: 

1 — 
45 

xctgx H = 

2 a;2 X* 2 s 6
 | 1382 a;8 4 a;10

 + 90 
21 105 2079 14189175 405405 ra4 

(F — 18) 

1-2 

1 

Flasonlítsuk össze (F -18) jobboldalá t a következő kifejezéssel: 

Я = 1 - — N1 

45 n=o 

2x 2 

21 

= 1 
45 

12 X2 Iе 

I 21 l + 2x 2 4 a:4 8 a;6 16a;8 32 a;10 

21 441 9261 194481 4084101 l
 2 x 2 

21 

(F 18) és (F—19) különbségét jelöljük R-rel: 

X2 R = Я — xctga; — 

45 

0,924 
Xх i хв ж8 ж1° 

2205 10187 66103 492268 у _ 

ahonnan továbbá: 

xcigx — — = Я 
3 

1 - R 

. {F-19) 

-re 1: 

X 12 2 x2 e 

71 21 
X 2 

1 2x2 

Л 21 

(F — 20 > 

( F - 21) 

Az (F—19) képletben levő végtelen geometriai sor értékét annak véges 
határér tékével helyettesítve Я zár t a lakban írható: 

я = i — 7*4 . 

315 — 30 a;2 

Tegyünk kikötést x értékére vonatkozólag: 

(F — 22) 

lia x\ < , akkor 
2 

1 ^ Я 
0 <R 

0,823 
<; 0,000685 

R (F — 23) 
1 ^ 1 — ^ 0,99917 
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Ha tehá t (F—21) jobboldalát az (F—22) képlettel a d o t t Я értékkel helyet-
t e s í t j ü k , azaz 

xctex-— — ( F — 2 4 ) 
3 315 — 30 X2 

közel í tés t a lka lmazzuk, úgy az (F —24) baloldalán álló t r igonometr ikus kife-

jezés ér tékét | ® | < - - esetben legfel jebb 0,83%o relatív h ibával kap juk meg. 

На X értéke k isebb, például \x\ < 0,5, úgy a még egyszerűbb 

xctgx + ^ 1 (F-25) 
3 

közel í tő képlet h i b á j a legfeljebb l,4°/00. E képle t h ibá ja |ж| = 1 esetén már 2,5°/0 
7t 
" - ese tén pedig 21 ,5%, tehá t ez ese tekben már csupán d u r v á b b közelítésre 

a lka lmas . 

62. A q> értékrendszer meghatározása 
Az előző p o n t b a n levezetett közelí tő képlet eszközt a d kezünkbe a 

<p ér tékrendszer kényelmes meghatározásához. Ki indulunk cpn (F—10) a l a t t i 
a l ak jábó l , melyet az (F —9) alat t i karakter i sz t ikus egyenletbe helyet tesí tve: 

(пл + e„) t g en = C„ (n = 0 , 1 2 , 3 . . . ) , ( F - 2 6 ) 
л 

ahol e„ kisebb — -nél, C f - re vonatkozólag pedig k iköt jük , hogy pozitív legyen, 

a m i a gyakorlat i ese tekben á l ta lában tel jesül . 
(F —26) rec ip roká t szorozzuk en(n л -+- eri) kifejezéssel és a d j u n k mindké t 

oldalhoz e%l3 é r t éke t : 

en c t g en + A = —XEn + -"- + —. (F - 27) 
3 cv cv 3 

Vezessük be jobboldalon az 

1 1 1 ЗГ" 
- - = — + — ; azaz à = (F — 28) 
à Cr 3 3 + Cv 

je lö lés t , továbbá (F—27) baloldalát az (F — 24) összefüggés a lap ján a 

ér tékkel he lye t tes í t jük úgy 

Я<?> = 1 - - " (F - 29) 
315 — 30 el 

n + - - Я<?> = 0 (F — 30) 
â C a 

vegyes másodfokú egyenletet nyer jük , melyből 

' (» = 0 , 1 , 2 , 3 . . . ) . ( F — 31) 
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Az (F —31) képlet iterációs képlet, mer t a gyök a la t t szereplő Á r é r t é k a 
keresett e„-nck függvénye. A konvergencia viszont igen gyors, mer t A© (F — 23) 
szerint csak kismértékben változik. Az (F— 31) képlet ezenkívül csak közelítő 
képlet, mer t az ( F - 24) összefüggés 0,83°/00 maximális relatív hibával terhelt . 
E hiba ha tásá t a keresett en értékre vonatkozólag az (F— 31) összefüggés 
A© szerinti differenciálásával kapha t juk meg. A levezetés mellőzésével megálla-
p í t juk , hogy az első gyök, azaz e0 maximális relatív hibája 0,42%o, a további 
gyökök hibája kisebb. 

Az en értékek ismeretéhen a <pn értékek (F—10) képlettel határoz-
hatók meg. 

Az e,. értékek nagyobb n esetén mind kisebbek lesznek. Ha már en < j 0,5, 
úgy az (F— 31) képletben Ajf* = 1 helyettesíthető, ettől kezdve t ehá t közvetlen 
(nem iterációs) képlet áll rendelkezésünkre, melynek legnagyobb hibája kisebb 
0,7%0-nél. 

Még nagyobb n értékekre a képlet t ovább is egyszerűsíthető. Helyette-
sítsünk ugyanis (F—31)-ben A[*A=1 ér téket , majd alábbiak szerint kiemelünk 
és sorbafej tünk: 

n Л0 
en — 

2 C9 

4 C2 

/ 1 d — 1 
0(пл)2 L 4 -

1 
c ' l ' n л I n 71 ) 

(F — 32) 

A kapot t képlet 0,2%o hibán belül használható, ha en 0,1 e0, ahol e0 a karak-
terisztikus egyenlet első gyöke. Ekkor ugyanis en helyébe durvább közelítésként 
CJn л értéket, e0 helyébe pedig közelítőleg J/ô értéket írva 

С 4 С2 

—А <; ОД р azaz <; 0>04, 
n л ô(n л)2 

mely biztosít ja, hogy az (F—32) alat t i sorbafejtésnél az elhanyagolt tagok 
révén előálló hiba 0,2%o-nél kisebb legyen. 

Ha végül en <, 0,02 e0 feltétel is teljesül, úgy en 0,4%o h ibán belül számít-
ha tó az egyszerű 

Q 
E n ( F — 33) 

П 71 
képletből. 

63. A rp értékrendszer meghatározása 

А гр értékrendszer (F—10) alatt i a l ak jáva l az (F—8) a la t t i karakteriszt-
t ikus egyenlet 

i n i П71-\ \-rjn 
2 

ctg \пл+ - + ??„ I 7 1 I 
n л. -j h Г]п 

2 
tg6n = Cv ( F - 34) 

л 

alakban írható, ahol »?„<[ , Cv-re pedig kiköt jük, hogy negativ, mint a 

gyakorlati esetekben ál talában. 
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Az (F 34) egyenlet reciprokértékét ~Vn 

szorozva az alábbi egyenlet nyerhető: 

л 
пл-\ b Vn 

2 

Vn c tg Vn + = -
и 

Bevezetve az 
1 1 1 . 
Ú 3 C~ ' 

I 71 

nn-\—-
2 

Vn 

c,. 

azaz 6 

, v í L _ v f L 

3 

3 

kifejezéssel 

- 35) 

(jF —36) 

paraméter t , t ovábbá (F —35) baloldalát az (F—24) összefüggés alapján 

értékkel helyettesí tve: 

vl 

A<y> = 1 -

I 71 

2 

~Vn 

c„ 

315 — 3 0 ^ 

Vn 
- _ A« = 0 

(F — 37) 

(F — 38) 

melynek megoldása; 

Vn 

n Л -f- 2 

2CL + A(J> 0 + 

пл + 
2C„ (i*1 — 39) 

Az rj(1 ér tékek tehát hasonlóan számíthatók, mint a ç> értékrendszer t n 
értékei. A képlet i t t is gyorsan konvergáló iterációs képlet, mely 0,42%o-nél 
kisebb hibával a d j a a végeredményt. 

Az rjn ér tékek ismeretében a ysn értékek (F—10) képlettel ha tározhatók 
meg. 

Az (F- 39) képlet egyszerűsítési lehetőségei hasonlók az (F—31)-éhez. 
í gy t)n < 0,5 esetben (F—39)-ben A<?> = 1 helyettesí thető, miáltal 0,7%o h ibán 
fjeiül pontos közvetlen (nem iterációs) képlet áll rendelkezésünkre. 

Ha t]n < ( 0 , 1 \l0, úgy az alábbi képlet 0,2%o-re pontos; 

Vn 
6' 

n л + 

1 
0 

c.r (F — 40) 

Ha yn < j 0,02 úgy a még egyszerűbb 

C„ 
Vn = — -

ПЛ 
л 
2 

( F — 41) 

összefüggés legnagyobb hibája kisebb 0,4%o-nél. 
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7. Az általános trigonometrikus függvénysor gya,korlati alkalmazása 

Az általános tr igonometrikus függvénysor alkalmazását szivárgási fel-
adatok megoldásánál jelen t anu lmányban kimerítően tárgyal tuk . 

További gyakorlati alkalmazási lehetőség kínálkozik síktárcsák és héjak 
szilárdságtanában. I t t a határfeltételek kielégítésére a Fourier-sorok haszná-
latosak. melyek a szabad peremen fellépő kerületi feltételeket kielégíthetik. 
Igazolható, hogy bizonyos feltételek mellett az a tr igonometrikus függvénysor, 
melynek (F—8) alat t i karakterisztikus egyenleteiben a C f és С állandók egy 
ado t t gerenda és lemez viszonylagos merevségének felelnek meg, az illető 
gerendával szegélyezett tárcsa vagy héj kerületi feltételeinek kielégítésére 
alkalmas. 

* 
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