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RUGALMAS SIKBAN FEKVO KOR ALAKU KIVAGAS
KONTURJANAK ALAKVALTOZASA RADIALIS
TERHELES HATASARA

1. Bevezetés

Talajviz alatt épiilé alagutak falazatat gyakran vélasztjik kor kereszt-
metszetlire. Mélyvezetés(i, varosi foldalatti vasutak falazatai csaknem kizard-
lag ilyen alaktak. Az alagutfalazat erdjatékaval kapesolatos kutatdsok bizo-
nyitottak, hogy az alagttfalazatot koriilvevs kézet nemcesak terhelést ad at a
falazatra, hanem a keriilet bizonyos szakaszdn megtimasztast is. A kor alak
alagutfalazatot ebbél a szempontbol két szakaszra lehet felosztani, igymint:
elvald szakaszra, ahol a kézetnyomas hatdsira az alagatfalazat deformalédva,
befelé mozdul el, és terhel@szakaszra, ahol a falazat a korillvevs kdzettomegre
tamaszkodik. (1. dbra.)

A deformacié hatisira a terhel§ szakasz hozzinyomodik az alagutat
koriilvevé kézethez és ott reakciderdket ébreszt. Természetesen az erdjaték-
nak a kialakuladsdhoz sziitkséges az, hogy az alagutfalazatot épités utin gondo-
san koriilinjektaljik, vagyis az alagttfalazat koril képz6ds épitési hézagokat
gondosan kitoltsék, amit minden alagttépitésnél a kialakulé hegynyomisok
csokkentése és a falazat teherbirdasanak ndévelése miatt is el kell végezni.

Az alagttfalazatot korszer(ien, tehdt mint rugalmas kozegbe Agyazott
gylir(it kell méretezni. Ilyen szamitasi eljarast dolgozott ki Gorelik, Bodrov és
Matteri, Zurabov, Bugajeva stb. [1], [2], [3]. Ezek a méretezési eljarasok a talaj
rugalmas sajatsdgait a Winkler-féle hipotézis alapjan dgyazasi egyiitthatéval
jellemezték, azaz feltételezték, hogy a fesziiltségek és alakvaltozisok kozott
fennall a

p=cy
osszefiiggés, ahol

p = a terhelés,
¢ = az agyazaisi egyiitthato,
y = a terhelés hatisira keletkez6 elmozdulas

Az 4gyazési egyltthaté azonban a talajnak nem fizikai sajitossaga,
mert fiigg pl. a terhel§ test alakjatol, nagysigatol és a terheléstél is. Alkalma-
zasa egy sor tényezd szubjektiv értékelésén mulik. Az dgyazési egyiitthatoval
dolgozé szamité eljarasok kikiiszobolésére és a rugalmas dgyazisnak a talaj
fizikai jellemzdi (E rugalmassigi modulus és u Poisson-féle tényezds) alapjén
valé figyelembevételére Sz. A. Orlov [5] 4j eljardst dolgozott ki. Az 0j eljiréis
lényege az, hogy a Winkler-féle hipotézis helyett az elméleti rugalmassigtan
modszerével vizsgilja végtelen térben kialakitott » sugarta kor alaka kivigas
mentén fellépd alak valtozési viszonyokat. Vagyis abbdl a feltevésbél indult ki,

hogy:
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a) azalagttfalazatot kornyezs talaj (k6zet) homogén, izotrop és tokélete-
sen rugalmas.

b) az alagit a térszinttsl mérve oly mélyen fekszik, hogy az alagutat
kornyezd talaj (kézet) minden iranyban végtelen kiterjedéstinek tekint-
heté.

¢) az alagt terhelési dllapota valamennyi keresztmetszetben azonos és
mivel a korkivagds sikjira meréleges alakvialtozas nem lehetséges, tehit a
feladat sikbeli alakvaltozdsi dllapotként vizsgalando.

Sz. A. Orlov a megoldast Fourier-sor alakjiban adta meg. Az altala kozolt
megoldas gyakorlati alkalmazisa azonban nehézségekbe iitkozhet a Fourier-

1. dbra 2. dbra

sor lassti konvergencidja miatt. A szerz8k az aldbbiakban egy olyan eljarast
dolgoztak ki, mely a feladat zart alakban torténd megoldasit szolgéltatja.
Ezzel a gyliri kornyezetében felléps fesziiltségeket és alakviltozasokat zart
alakban elgallitottak, és igy Fourier-sor helyett véges formulit adtak. Ez utéobbi
egyben a bevezetSben felvetett problémat is kielégiti, ugyanis az alagttrél a
kézetre atadddd dgyazasi nyomas szakaszonként egyenletesen megoszlé terhe-
lések szuperpoziciéjaval, azaz 1épess dbraval kozelithetd meg. (2. dbra.)

2. Alapésszefiiggések

Hasson a végtelen térben r sugari kor alakt kivagis mentén tetszileges,
a fliggbleges tengelyhez szimmetrikus, radidlis terhelés. (3. abra.) Ez megadhaté
az alabbi Fourier-sorral.

q(0) = Z'w a,cosn 0. (1)
n=0
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Vizsgaljuk a sik pontjaiban a q(0) terhelés hatisira keletkezd fesziiltsé-
geket és elmozduldsokat. Mint az irodalombdl ismeretes [4], [5], a fesziiltség-

figgvény ilyen esetben a kovetkezs alakban kereshetd:

@(00) = by 2 1n %J +b1r908in0+b;rgln(g

r

+ 3 (byr" @+ 4 d, P *+20"") cos n 0,
n=2

cos 0 +d; 1 p 1cos 0 4

(2)

ahol b, b, by d, b, d,, allandok. A ¢ (00) fiiggvény ismeretében a o, radidlis

3, dbra

fesziiltség, o, tangencidlis fesziiltség és a 7 nyirdfesziiltség az (3), (4), (5)

rugalmassagtani alaposszefiiggésekkel hatirozhaté meg:

1 1 92
gg:__(a_,____ij
o 9o  * 002
o%p
="
] 892
8l8_¢’J
g0 lo 090)

A fenti komponensek ki kell elégitsék az

0? 1 8 1 &

9¢* @ do g 06?

(0p+05) =0

osszeférhetdségi egyenletet és az alibbi keriileti feltételeket:
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1. o = r helyeken a radidlis fesziiltség magival a terheléssel egyenld.
o = oo helyeken pedig a radidlis terhelésnek zérussal kell egyenlének lennie,
azaz

o, (r,0) = —q(6) 1 (1)

O'Q(OO, 9) == 0 ’
2. p = oo helyeken a tangenciilis fesziiltség zérussal egyenls, tehat
G400 0) = 0 (8)
3. p =71 és o = oo helyeken csusztatifesziiltség nem keletkezik, és igy
w(r6) =0 ) -

7(00) =0 |

A rugalmassigtan fizikai egyenleteinek segitségével a fesziiltségek és az
alakvaltozidsok kozotti osszefiiggést megallapithatjuk. Ehhez az altalanositott
Hooke-torvényt hasznaljuk fel:

1
te =T P16, — p(o, + 0],
E
1
g =2 Bl b ] (10)
1
ew=—TL 21,

ahol E a rugalmassigi modulus és pu Poisson-féle tényezd. A sik pontjainak el-
mozdulisat, illetve az elmozdulds radidlis » és tangenciilis » komponenseit
a Cauchy-féle differencidlegyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk meg:

- (11)
de
1 (v

gg=—|—-+u]l. 12)

il ] (

ov 1 ou

Eopg=———|v— —|. (13)
a0 0 00

Az u és v ismeretében pedig meghatirozhaté a széban forgé alagatfala-
zatok altal dtadddd erBhatis kovetkeztében kialakuld elmozdulas.

3. A feladat megoldasa szakaszonként egyenletesen megoszlé terhelés esetén
zart alakban

Vizsgaljuk a tovabbiakban a térben r sugar kor alaku kivigis mentén

hato, a figgéleges tengelyre szimmetrikus, konstans radidlis terhelés esetét.
(4. abra.)
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A (7) (8) (9)-ben felirt peremfeltételek ez esetben értelemszertien az alib-
biak lesznek:

Gl By} Te I8 BT, (14)
0, -hay, 058,

O,(c00)=07; =%(r0) =0; (15)

Og(00) =0; 1(c00)=0,

8z. A. Orlov eredményeinek felhaszndlisival a (2)-ben szerepld allandok
esetiinkben a kovetkez§ értékeket veszik fel:

§ " 1—2p
b:——q— ; b'_‘l_,,,, ——sin g ;
k nﬂ 5 w2(l—pu A
’ . ’ 1_‘Iu
b= —<Lsinp; G k. T gy ;
! 7 p =3 4(1 —p 4
O s R W ... I

7 n(n—1) n n(n+41)

Ezek behelyettesitésével az alkalmazott ¢ (¢0) fesziltségfiiggvény
igy irhat6 fel:
9+
M

¢\99)=q:—-f“’/31n
T

—2u

1 —p)
ysinn fcosn 6

. 3
g-’ cos 0 + dk L cos 6) sin ff 4

2 4(1—p) 0
ki cosnf"

+(—r@9sin0+91~( roln

— pn+2,45—n "

(16)
n(n — 1) n(n + 1)

+ 2.: (rn Q—(n~—2
n=2
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A fesziiltség-fiiggvényt tehat zart alaka kifejezések és végtelen sor alkotja.
Minthogy mi a ¢(0) fiiggvényt zart alakban keressiik, meg kell haté-
roznunk a figgvényben szerepld végtelen sor dsszegét. Ennek érdekében vizs-
galjuk meg a (17)-ben felirt specidlis Fourier-sorokat:

C = N R'sinnfcosn0 ; S = N R"sinn fsinn0
1 1 =
n=2 n=2
5, sinn fcosn 6 = sinn fsinn 0
ey o S EIERENE,  g o S TR
— n—1 ] n—1
& pnsinnfcosnb & pp Sinnpsinnd
Gy =SB, & TR
n= =
* sinnfcosn6 © _ sinnfsinn0
Oy — Z T, g = FopRunlig
ne2 n+1 n—2 n+1
» __ sinmfcosn0 * _ sinnfsinn0
C(n——l)n = L S(n~l)n: 2 BP — T
n—=2 (n—l)n n—=2 (n—l)n
S sinn ffcosn 0 @ sinmfsinn6
Crniny= S R" - = Btsip= F B ———
n=2 72(71: + 1) n=2 n(n + 1)

Allitjuk és a tovabbiakban bizonyitjuk, hogy a fenti végtelen sorok 6sz-
szege az alabbi Osszegezési képletek segitségével zart alakban allithaté eld [6]

© [ e 2
ei(z)= N HF cosnz:l L —1|, ha |R| <1
=~ 2{1—2Rcosz+ R?
E,,(z): m1R11 cos nz P 1 . i 0<z<2n
freue n | /1 —2Rcosz+ R? RBE<]
) I~ 1
5i()= N Rtsinng = K'sina ; ha|R| <1
=i |1 —2 Rcosz+ R?
Rl ;R” sinnz Narctg Rsinz ha 0<z<2n
5 - n | 1 — Rcosz ' R2<L1
illetve R = 1 esetében
_ * COS Nz 1 28
Cpfz) = N ——=——In|2sin—|, ha —nm<z<m
=y 2 2
_z—-n’ ha O<z< =
. = sin nz 2
i = = =
S l—”;”, ha — <2< 0

(18a)



Bizonyitisunk elsé lépéseként konnyen belathato, hogy
1 1 1

(n—1)n n—1 =n

és az
1 il 1

n(n-{—vl—):n n—+1

osszefiiggések felhasznéldsdval a (17) képletesoport utolsé két sordban felirt
képletek az ezt megel6zdekkel kifejezhet6k a kovetkezSképpen:

C(n—l)n = Cn—l - Orx és S(n—l)n = Sn—l - Sn ’}
Cn(n+1) =0,—Cpy, 6s Sn(n+l) =8, — 841

(19)

A tovéabbiakban tehat csak a (17) elsé négy sordban levd kifejezésekkel
kell foglalkoznunk.

Alkalmazva a

sinn fcosnl = %[sinn(@—l-ﬂ) —sinn (0 — )]

sinn fsinn 0 = %[cosn(0~ﬂ)—cosn(0+ﬂ)]

elemi képleteket, tovibbé bevezetve a

@+hH=y; O—-PF==
jeloléseket, akkor

- ' s ;
sinn fcosn 6 = 5[smny—smnx],

és (20)
: ; 1
sinn fsinn 6 = 5 [cos nx — cos ny]

osszefiiggéshez jutunk.

A (20)-nak (17)-be torténd helyettesitése utan azonnal belathatjuk, hogy
a vizsgalt kifejezések az x és y valtozoktol eltekintve azonos alakt szummékra
bonthatok. Az x és y valtozokat az irdsmunka egyszer(isitése céljabol kozos

jellel, z-vel jelslve, elegendd a kvetkezSkben tehéat csak a (21) alatti szummakat
vizsgalnunk.

alz) =3 R" cos nz ; 8(2) = > R"sinnz;
n=2 n=2
ult cos nz s sin nz
C1(®) = S B"——, $,,4()= J K" :
n=2 n—1 n=2 n—1
. (21)
S coS Nz @ sin nz
Cn(z) - 2 R" ’ Sn(z) = ZRH )
n=2 n n=2 n
s cos Nz & sin nz
Chuq(2)i= 2 1R)= R ——.
RS Tl T ="



A (18) felhasznaldsdval azonban nyilvinvald, hogy a ¢,(z), ¢,(z) illetve

81(2) és s,(2) zart alaku eldallitisa kovetkezd:
(2) =7¢4() — Rcosz; s8(2) =38,(2) — Rsinz; (22)
c(z) cp(?) — Rcosz; s,(2)=35,(2) — Rsinz.
Tovéabba:
cos nz i cos(n+ 1)z
Cadl(R) = R — ) T —
n 1( ) - — ng; i
& cos nz nz
—R SR et z],
Py l n
és a
6n(2) = { R cosmz _ °2‘Rn_lcos (ﬁ—- 1)z _
n=2 n+1 735 n
=i O:Rn cos(n—l)_z:l[ é’R cos (n — }L_ [R_i_chosz ]:
R n=3 n .R _n=1 n 4
1 2 cos nz sin nz R
=— YR" cosz -+ sin:]—[—oosz—}—l].
Roam [ n n 2
Tehat
€p—1(2) = R\l¢ (2) cos 2 — §,(2) sin 2],
¥ o T R (23)
Ch41(2) = B [c,(2) cosz 4 s,(2) sin 2] — IE cosz -+ 1].
Végiil
sinnz 2 sin(n + 1)z
_4(z Rn R —
102) = 2 1 = .
=R < R [sm i cos 2 -+ Lt sin z],
Ban n n
illetve
o sin nz ® . _.Sin(n—1)z
s: (2= S R" = R+~ " —
n+1( ) = n+ 1 n;s B
zl w‘R" sm(n—l)z: 1 )R" sin(n — 1)z 2 _ pesinz] _
R n=3 n R r:l n 2
- 3 B B cosz — COsnzsinz] — [ﬁsinz].
B i n n 2
Tehat
8p—1(2) = R [s,(2) cos z 4 ¢,(z) sin 2] l
(24)

Sp+1(2) = % [8,(z) cosz — ¢, (z) sinz] — [g sin z] I
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Ezek utan a (17)-ben felirt Fourier-sorok osszege a (21) (22) (23) és (24)
alapjan tehat a kovetkezd:

0, =2l — @] = [5y) = 5(w) — R(siny —sina)],

Cha= %[sn—lfy) — $,1(2)] = !-;—[(En(y) COS Y — §,(T) cOS T) +
+ (€aly) siny — ¢,() sin2)] ,
1

Cr = Lonlt) — ()] = 5 [5(9) @) — B (sin y — sin )]

1 1 - <
Cn+1 = 'E [Sn+1(y) e S,,+1($)] = ﬁ [(Sn(?/) cosy — 8,1(17) Cos .13) =

— (¢a(y) siny — ¢, (@) sinx)] — % [siny—sina],

(25)
] "
I — = [ey(x) — ey(y)] = %[cl(x) — ¢,(y) — R (cosx — cos y)
1 Bocs n
Sn—-l = E [Cn—] ((l') o cn—l(y)] == "; [(Cn(ilf) COS & — cn(y) cOs y) =

— (8a(2) sinz — 5,(y) siny)] ,
Sn = % [Cn(x) e cn(y)] = ':i: [En(m) . Z'n(y) — 2 (COS T — cos y)] ’

1 |
81 = ry [ni1(®) — Cpa(y)] = 2R [(cn(@) cos @ — ¢, (y) cos y) +

+ (8,(x) sin & — §,(y) sin y)] — %j« [cosz — cosy].

Ezek ismeretében nem okoz nehézséget a (16)-ban felirt @ (09) fiiggvény
zart alakban torténd felirisa sem, mert, ha a tovabbiakban bevezetjiikk az

R :% jelolést, akkor

(p(g,ﬂ):g—‘— rzﬂln(g}-}_(—rgﬂsine—{— 1——2#—7'9111(g cos 0 +
7 | r 2(1 — ) r
1—2u 3 .
——— —cos 0 |sin 2Chn-1y—1r2C ;
$18 =) B ) B+e2Crpny—r n(n+1) (26)
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Ily médon a fentebb alkalmazott osszefiiggések segitségével a fesziiltség-
fiiggvényt sikeriilt zart alakra hozni.

A fes7ultseg'fuggveny felhasznélasaval meghatarozhatjuk a o, ,0, és 7
zart alakjat is. A miveletek elvégzése utin megkapjuk a fesziiltségek értékeit:

o= TIr| —rp+f Rzz_yﬁﬁsmeﬂ—m—WWAam¢wﬂ
gozq_.R[Rﬁ+ [1_{_]{2.1—-2” sinﬂcos6]+[(1—R2)Cl—QCn]}: (28)
al | 2 1—pu

T :q—(l—Rz) {E(l—ﬂ)sinﬂcose——S%,
1 2\ 1—u

(29)
Tlletve

’

ae—f—a(,:q—
T

B sin ff cos 6
w— 1
A o, 04 és T fliggvények kielégitik (14) (15) keriileti feltételeket

A (14)-ben megadott keriileti feltételek teljesiilésérdl a (18&) és (25)

felhasznélasaval konnyen meggy6z6dhetiink, mivel ebben az esetben o = »
illetve B =1 tehat

— 40

n(*

(30)

(g

q

— B — 2sinfcosf — [n i W Lol »—(siny—sinx)]}, ha x>0,
7 2 2
oy(r, 0) = ,
i B — 2sinf cos O — [n_;g + % —(siny—sinx)J}, ha o <0.
n
ahol

y=(0+p); z=(0—48).

A miiveletek elvégzése utin

L{— B — 2sinfcosh+ B+ (sin(f — 6) 4 sin(f 4 6))} =0, ha <0
4
o,(r,0) =

T {—p—2sinfcos§—n—+p+(sin(f—0)+sin(f+0))}=—¢ ha >0
T

(15)-ben megadott feltételek teljesiilése rogton belathato, ha figyelembe
vessziik, hogy

p = oo esetén R =0 tehat C;, =C, =8, =0
o=1r esetén B =1 tehdt (1—R?) =0
A sik pontjainak ¢,; ,; e, alakvaltozasi jellemz8ket a (27)

s 3 (28)! (29)9
(30) fiiggvényeknek (10)-be vald behelyettesitésével kapjuk meg:

o (+# { | [ A ((3_4M)+(1-—2/1)132)sinﬁ0089]+
2\1—H)

+u—R%Q+2a—2m04, (31)
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1 / 1 . .
" - ‘*E_‘Z)q R[Rﬂ+§_(l_—_m(1+(1_2,u)R2)smﬂcosﬂ]+
+(1—R2>01—2(1—2u)0n}, (32)
T L iy 32% { 2ﬂ)mnﬂ&n0——28: (33)
En

A sik pontjainak u, v elmozdulas-fiiggvényei (31), (32), (33) ismeretében
a (11), (12) Cauchy-féle differenciil-egyenletrendszer megolddsanak eredménye-
ként adodnak.

u=5‘89d9+f16 =

(1+,u |ﬂ+

{1—2ﬂR2—(3-—4‘u)1n9) sinﬂcosﬂ]—{—
2(1 — u) 2 4

+(.3—4.u)90n_1—2(1—2#)90n—rRCn+1}+f1(9), (34)

= [(oes —u)d0 + fil0) =

== g ;:ﬂ’ r[Z(l {—,u) (} _22#R2+ (3—4p)lnp+ I]SinﬂsinO]——

— B 4w 08+ 41— oS, —r RSy, — [HO)d0 +file), (35)

ahol £,(0) és f,(p) integralasi fiiggvények.
Tovabba a (13) alapjan

A+AC 1 gy [L=2F poinpsino—28,) + 1 (§1,0) 20+ £0) +
Exn [1-;1 f e

€og =
L .
+/2(0)—;/2(9)’ (36)
Az u és v fiiggvényekben szerepld f,(0) illetve f,( o) integralasi fiiggvények

meghatdrozisa céljabol hasonlitsuk Ossze e, (33) és (36)-ban megadott alakjat.
Az 6sszehasonlitasbél kovetkezik, hogy

_(SII d0+f1(6))+f2(9 _'_fz ; (37)

Ha a (37) egyenletet p-val megszorozzuk, és elészor 0, majd o szerint
differencidljuk, akkor az

10) + £(0) =0, (38)
efi(e) =0, (39)
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differencial-egyenleteket nyerjiik, ahol (38) és (39) megoldésa megadja az integ-
ralasi fliggvényeket:
f1(0) = K, cos 0 + K, sin 6,

fale) = Ko + K,.

Ha £,(0) és f,(0) meghatarozott értékeit w és v (34) illetve (35) alakjiba
beirjuk, akkor

:gﬂ)_q_’[rllgﬂ_*_
L&

és

( 2’ult2 (3—4,u)lng)sinﬂcos()]+
2(1 — p)

-+ (3—4/[)90,,_1—2(1—2y)gCn—rRCn+l}+chose—{-Kzsin(),

Exn

R I e

- (3—4M)9Sn_1+4(1—,u)gSn—rRS,,+1}—Klsin0+K20089+K39+K4.

Minthogy a ¢(0) terhelésfiiggvényt a fiigg6leges tengelyre szimmetriku-
san vessziik fel, kell hogy

ou
80 |s—o

v(pf) = 0
teljesiiljenek. Bz pedig csak Ggy allhat fenn, ha
Ra=0
K;o0 + K, = 0.

:()y

és a 0 = 0 helyen

Tehat

_ A+ pq 14 pq
R
Ern o + Exn

X sinfcos0+ (3 —4u)C,,_;—2(1—2u)0C,—rRC,

r 1—2¢u .
E? —(3—4u)pln K, |x
2(1—;:)[ 5 (3—4pjelne + 1]

o= LT ’[1_2”)R2+1]smﬂsm0 (+u)q’: r ll—MRz_

En 2(1 — p) Exn 2(1 —p) 2

(3——4,u)lng+K1]sinﬂsin9—(3—4#)98,1_1-}—4(1 —u)oS, —rRS, .4} .

Ha az elmozduldsokat valamilyen p = constans sugari kérok mentén
vizsgiljuk, laithatjuk, hogy a korvonal minden pontja egyrészt merev testszer(i
Z, masrészt u,, v, relativ elmozdulast végez. A kor kozéppontja ugyanis

(14 p)q’ r 1—2p 5 -
T R (3—4p)l K
V/ T =2(1—M)[ = ( p)Ine + 1]smﬂ
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értékkel a terhelés ereddje irdnyaba eltolédik. A terheletlen allapotban felvett
o = constans sugart korhoz képest pedig az alabbi relativ elmozdulésok kelet-

keznek:
(I+u)q {rRﬂ+(3—‘4l4)90n—1_2(1—2”)QCH~TRC"“}’

Uy = — =
o=“x)q % [(l;fﬁf)z+l]smﬂsme—-(3—-4,u)93n—1+ (40)

4 41 ",”')QSn— rRSn+1

Ha az alagit tengelyvonala és a térszint vizszintes, akkor a p=1r
sugari nyildsnak merev testszerti elmozduldsa semmiféle kapcsolatban nincsen
a benne elhelyezett szerkezet erdjatékaval. Ezért a széban forgd merev test-
szer(i elmozdulds figyelmen kivill hagyhatd, és elégséges a tovabbiakban

csak a relativ elmozdulisokkal foglalkoznunk.

4. Elmozdulasi hatasabrak

Vizsgiljuk meg roviden a relativ elmozdulisoknak azt a specidlis esetét,
midén a korkivagis mentén P koncentralt erd hat, vagyis a (40) Osszefiiggé-

sekbe:

P
’=——, ahol -0
=5 B
irva, az u, és v, értékei az alibbiak lesznek:
(1 —|—y) O Crnia
uy = lim R2 o e R (R — R2Zn#1
S +@3 ) 5 ( H) ﬁ 5
= 2 i
i LT PRI —2p)] E +1_smﬁsin9_(3_4y)3n—1+
#-0 2ERn 2(1 — p) B B

S, S .
+ 41— p) 72— pr St
p 5

Ismeretes, hogy
s1n/3:1 . limsmnﬂ=

lim és
-0 f >0 f

Tgy a (22) (23) és (24) felhaszndlisaval

sinn f cosn 0 & ‘
' R R~ " cosnO—=c,(0 c,..(0).
5. ey n%z e 1(0)+-c¢,4(0)
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Ugyanigy

lim =2 = s,(0),
s [3 1( )
i —rd 0 0) .
ﬂl B 81(0) — 8,,1(9)
Tehat
(14 u) P

Yo = HRm {B2+ (1 — R?)cy(0) + (8 — 4 ) c,q(0) + R%c,14(0)},

_ QU+ @P (RIO—20 R +1] o o o
Vo e 20— ) sin 0 + (1 — R?) s,(0)

— (3 —4u)s,1(0) + RB%s,.,(0); -

A mérnoki gyakorlat szdméara elsésorban a kor alaka kivagis keriilete
mentén felléps relativ elmozdulasok értékei fontosak. Tehat benniinket elss-
sorban az u,; v, fiiggvényeknek a p = 7, illetve B = 1 helyen felvett értékei
érdekelnek. Ezek viszont a (18a) és (25) felhasznalasival kovetkezs véges alak-
ban firhaték fel:

2rp ivszakaszon egyenletesen megoszlé terhelés esetében:

1 g ) )
uo‘e=r:%%M{ﬁ%—U—2#)l(y—n)sm2%—§-sm2§]_ -

’

2
— (1 —,u)[(siny) In 2sin%

—sinz) In {2 sin %

g o :
]—l— 5 48’u[siny— sinxJ

2

sinfsin@ — 2(1 — ) |[sin2 &

1 ’
vO‘E:r = ( +;u'71q 4

In|2 sinﬁ
2

— |sinz ¥
2

1n(2sin%)2]—-1——2—2'u[§sinx—(y—n)siny]—

L _48/‘ [cos x — cos y]} : (42)
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ahol
(x—=n) ha >0,
(x+=) ha <O,

y=(0+p); z=(0—p).

Tovabbé (18a) (23) és (24) felhasznilasdval P koncentralt terhelés eseté-
ben

(1 +wP
2E~xn

Ug ]9=r e

{[2 (1 —p)ln (2singr+ —;—] cos0 + (1—2u) (w —0)sin @} ,
(43)

T - (1+p) P %[2(1 — u)In [2sin%)2—— % sinf 4 (1 — 2 u) (w— 0) cos 6} .

2En

(44)

Az elmozduldsok hatésibraszer(i alkalmazisa érdekében vizsgaljuk meg
a 2rf ivhosszon egységnyi ereddjii egyenletesen megoszlé terhelés, vagyis ¢ =

= - lﬂ hatésara fellép6 elmozdulasokat. A (41), (42) kifejezésekbe behelyette-
r
sitve kapjuk

N =tglo—r = l+/‘ = W I (1—2p) (3/—n)s1n2—y——§sm2 ]—

—(1 ——,u)((siny)ln[2 sin% s (sina) ln[2 sin%)2,+5 = S’u(siny— sinx)} , (45)
£ =loar = (2;:: Sl;ﬁ sinf — %[2(1 —,u)( sin? %) ln[?sin%}a—
y y\*)  1—2u
— (sinaglln 2s8in = ) + —2——(£sina:— (y — m) siny) +
4 7_8'u(cosar:—cosy)]$, (46)
ahol
__[(@—=a) ha >0
(x+x) ha 2 <<0
és

y=04+8); z=(0—§)

A fenti képletek alapjin szdmitott elmozdulasi dbrdkat (5. Abra) kor alak
kivigis tetszileges pontjihoz tartozé specidlis hatdsidbraknak tekinthetjiik.
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Az aldbbiakban kiszdmitottuk az # értékeit a g = 11° 30" és u = 0,3
értékeknél a korivnek a 6. dbraban feltiintetett osztaspontjaiban.

A szerz6k altal levezetett zart alak kifejezés értékeit az alabbi tablazat-
ban &sszehasonlitottuk az [5] irodalomban ko6zolt Fourier-sorral szamitott
értékekkel.

5. dbra 6. dbra

A téblazatbdl lathatd, hogy még 64 Fourier-tag figyelembevétele mellett
is jelentds eltérések vannak a pontos értékekhez képest. A Fourier-sorral kapott
értékek a pontos érték alatt és felett ingadoznak.

5. Alkalmazas alagatfalazatok gyakorlati szamitasara

Az (1) tdblazat alkalmas arra is, hogy 16-sz6g(i sokszoggel megkozelitett
rugalmasan dgyazott kor alaka alagutfalazatok szamitasinal az dgyazasiegyiitt-
hatot kikiiszobolve az alagttfalazatot koriilvevs kézet fizikai jellemzéi (£, u)
segitségével méretezziink. A torzstartot ilyen esetben tigy foghatjuk fel, mint
rugalmas rudakkal megtamasztott esuklés radlancra tdmaszkod6 haromesuklds
ivet. (7..4bra.)

Az erémodszer szerint megoldva a kanonikus egyenletrendszer:

ay M, +a g Mg+ ay, My~ ... +a,3Mg+a,p=0
gy My + agg My +agga My + ...+ agg Mg + ago =0

gy My + aga My + agy My + ... 4+ agg Mg + agq =0

522



49

] 0° 22° 30’ 45° 67° 307 90° 112° 30/ 135° 157° 30”7 180°
i T M2 s M s s i s e
n= 8| 41,31 40,39 —0,08 —0,22 —0,11 -+-0,04 40,30 +0,42 40,52
n=16| 4143 —+0,34 —0,09 —0,21 —0,13 -+0,06 40,28 40,44 +0,50
7 kozelité értékei a sor
»n” tagjdnak figye- e
lembevétele mellett
n=32| +1,37 40,36 —0,09 —0,20 —0,12 +0,06 +0,28 +-0,44 +0,50
n =64 | +1,38 +0,35 —0,09 —0,20 —0,12 +0,06 +0,28 +0,44 +0,50
7 pontos értékei +1,3873 | 40,3517 | —0,0892  —0,2052 | —0,1117 | 40,0636 | 40,2766 | +0,4389 | --0,5000

1. tabldzat




Az egyenletrendszer koefficiensei a szerkezet E, J konstans jellemz&i
esetén

(@w) = [, My ds + S SN Ny + B S By

Kiilonos figyelmet az utolsé tagnak kell szentelniink. Ez a tag fejezi
ki az dgyazds munkajat. R-rel jeloltiik a keriillet mentén haté tamaszer8ket,
u val pedig a megfeleld elmozdulasokat.

7. dbra

Az u, értékeket konnyen meghatarozhatjuk, ha ismerjilk az 1. tabla-
zatban foglalt, egységnyi eré hatasara fellépd alakvaltozési ordinatikat s igy

w, =2 RB;;.

Az Altalunk vizsgilt tizenhatszog esetén az U, értékeket az aldbbiak
szerint szamithatjuk:

Uy = (N + M5) By + (02 + ) By + .. . + (0 + mg) Bg + 1, By
g = (Mg + Mg) By + (0, + M) By + ... + (05 + n7) Bg + mg- By
s = (N5 + 17) By + (N + mg) By + . . . 4+ (my 4 mg) Bg + n05- Ry
wg = (Mg + Mg) By + (3 + M) By + ... + (3 + 75) Bg + 04- By
Uy = (15 + Mg) By + (0 + 1) By + ... + (05 + my) Bg + 13- B,
ug = (g + M) By + (05 + Mg) By + .. . 4+ (0 + m3) Bg + 15+ By
Uy = (M + 17) By +(ng +76) By + - .. + (M + m2) Bg + 11+ By

Koénnyen belathato, hogy az el8bbi Osszefiiggések matrix alakban a
kovetkezSképpen irhatdk fel:
w-H-r
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ahol

Ug R4
Uy R,
Us Ry
w=| u, e8 P=| B,
Up R,
Ug R
Uy _] | R, _|

Az elmozduldsok és a reakcider8k oszlopméatrixat és

[ (7 + 15) (e + M) - -+ (M6 78) M7 |

(Mg + me) (my +17) - - - (05 -+ 17) Mg
1 et . : :
E . . . .
(M6 + mg) (M5 + 7M7) - - (0, + 7M3) M
| (M7 + 17) (g + 7g) -+ - (M2 + M2) My _

az elmozduldsok hatésibra ordinatdibél alkotott kvadratikus matrixot jelenti.
Az u = 0,3 esetben kiszdmitottuk a H maétrixot, és ez szdmszer(ien az

alabbi:

1,2756 0,4153 0,1874 0,2337 0,3883 0,5025 0,2766

0,4153 1,6639 0,7906 0,4108 0,2337 0,1649 0,0636

0,1874 0,7906 1,8873 0,7906 0,1874 (—0,1416 (—O0,1117

H=— 0,2337 0,4108 0,7906 1,6639 0,4153 |—0,2009 |—0,2052

&

0,3883 0,2337 0,1874 | 0,4153 1,2756 0,1465 |—0,0892

0,5025 0,1649 |—0,1416 |—0,2009 0,1465 1,2981 0,3517

0,6532 0,1272 |—0,2234 |—0,4104 |—0,1784 0,7034 2,7746

Tekintettel arra, hogy az u elmozduldsi oszlopmétrixot a szamitas érde-
kében a torzstarté minden csomdpontjaban beiktatott egységnyi terhelés
nyomatékabdl szdrmazé »r oszlopmétrix esetében meg kell hatarozni, az
oszlopmétrixot célszerfien indexszel lathatjuk el. Az ,i”, illetve ,,0” index
egyben utal arra, hogy az melyik esomdépontba beiktatott egységnyi, illetve
kiils§ terhelés hatasara keletkezett elmozdulisokra, illetve R, erékre vonatko-
zik.

fgy az e16z6 kifejezés az aldbbi alakot nyeri:

i =II"I‘i
és
Ug=H-r,.
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Koénnyen belathaté, hogy az altalunk vizsgilt Yu; R, kifejezés, méatrix
alakban irva, a kovetkezd:

2u; By =uk¥ry
illetve
2 ug By = uf .7y

Azaz a kannonikus egyenletrendszer koefficienseinek a talaj dgyazdsi
munkdjat kifejezé tagjat ugy kapjuk meg, hogy az ,,i” pontban beiktatott
egységnyi nyomatékpar, illetve kiils§ terhelés hatésara keletkezd elmozdulasok
sor méatrixat (transzponilt oszlopmatrixdt) megszorozzuk a ,k” pontban
beiktatott egységnyi nyomatékpar, illetve kiils§ terhelés hatisira keletkezd
r er8k oszlopméatrixaval.

A Zu; R, kifejezés ismeretében nem jelent kiilonleges nehézséget az egy-
ség és terhelési tényezék meghatirozdsa,illetve a kanonikus egyenlet megoldasa
sem.

A szerzSk befejezésiil koszonetet mondanak Kohlmann Liszlé matema-
tikusnak, aki a levezetések ellendrzésében és részletszamitisok elvégzésével
értékes segitséget nyujtott szamukra.
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