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TERHELÉS HATÁSÁRA 

1. Bevezetés 

T a l a j v í z a l a t t épü lő a l a g u t a k f a l a z a t á t g y a k r a n vá l a sz t j ák k ö r keresz t -
m e t s z e t ű r e . Mé lyveze t é sű , vá ros i f ö l d a l a t t i v a s u t a k f a l a z a t a i c s a k n e m kizáró-
lag i lyen a l a k ú a k . Az a l a g ú t f a l a z a t e r ő j á t é k á v a l k a p c s o l a t o s k u t a t á s o k bizo-
n y í t o t t á k , h o g y az a l a g ú t f a l a z a t o t k ö r ü l v e v ő kőzet n e m c s a k t e r h e l é s t ad á t a 
f a l a z a t r a , h a n e m a k e r ü l e t b izonyos s z a k a s z á n m e g t á m a s z t á s t is. A kö r a l a k ú 
a l a g ú t f a l a z a t o t ebbő l a s z e m p o n t b ó l k é t s z a k a s z r a l ehe t f e losz tan i , ú g y m i n t : 
e l v á l ó s zakasz ra , aho l a k ő z e t n y o m á s h a t á s á r a az a l a g ú t f a l a z a t d e f o r m á l ó d v a , 
befe lé m o z d u l el, és t e rhe lőszakasz ra , a h o l a fa laza t a k ö r ü l v e v ő k ő z e t t ö m e g r e 
t á m a s z k o d i k . (1. á b r a . ) 

A d e f o r m á c i ó h a t á s á r a a t e r h e l ő s zakasz h o z z á n y o m ó d i k az a l a g u t a t 
k ö r ü l v e v ő k ő z e t h e z és o t t r eakc ióe rőke t éb re sz t . T e r m é s z e t e s e n az e r ő j á t é k -
n a k a k i a l a k u l á s á h o z szükséges az, h o g y az a l a g ú t f a l a z a t o t ép í tés u t á n gondo-
s a n k ö r ü l i n j e k t á l j á k , vagy i s az a l a g ú t f a l a z a t kö rü l k é p z ő d ő épí tés i h é z a g o k a t 
g o n d o s a n k i t ö l t s ék , a m i t m i n d e n a l a g ú t é p í t é s n é l a k i a l a k u l ó h e g y n y o m á s o k 
c s ö k k e n t é s e és a f a l a z a t t e h e r b í r á s á n a k növelése m i a t t is el kell végezn i . 

Az a l a g ú t f a l a z a t o t korsze rűen , t e h á t m i n t r u g a l m a s közegbe á g y a z o t t 
g y ű r ű t kell m é r e t e z n i . I l yen s zámí t á s i e l j á r á s t do lgozo t t k i Gorelitc, Bodrov és 
Matteri, Zurabov, Bvgajeva s t b . [1], [2], [3] . E z e k a mére tezés i e l j á r á s o k a t a l a j 
r u g a l m a s s a j á t s á g a i t a Wink le r - fé l e h ipo téz i s a l a p j á n á g y a z á s i e g y ü t t h a t ó v a l 
j e l l emez ték , azaz f e l t é t e l ez t ék , hogy a feszül t ségek és a l a k v á l t o z á s o k k ö z ö t t 
f e n n á l l a 

p = cy 
össze függés , aho l 

p = a te rhe lés , 
с = az ágyazás i e g y ü t t h a t ó , 
y = a t e rhe lés h a t á s á r a ke le tkező e lmozdu l á s 

Az á g y a z á s i e g y ü t t h a t ó a z o n b a n a t a l a j n a k n e m f iz ikai s a j á t o s s á g a , 
m e r t f ü g g pl . a t e r h e l ő t e s t a l a k j á t ó l , n a g y s á g á t ó l és a t e rhe l é s tő l is. A lka lma-
z á s a e g y sor t é n y e z ő s z u b j e k t í v é r téke lésén mú l ik . Az á g y a z á s i e g y ü t t h a t ó v a l 
dolgozó s z á m í t ó e l j á r á sok k iküszöbölésé re és a r u g a l m a s á g y a z á s n a k a t a l a j 
f i z ika i je l lemzői (E r u g a l m a s s á g i m o d u l u s és p Poisson-fé le t ényező ) a l a p j á n 
v a l ó f i g y e l e m b e v é t e l é r e Sz. A. Orlov [5 ] ú j e l j á r á s t do lgozo t t k i . Az ú j e l j á rás 
l ényege az, h o g y a Wink le r - f é l e h ipo téz i s h e l y e t t az e lméle t i r u g a l m a s s á g t a n 
módsze réve l v iz sgá l j a vég te l en t é rben k i a l a k í t o t t r s u g a r ú k ö r a l a k ú k ivágás 
m e n t é n fe l lépő a l a k v á l t o z á s i v i s z o n y o k a t . Vagy i s abbó l a f e l t evésbő l i n d u l t k i , 
h o g y : 
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a ) az a lagú t fa laza to t környező t a l a j (kőzet) homogén, izotrop ós tökélete-
sen rugalmas. 

b) az a lagú t a térszint től m é r v e oly mélyen fekszik, hogy az a l agu ta t 
környező t a la j (kőzet) minden i r ányban végtelen k i te r jedésűnek t ek in t -
h e t ő . 

c) az a lagút terhelési á l lapota va lamennyi keresztmetszetben azonos és 
mive l a körkivágás s ík jára merőleges alakvál tozás nem lehetséges, t e h á t a 
f e l a d a t síkbeli a lakvál tozás i á l l apo tkén t vizsgálandó. 

Sz. A. Orlov a megoldást Fourier-sor a l ak jában a d t a meg. Az általa közöl t 
megoldás gyakor la t i a lkalmazása azonban nehézségekbe ü tközhet a Four ier-

2. ábra 1. ábra 

sor lassú konvergenc iá ja mia t t . A szerzők az a l ább iakban egy olyan e l j á rás t 
dolgoztak ki, me ly a feladat zá r t a lakban tö r ténő megoldását szo lgá l ta t ja . 
Ezze l a gyűrű környezetében fellépő feszültségeket és a lakvál tozásokat zá r t 
a l a k b a n előál l í to t ták, és így Fourier-sor he lyet t véges fo rmulá t a d t a k . E z u tóbb i 
egyben a beveze tőben fe lvete t t p rob l émá t is kielégíti, ugyanis az a lagútról a 
kőze t re á tadódó ágyazási nyomás szakaszonként egyenletesen megoszló terhe-
lések szuperpozíciójával , azaz lépcsős ábrával közel í thető meg. (2. ábra.) 

2. Alapösszefüggések 

Hasson a végtelen térben r sugarú kör a lakú kivágás mentén tetszőleges, 
a függőleges tengelyhez szimmetr ikus , radiális terhelés. (3. ábra . ) Ez m e g a d h a t ó 
az a lábbi Fourier-sorral . 

9(в) = 2 ancosn6. (1) 
n = 0 
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Vizsgá l juk a sík p o n t j a i b a n a q(0) t e rhe lé s h a t á s á r a k e l e t k e z ő feszül tsé-
geke t és e l m o z d u l á s o k a t . M i n t az i r o d a l o m b ó l i smere tes [4], [5], a feszül tség-
f ü g g v é n y i lyen e s e t b e n a k ö v e t k e z ő a l a k b a n k e r e s h e t ő : 

cp(gO) = b0 r2 In — + L r qO s in 0 + b[ r g In Г COS 0 dl r3 Q 1 c o s в -+-

+ 2' (bnr"g-n+2 + dnr"+2 Q-") cos nO , 
n = 2 ( 2 ) 

a h o l b0 b, b[ di bn dn á l l a n d ó k . Л cp (gO) f ü g g v é n y i s m e r e t é b e n a ag radiá l i s 

3, ábra 

feszü l t ség , ae t angenc i á l i s f e szü l t ség és a r ny í ró fe szü l t s ég az (3), (4), (5) 
r u g a l m a s s á g t a n i a l apössze függésekke l h a t á r o z h a t ó m e g : 

1 dw , 1 Э2<p 
a e = и J V 

g 9g g2 дв2 

a v 
dg 2

 ' 
Ce = 

dg 

1 9 cp 

g дв 

Л fen i i k o m p o n e n s e k ki kell e légí tsék az 

(+> + a0) = 0 

összefé rhe tőség i egyen l e t e t és az a l ább i k e r ü l e t i f e l t é t e l eke t : 

d j J. 9_ 1 d2 

dg2 g dg g2 дв2 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 
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7) 

1. q = r he lyeken a radiális feszültség magával a terheléssel egyenlő-
éi = oo helyeken ped ig a radiális terhelésnek zérussal kell egyenlőnek lennie, 
azaz 

oe(r, в) = - q(0) I 
ffe(oo,6) = 0 j 

2. g = oo helyeken a tangenciá l is feszültség zérussal egyenlő, t e h á t 

<r,(oo0) = O (8) 

3. g = r és q = oo helyeken esúsztatófeszültség nem keletkezik, és így 

г (гв) = 0 ^ 
T(oo0) = O J 

( 9 ) 

A rugalmasságtan fizikai egyenleteinek segítségével a feszültségek és az 
a lakvál tozások közö t t i összefüggést megá l l ap í tha t juk . Ehhez az á l t a lános í to t t 
Hooke- tö rvény t használ juk fel: 

cee • 

1+f* 

E 

1 +M 
E 

1 - + J * 

E 

К — + <%)] . 

[oe - p{oe + <%)], 

[ 2 r ] , 

(10) 

aho l E a rugalmassági modulus és p Poisson-féle tényező. A sík p o n t j a i n a k el-
mozdulásá t , illetve az elmozdulás radiál is и és tangenciális v komponense i t 
a Cauchy-féle differenciálegyenletrendszer megoldásával k a p h a t j u k meg: 

du 

dg 

1 

Q 

dv 
3? 

"dv 
b U 

d в 
du v  
90 

(П) 

( 1 2 ) 

(13) 

Az и és v ismeretében ped ig megha tá rozha tó a szóban forgó a lagútfa la-
za tok által á t a d ó d ó erőhatás köve tkez tében kialakuló elmozdulás. 

3. A feladat megoldása szakaszonként egyenletesen niegoszló terhelés esetén 
zárt alakban 

Vizsgáljuk a t ovább iakban a té rben r sugarú kör a lakú kivágás m e n t é n 
h a t ó , a függőleges tengelyre sz immetr ikus , konstans radiális terhelés esetét . 
(4. ábra . ) 
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A (7) (8) (9)-ben felírt peremfel té te lek ez esetben ér te lemszerűen az aláb-
biak lesznek: 

ов{г, в) = 
— q', h a 0 < / S , 

0 , h a 0 > / S , 

CTe(oo0) = 0 ; т ( г 0 ) = 0 ; 1 

a t ( oo 0) = 0 ; r ( o o 0) = 0 , | 

(14) 

( 1 5 ) 

4. ábra 

Sz. A. Orlov eredményeinek felhasználásával a (2)-ben szereplő á l landók 
ese tünkben a következő ér tékeket veszik fel: 

ß; 
л 

q' 1 — 2 p 
Ъх = — — — sin p ; 

л 2 ( 1 — p) 

\ = — — sin /S ; 
л 

1 2/4 

л 4 (1 — /г) 
sin ß ; 

, q' s in n ß 
n 

л п(п — 1) 
_ q' sin п ß 

л n(n + 1) 

Ezek behelyettesítésével az a lka lmazo t t <p (qO) feszül tségfüggvény 
így i rha tó fel: 

' в } 
ne0) = 3L _ r2 ß in + 

+ í — гов sin 0 + — — r p In í— 
L 2 ( 1 - / 4 ) ÍR 

1 2 ы r3 

COS 0 -| — COS 0 I sin ß + 
4 ( 1 - / г ) в 

+ у ín е _( п _ а ) sin я. ß cos w 0 _ r „ + 2 sin n ß cos n 0 
n=2 ' 44(74 — 1) 74(44 + 1 ) 

(16) 



A feszü l t ség- függvényt t ehá t z á r t a l akú kifejezések és végte len sor a lko t j a . 
Min thogy mi а <р((эб) f ü g g v é n y t z á r t a l a k b a n ke ressük , meg kell h a t á -

r o z n u n k a f ü g g v é n y b e n szereplő végtelen sor összegét. E n n e k érdekében vizs-
g á l j u k meg a (17)-ben fel í r t speciális Four ie r - so roka t : 

Cí — У Rn s in n ß cos n в ; 
n =2 

C„ 

s in n ß cos n 0 

n 

" sin n ß cos n 0 

С n+i 

n = 2 

= 

n = 2 

71 

= Y Rn s in 71 ß sin 71 0 
n=2 

= y E n ^ ß s m n e 

71— 1 

g _ y , gn Sin и/3 s i n n ü 

с, (п-1)л 

'nC/i + l) 

sin 71 ß COS 71 д 

П - f 1 

™ sin 71 ß COS 71 О 

n = 2 (И — 1 ) П 

п sin 71 ß COS 71 0 

/1 + 1 

= y; Rn  
/1 = 2 n ( n + 1) 

S 

$n(/i + l) 

n=2 
™ Sin 71 ß Sin 71 в 

А 
/1 = 2 » + 1 

- sinußsinnd 

/ 1 = 2 ( n — 1)П 

— "V R" nßs^nn^ 
n=2 n ( n -f- 1) 

(17) 

Ál l í t juk és a t o v á b b i a k b a n b i z o n y í t j u k , bogy a f e n t i végtelen sorok ösz-
szege az a lábbi összegezési képletek segí tségével zá r t a l a k b a n á l l í tha tó elő [6] 

c i ( z ) = 4 R" cos 712 = — 
/1=1 2 

1 — R2 

c„(z) = y R n cos nz 

1 —2 R cos z + R2 

1 

— 1 

In 

6'l(2) = N R" s i n TŰZ = 
/1=1 

Ki - 2 R cos z + R2 

R s i n z 

h a | i ? | < l 

h a 
0 < г < 2 л 

R2< 1 

5„(z) = V F 
/i=i 

s in nz 

n 

1 — 2 R cos z + Ä2 

R s i n z 
a r c t g 

1 — R cos z 

h a | Ä ] < 1 

b a 
0 < z < 2л 

R2 <, 1 

(18) 

i l le tve R = 1 e se tében 

- , , cos nz 1 
C„(z) = Y In 

П 2 
I s in h a — л < z < л 

sJz) = "У 
sin nz 

/1=1 n 

z — л 

2 

z -f- л 

, h a 0 < z -< л 

, h a — л < z < 0 

(18a) 
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B i z o n y í t á s u n k első l épésekén t k ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y 

1 1 1 

(n — 1) n n — 1 n 
es az 

1 1 1 

n (n + 1) n 71 + 1 

össze függések f e l h a s z n á l á s á v a l a (17) k é p l e t c s o p o r t u to l só k é t s o r á b a n f e l í r t 
k é p l e t e k az ez t mege lőzőekke l k i f e j ezhe tők a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 

ü ( n - i )n — — C n és S ( n _ 1 ) n — S n _ x — S n , I 

С„(л+1) = Dn — Cn+1 és $„(„+!) — Sn — Sn+1 j 
(19) 

A t o v á b b i a k b a n t e h á t csak a (17) első n é g y s o r á b a n l evő k i fe jezésekke l 
kel l f o g l a l k o z n u n k . 

A l k a l m a z v a a 

sin n ß COS 7? 0 = — [s in n (0 + ß) — sin 71 (6 — ß)] 
2 

s in 71 ß s in 71 в = — [cos 71 (0 — ß) — COS 71 (в + /3)] 

e lemi k é p l e t e k e t , t o v á b b á b e v e z e t v e a 

(fl + /3)=y; (B-ß) = x 
j e lö léseke t , a k k o r 

es 

s i n 71 ß COS 71 в = — [s in ny — SÍn Tlx] , 

1 
(20) 

s i n 71 ß s in 71в = — [cos 71X — cos ny] 

össze függéshez j u t u n k . 
A (20)-nak (17)-be t ö r t é n ő h e l y e t t e s í t é s e u t á n a z o n n a l b e l á t h a t j u k , h o g y 

a v i z s g á l t k i fe jezések az x és у v á l t o z ó k t ó l e l t e k i n t v e azonos a l a k ú s z u m m á k r a 
b o n t h a t ó k . Az x és у v á l t o z ó k a t az í r á s m u n k a egyszerűs í t ése cé l jából közös 
jellel, 2-vel jelölve, e legendő a k ö v e t k e z ő k b e n t e h á t csak a (21) a l a t t i s z u m m á k a t 
v i z s g á l n u n k . 

cßz) = > n ü " cos nz ; s ^ z ) = 2 R" si s in 772 
n = 2 

/ \ v í n C 0 S n Z 
cn-i(z) = ^ R n . 

n=2 71 1 

. . " D n cos nz 
c„(z) = 2 5 Д , 

n=2 m 

/ \ vn c o s 

= 2 R — 
71 + 1 

n = 2 

i S » 1 

/ 1 ЮП S Í n n Z 

n=2 П 

sin nz 

^ 2 W + 1 

(21) 
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A (18) f e l h a s z n á l á s á v a l a z o n b a n n y i l v á n v a l ó , h o g y a cx(z), cn(z) i l l e tve 
s1(z) és sn(z) z á r t a l a k ú előál l í tása k ö v e t k e z ő : 

cx(z) — cx(z) — R cos 2 ; sx(z) = sx(z) — R sin z ; 

cn(z) — cn(z) — R cos z ; sn(z) = sn(z) — R s in z. 
(22) 

T o v á b b á : 
cos nz 

On-1(2) = = + 1 

л = 2 П— 1 

= Л 

COS ( n - f - 1 ) 2 

71 

es а 
п= 1 

" OOS»Z = » 

л=2 И + 1 

л „ = з 

1 00 
= — ^R" 

Л n = i 

COS П 2 s i n n z . 
COS 2 s i n 2 

П П 

COS In — 1)2 

П 

cos nz 
COS 2 + 

П 

n 

1 00 
jy Rr 

л n= 1 
s i n nz . 

— s i n z 
n 

COS (n — 1 ) 2 
- Л + Л 2 COS 2 

Л 
• COS 2 - f - 1 

T e h á t 
c „ _ x ( 2 ) = Л \ А п ( 2 ) COS 2 — S n ( z ) S i n z ] , 

C n + x ( « ) = К [0ÁZ) COS 2 + Sn(z) S i n z ] -
к 

R 
COS z -f- 1 

Végül 

(23) 

= J Л" ^ = J Л" « s i n ( T C + 1 ) 2 

n - 1 л= | n 

= R V Л" 
n= 1 

S i n П 2 COS nz . 
COS 2 - | s i n 2 

n n 
i l le tve 

s i n nz 

nP2 n + 1 л=3 
) рл -1 S i n (И ~ l ) z . 

n 

= 1 + Д Л Sin ( n - 1)2 = 1 

Л ^Тз n Л 

p „ sin ( n - 1 ) 2 _ R 2 S inz 
Л1 

n= 1 n 

1 00 

= — X ' B n 

R~1 

s i n nz c o s nz  
COS 2 S i n 2 

Л ] 
— — S i n 2 

2 
T e h á t 

S„_l ( 2 ) = л [ s n ( 2 ) COS 2 + cn(z) S i n z ] 

Sn+l(Z) = — [ « „ ( z ) COS 2 — Cn(z) S i n z ] — 
л . 
— s i n z 
2 

(24) 
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Ezek u t á n a (17)-ben felír t Four ier-sorok összege a (21) (22) (23) és (24) 
a l ap ján t e h á t a köve tkező : 

G i = ~ I>i(í7) — «i(z)] = — [ s j y ) — Si(x)— fí(siny-sinz)] , 
2 2 

Cn_x = i - s„_i(x)] = - - [(S„(y) cos y - SN(X) cos x) + 

+ {cn(y) sin y — cn(x) sin я)] , 

Gn = ~ K M - «п(®)1 = — [«п(») ~ ~Sn{x) - R (sin У - sin ж)] , 
2 2 

C n +1 = [sn+i(y) - *n + l(®)] = — [(«n(y) ° ° s У - sn(x) cos x) — 

— (cn(y) sin у — cjx) sin a:)] — — [sin y—sin x], 
4 

8X = — \_cx(x) — cx(y)"\ — [cx(x) — cx(y) — R(cos ж — cos y), 

Sn-1 = ~ K - i ( ® ) - cn_x(y)] = — [(c„(œ) cos x - ~cn(y) cos y) -
4-/ AJ 

— (sn(x) sin X — sn(y) sin y)] , 

8n = — ícn(x) - c„(y)] = — [cn(x) — cn(y) - R (cos x - cos г/)], 
A 

s n + 1 = % [c„+i(x) - сп + 1 (у)] = - 1 - [(c„(®) cos a; - cn(y) cos y) + 
Z Z I I 

+ (s„(x) sin X — sn(y) sin y)] [cos X — cos y] . 

Ezek ismeretében nem okoz nehézséget a (16)-ban felírt (p ( qO) f ü g g v é n y 
zá r t a lakban t ö r t é n ő fe l í rása sem, m e r t , ha a t ovább iakban beveze t jük az 

R = — jelölést, a k k o r 
в 

cp(Q, 0) = £- _ r2ß In (X + - sin 0 + 1 — 2 у r e in 

, 1 - 2 у r3 . 
cos 0 

4(1 - у ) в 

2(1-у) 

sin/3 + q2 C n ( n _i } - r2 C n ( n + 1 ) . 

cos 0 + 

(26) 
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I ly m ó d o n a f e n t e b b a lka lmazo t t összefüggések segítségével a feszültség-
f ü g g v é n y t s ike rü l t z á r t a lakra hozni . 

A f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y fe lhaszná lásáva l m e g h a t á r o z h a t j u k а ав ,ae és r 
z á r t a l a k j á t is. A müve le t ek elvégzése u t á n m e g k a p j u k a feszültségek é r t é k e i t : 

ot = *-\B 
71 I 

л 

— R ß + 

Rß + 

1 — Ii2 1-2/1 

2 1 — p 

1 + R2 1 - 2 p 

9 

2js in ß cos 0 

sin ß cos 0 

T = <L (1 _ R*) ( L 2 © | sin ß cos 0 - S f \ , 

I l l e tve 
2 l 1 — fi 

_ [ ( 1 _ 2 г « ) 0 1 + 2 0 п ] , (27) 

+ [ ( l - J ß 2 ) C 1 - 2 C n ] j , (28) 

(29) 

°e + ae = — Ä 
sin ß cos 0 

4 © (30) 

A CTg ctg és r f ü g g v é n y e k kielégít ik (14) (15) kerü le t i fe l té te leket . 
A (14)-ben m e g a d o t t kerület i fe l té te lek tel jesüléséről a (18a) és (25) 

fe lhaszná lásáva l k ö n n y e n meggyőződhe tünk , mivel ebben az esetben q = r, 
i l le tve R = 1 t e h á t 

o e(r, 0) = 

ahol 

ß — 2 sin ß cos i 

ё _ ß — 2 sin ß cos 0 — 

'л — у , X — л 
-j —(sin?/— sinX) 

2 2 

Л—y x + л — (sin/ / — s inx ) 

I , h a x > 0 , 

\ , h a x < 0 . 

y=(d + ß); x = ( 6 - ß ) . 

A művele tek e lvégzése u t á n 

4 {-ß—2sinßcosO + ß + (sm(ß-e) + sm(ß + e))}=0, h a ß<0 

oe(r, 0) = 

{ — 2 s i n / S c o s 0 — : r c + / ? + ( s i n ( / ? - 0 ) + s i n ( £ + 0 ) ) } = —g' h a ß>Q 

A (15)-ben m e g a d o t t fel tételek te l jesülése rög tön be l á tha tó , ha f igye lembe 
vesszük, hogy 

q — oo esetén R = 0 t e h á t Cx = Cn = fiq = 0 

q — r esetén R = 1 t e h á t ( 1 - Я 2 ) = 0 

A sík p o n t j a i n a k ce; ee; sgg a l a k v á l t o z á s i je l lemzőket a (27), (28), (29), 
(30) f ü g g v é n y e k n e k (iO)-be való behe lye t t e s í t é séve l k a p j u k meg: 

(i + mW 
En 

R Rß+ - 1 ((3 — 4 /t) + ( 1 — 2 y) R2) sin ß cos 0] + 
2(1 — y) j 

+ ( 1 - Я 2 ) <© + 2 ( 1 - 2 / 1 ) + , (31) 
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( H ^ l i ' U 
8 Ел 

R ß H (1 + (1 — 2 p) R2) sin ß cos в 
2 ( 1 — P) 

+ (1 — E2) Cj — 2(1 — 2 p) Cn\, 

+ 

(1 +p)q' 
E: 

( 1 - Я 2 ) \R sin ß sin 0 — 2 Si I • 
1 — P I I 

(32) 

(33) 

A sík pon t j a inak и, v e lmozdulás-függvényei (31), (32), (33) i smeretében 
a (11), (12) Cauchy-féle differenciál-egyenletrendszer megoldásának eredménye-
kén t adódnak . 

и J 4 < * e + / i (e ) = 

= (1 + p)q' (, 

Я я V 
Eß + 

1 (1 — 2 p 

2(1 — p) 

+ ( 3 - 4 / i ) e C „ _ 1 - 2 ( l -2p)gCn-rRCn+1 \ + fi(0), 

R 2 — (3 — 4 ^ ) ln g 

\ 

sin ß COS 0 

v = $(geu-u)de +f2(Q) = 

(i + rW 
En 

1 i l — 2 p 

2(1 —p) ( 2 

I 

R2 + (3 — 4 p) ln g + 1 

+ 

(34) 

sin ß sin 0 

- (3 - 4 p) g Sn_! + 4 ( 1 - p) Q S n - r R Sn+1 j - J fßO) dO+ft(ß), ( 35 ) 

ahol / j (0) és / 2(g) integrálási függvények . 
Továbbá a (13) a lap ján 

"ев = Í l + Ж (1 _ B2) / - K l l R в s i n ß sin 0 - 2 я Д + - ( Ç / 1 ( 0 ) d 0 + A(0)) + 
Е л I 1 — p j g 

1 

Q 
(36) 

Az и és v függvényekben szereplő /х(0) illetve /2( g) in tegrá lás i függvények 
meghatározása céljából hasonlí tsuk össze fb9 (33) és (36)-ban megado t t a l a k j á t . 
Az összehasonlításból következik, hogy 

* ( j ' / J O ) dO +ftß)) + fí(g) - l-f2(g) = 0 . (37) 

H a a (37) egyenlete t g-val megszorozzuk, és először 0, m a j d g szer int 
differenciál juk, akkor az 

/Í(Ö) + fi(0) = 0, 

e/í(e) = o. 

(38) 

(39) 
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d i f f e r enc i á l - egyen le t eke t n y e r j ü k , aho l (38) és (39) m e g o l d á s a m e g a d j a az in t eg -
rá l á s i f ü g g v é n y e k e t : 

Д(0) = Kl cos 9 + A 2 s in 0, 
és 

/ . ( е ) = * , е + A 4 . 

Н а / 1 (0 ) és / 2 ( , ) m e g h a t á r o z o t t é r t é k e i t и és v (34) i l le tve (35) a l a k j á b a 
b e í r j u k , a k k o r 

и 
Ел V 

Rß + 
1 

2(1 —/t) 
1 — 2 / 4 

+ (3 — 4/4) Q <?„_!— 2(1 — 2 /4) Q Cn — r i? cn + l \ + K^ COS 0 -f- К2 sin 0 

А2 — (3 — 4 /4) In Q sin ß cos e 

\ 
+ 

/ 
« = + (3 - 4/4) I n , + 1 

E 2 ( 1 - / 4 ) 
sin ß sin 0 

- (3 - 4 /4) Q S + 4 ( 1 - / 4 ) , я „ - г A S n + 1 - A j sin 0 + K 2 cos в + А 3 , + А 4 . 

M i n t h o g y a q(9) t e r h e l é s f ü g g v é n y t a függőleges t e n g e l y r e s z i m m e t r i k u -
s a n vesszük fel, kell h o g y 

= 0 , 
0 = 0 90 

és a 0 = 0 he lyen 

w(,0) = 0 

t e l j e s ü l j e n e k . E z p e d i g csak úgy á l l ha t f enn , h a 

K2 = 0, 

K3Q + A 4 = 0. 

44 : 

T e h á t 

(1 + / 0 g ' 
En 

rßR + 
(1 +f*)q' 

E n ( 2 ( 1 - / 4 ) 

1 — 2/4 
R 2 —(3 — 4/4) , I n , + K1 X 

X sin ß cos 0 + (3 - 4/4) C n _ 4 - 2 (1 — 2 /4) , Cn — r ß C n + 1 

1 — 2/4 e = ( l + / 4 ) g ' . Г [ ( 1 - 2 / 4 ) Д 2 + 1 _ ] s i n 0 _ ( 1 + /4) r — 

En 2(1-/4) En (2(1-/4) 2 
R2 

sin ß sin 0 - (3 - 4 /4) , Sn_l + 4 ( 1 _ /4) , - г Д Я п + 1 . (3 4/4) In , + A j 

H a az e l m o z d u l á s o k a t v a l a m i l y e n g = eons t ans s u g a r ú körök m e n t é n 
v i z s g á l j u k , l á t h a t j u k , h o g y a k ö r v o n a l m i n d e n p o n t j a egyrész t me rev t e s t s z e r ű 
Z m á s r é s z t v0, v0 r e l a t í v e l m o z d u l á s t végez. A kör k ö z é p p o n t j a ugyan is 

Z = - (i+R)q'\ r 

En (2 ( 1-/4) 
1 R2 - (3 - 4/4) In , + A j 
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ér tékke l a terhelés eredője i r ányába el tolódik. A terhelet len á l lapotban fe lve t t 
g = constans sugarú körhöz képest ped ig az alábbi re la t ív elmozdulások kelet-
keznek : 

Ел \ J 

(1 + / t ) q ' í r [(1 - 2p)R2 + 1] л • а /о I \ Q vn = — 1 — — —— sin ß sin 0 — (3 — 4 и) p Д . , -+-

Ел I 2(1 - f i ) 

+ m - p ) 6 S n - r R S n + l \ . 

(40) 

H a az a l agú t tengelyvonala és a térszint vízszintes, akkor a q — r 
sugarú nyílásnak merev testszerű e lmozdulása semmiféle kapcsola tban nincsen 
a benne elhelyezett szerkezet e rő já tékáva l . Ezér t a szóban forgó merev test-
szerű elmozdulás f igyelmen kívül hagyha tó , és elégséges a t ovább i akban 
csak a relatív elmozdulásokkal fogla lkoznunk. 

4. Elmozdulási hatásábrák 

Vizsgáljuk meg röviden a relat ív e lmozdulásoknak az t a speciális esetét , 
midőn a körkivágás men tén P koncen t rá l t erő ha t , vagyis a (40) összefüggé-
sekbe : 

+ = — , ahol ß ^ - 0 
4 2 rß 

í rva , az u0 és v0 ér tékei az alábbiak lesznek: 

Mo = l i m l i ± ^ ji?2 + (3 - 4 / 4 ) % i - 2(1 - 2/4) ^ - , 
P-+0 2 E R л I ß p p j 

/>-0 2 E R n \ 2 ( l - p ) ß ß 

+ 4( 1 — / 4 ) — - — R2 

ß ß i 

Ismeretes, liogy 

sin ß , , .. sin n ß 
l im = 1 es l im — = n . 
/>-0 ß />-»0 ß 

í g y а (22) (23) és (24s) felhasználásával 

Cn_, .. ™ „„ sin n ß cos n в ™ nn n n ... , ... l i m —5—1 _ H m у ßn = y ß n c o s n Q — c 1 (ö )+c„_ 1 (ö ; . 
/>-0 ß P->0 ß 71—1 71 — 1 
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U g y a n í g y 

ß-*o ß 

l i m % î = C l ( 0 ) - C „ + 1 ( 0 ) , 
|8->0 ß 

lim = в1(в) + «n-i(0) . 
ß-*o ß 

lim ^ = » l [9 ) , 
ß^o ß 

S. n+l lim 
ß-*o ß 

= ex(0) — вп + 1(в) . 

Tehá t 

0 2 ERn 

(1 + /i)P (Л[(1 - 2 p ) R * + l ] . 
= 

2ЕКл 

{7?2 + (1 _ Д ! ) C i ( 0 ) + (3 - 4 /1 ) cn_x(ß) + R*cn+1(0)} , 

sinÖ + (1 — R2) Si(0) — 
2 ( l - / i ) 

- ( 3 - 4 / 1 ) V - i ( Ö ) W W 0 > • 

A mérnöki gyakor l a t számára elsősorban a kör a lakú kivágás kerü le te 
m e n t é n fellépő re l a t ív elmozdulások értékei fontosak. T e h á t b e n n ü n k e t első-
so rban az i/0; v0 függvényeknek a q — r, i l letve R = 1 helyen fe lvet t é r téke i 
érdekelnek. Ezek v iszont a (18a) és (25) felhasználásával következő véges a lak-
b a n í rhatók fel: 

2rß ívszakaszon egyenletesen megoszló terhelés esetében: 

(1 + / i ) q'r  

Ел 
ß + (l - 2 / i ) (у — л) sin2 — — £ • sin2 — 

2 2 (41) 

- ( 1 - / 1 ) (sin у) In |2 sin —\ — v s inx) In I 2 sin — , 5 - 8 / 1 . 
H [sin y — sin X 

u0 \«=r 
( 1 + ^ ) 9 ' r j s i n / 3 s i n 0 - 2 ( l - / i ) 

Ел 
sin2 —I In 

2 
2 sin -

(sin2 У In 2 sin A | 2 

( 2 2) 

1 — 2 / 1 

7 — 8 / 1 
[cos x — cos y~\ \, 

[£ sin x — (у — л) sin y~\ — 

(42) 
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ahol 
(x — ra) h a x > 0 , 

es 

ben 

(x + ra) ha x < 0 , 

y = (0+ßY, x = (Q-ß). 

Továbbá (18a) (23) és (24) felhasználásával P koncen t rá l t terhelés eseté-

uo le=r = 
( 1 + / A P 

2 E f j K 
Q\2 1 

y) In 12 sin— + -
2 

0 2 1 
; sin 

COS0 + (1 — 2 + (ra —0) s i n 0 | , 

(43) 

sin 0 + (1 — 2 + (ra — 0) cos e j . 

(44) 

Az elmozdulások ha tásábraszerű a lkalmazása érdekében vizsgáljuk meg 
a 2rß ívhosszon egységnyi e redőjű egyenletesen megoszló terhelés, vagyis q = 

= — ha tá sá ra fellépő e lmozdulásokat . A (41), (42) kifejezésekbe behelyet te-
2 r ß 

s í tve kap juk 

V = «о le=r 
( 1 + + 

2 Ел 
1 + 

1 
( 1 - 2 + (и — ra) sin2 — — £ sin2 — 

2 2 

(sinî /) ln |2 sin— — (sinx) In 2 sin — 
2 • 5 - Ü B , • • \ -j L ( s in у — sin x) 

4 
„ (45) 

. (1 + + isin/3 . £ = v0 \B=r — -—-C2- !—-tl sin 0 
2Ел f ß 

(sin2 — In 2 sin — 1 l 2 2 1 

- Ж 

1 — 2y 

у) I s in2— In 2 sin— — 

H — — ( f s i n x — (y — n) s iní / ) + 

H — (cos X — cos y) 
4 

(46) 

ahol 

((x — ra) h a x > 0 

j (x + ra) h a x < 0 
es 

£ = 

y = (e+ß); x = (6—ß) 

A fenti képletek a lap ján s zámí to t t elmozdulási á b r á k a t (5. ábra) kör a lakú 
kivágás tetszőleges pon t j ához t a r tozó speciális h a t á s á b r á k n a k t e k i n t h e t j ü k . 
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Az a lábbiakban k i számí to t tuk az rj ér tékeit a ß = 11° 30' és y = 0,3 
ér tékeknél a körívnek a 6. áb rában f e l t ü n t e t e t t osz táspon t ja iban . 

A szerzők ál tal levezete t t zár t a lakú kifejezés é r téke i t az alábbi t áb láza t -
b a n összehasonlí tot tuk az [5] i roda lomban közölt Fourier-sorral s z á m í t o t t 
ér tékekkel . 

A táb láza tból l á tha tó , hogy még 64 Fourier- tag f igyelembevétele mellet t 
is jelentős eltérések vannak a pontos ér tékekhez képest . A Fourier-sorral k a p o t t 
ér tékek a pontos ér ték a l a t t és felet t ingadoznak. 

5. Alkalmazás alagútfalazatok gyakorlati számítására 

Az (1) t áb láza t a lkalmas arra is, hogy 16-szögü sokszöggel megközel í te t t 
rugalmasan ágyazo t t kör alakú a lagút fa laza tok számí tásáná l az ágyazás iegyüt t -
h a t ó t kiküszöbölve az a lagú t fa laza to t körülvevő kőzet f izikai jellemzői (E, y) 
segítségével mére tezzünk . A tö rz s t a r tó t ilyen esetben úgy fogha t juk fel, min t 
rugalmas r u d a k k a l meg támasz to t t csuklós rúdláncra t ámaszkodó háromcsuklós 
ívet . (7. ábra . ) 

Az erőmódszer szerint megoldva a kanonikus egyenletrendszer : 

«il My + a13 M3 -f a14 il/4 + . . . + «ig M9 + a10 = 0 

« s i My + Я33 M3 + a 34 My -j- • • • + «39 M9 -j- a30 — 0 

« 9 1 My + «93 M3 + a9i i l / 4 + . . . + «99 M9 + a 9 0 = 0 •522 



Vi Vi 

n= 8 + 1,31 + 0 , 3 9 

11 közelítő értékei a sor 
„ я " t ag jának figye-
lembevétele mellet t 

n = 16 + 1,43 + 0 , 3 4 
11 közelítő értékei a sor 

„ я " t ag jának figye-
lembevétele mellet t 

n = 32 + 1,37 + 0 , 3 6 

n — 64 + 1,38 + 0 , 3 5 

77 pontos értékei +1 ,3873 +0 ,3517 

У' 

0,08 

0,09 

0,09 

0,09 

0,0892 

67° 30' 

Vi 

—0,22 

—0,21 

—0,20 

—0,20 

—0,2052 

90° 112° 30' 135° 157° 30' 180° 

Vb y, y> У, 

—0,11 + 0 , 0 4 + 0 , 3 0 + 0 , 4 2 + 0 , 5 2 

—0,13 + 0 , 0 6 + 0 , 2 8 + 0 , 4 4 + 0 , 5 0 

—0,12 + 0 , 0 6 + 0 , 2 8 + 0 , 4 4 + 0 , 5 0 

—0,12 + 0 , 0 6 + 0 , 2 8 + 0 , 4 4 + 0 , 5 0 

—0,1117 +0 ,0636 +0 ,2766 +0 ,4389 +0 ,5000 

1. táblázat 



Az e g y e n l e t r e n d s z e r koeff ic iense i a s ze rkeze t E1 J k o n s t a n s j e l l emzői 
e s e t é n 

(aik) = J M, Mk ds + 4 2 Ni Nk + EXJ 2 Щ R
k 

t 

K ü l ö n ö s f i g y e l m e t az u to l só t a g n a k kell s z e n t e l n ü n k . E z a t a g fe j ez i 
k i az ágyazás m u n k á j á t . Л-rel j e lö l tük a k e r ü l e t m e n t é n h a t ó t á m a s z e r ő k e t , 
и val ped ig a m e g f e l e l ő e l m o z d u l á s o k a t . 

T 

7. ábra 

Az и , é r t é k e k e t k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t j u k , h a i s m e r j ü k az 1. t á b l á -
z a t b a n foglal t , e g y s é g n y i erő h a t á s á r a fe l lépő a l a k v á l t o z á s i o r d i n á t á k a t s í g y 

Щ = Z R, Vi • 

Az á l t a l u n k v i z sgá l t t i z e n b a t s z ö g ese tén az £7, é r t é k e k e t az a l á b b i a k 
s z e r i n t s z á m í t h a t j u k : 

«3 = (Vi + V-J R3 + (Va + Ve) R* + • • • + (Ve + Va) Rs + Vt r
9  

Щ = (Va + Va) Ra + (Vi + Vi) Ri + • • • + (V5 + Vi) Ra + Va ' Ra 
% = (Va + Vi) R3 + (V2 + Va) Ri + • • • + (Vi + Va) Ra + Vb' Ra 
«6 = ( Vi + Va) R3 + (Va + Va)Ri + • • • + (Va + Vj Ra + Vi ' Ra 
Щ = (Va + Va) Ra + (Vi + Va) Ri + • • • + (Va + Vi) Ra + Va'Ra 
u»= (Ve + Va) R3 + (Vb + Vj Ri + • • • + (Vi + Va) Ra + Va ' Ra 

= (Vi + Vi) Ra + (Va + Va) Ri + • • • + (Va + Va) Ra + Vi' Ra 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy az e lőbbi összefüggések m á t r i x a l a k b a n a 
k ö v e t k e z ő k é p p e n í r h a t ó k fel : 

и H r 
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ahol 

и = 

u3 Аз 
м4 A4 

«5 A5 

м6 és r = A6 

My R7 

м8 A8 

_ M 9 _ _ A 9 _ 

Az elmozdulások és a reakcióerők osz lopmát r ixá t és 

' (Vi + Vb) (*?2 + % ) • • • ( % + % ) Vi ' 

(% + *7e) (»7i + Vi) "г *?7) Об 

H 
1 

A 
+ Va) + %)••• (»7! + Va) % 

_ (Vi + Vi) iV» + %)••• (% + 4«) 

az e lmozdulások h a t á s á b r a o rd iná tá ibó l a l ko to t t k v a d r a t i k u s m á t r i x o t jelenti . 
Az p = 0,3 ese tben k i s zámí to t t uk a II má t r i xo t , és ez számszerűen az 

a lább i : 

II 

1,2756 0,4153 0,1874 0,2337 0,3883 0,5025 0,2766 

0,4153 1,6639 0,7906 0,4108 0,2337 0,1649 0,0636 

0,1874 0,7906 1,8873 0,7906 0,1874 —0,1416 —0,1117 

0,2337 0,4108 0,7906 1,6639 0,4153 —0,2009 —0,2052 

0,3883 0,2337 0,1874 0,4153 1,2756 0,1465 —0,0892 

0,5025 0,1649 —0,1416 —0,2009 0,1465 1,2981 0,3517 

0,5532 0,1272 —0,2234 —0,4104 —0,1784 0,7034 2,7746 

T e k i n t e t t e l a r ra , hogy az и elmozdulási osz lopmát r ixo t a számí tás é rde-
kében a t ö r z s t a r t ó minden c s o m ó p o n t j á b a n b e i k t a t o t t egységnyi terhelés 
n y o m a t é k á b ó l szá rmazó r osz lopmát r ix esetében meg kell ha tá rozn i , az 
o sz lopmá t r ixo t célszerűen indexszel l á t h a t j u k el. Az , , i", i l letve , ,o" index 
egyben u t a l a r ra , hogy az melyik c somópon tba b e i k t a t o t t egységnyi , i l letve 
külső terhelés h a t á s á r a ke le tkeze t t e lmozdulásokra , i l letve R k e rőkre vona tko-
zik. 

í g y az előző kifejezés az a lábbi a l ako t nyer i : 

es 
Uj = I I • Vj 

U0 = II • Г0 . 
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K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y az á l t a l u n k vizsgált 27м, Rk k i fe jezés , m á t r i x 
a l a k b a n í rva , a k ö v e t k e z ő : 

2 4 R k = « ? r k 
i l l e tve 

2 ' «о R 0 = " o • r o 

Azaz a k a n n o n i k u s e g y e n l e t r e n d s z e r koef f ic iense inek a t a l a j á g y a z á s i 
m u n k á j á t k i f e j ező t a g j á t ú g y k a p j u k meg , h o g y az , , i" p o n t b a n b e i k t a t o t t 
e g y s é g n y i n y o m a t é k p á r , i l le tve k ü l s ő t e rhe lés h a t á s á r a ke l e tkező e lmozdu lások 
so r m á t r i x á t ( t r a n s z p o n á l t o s z l o p m á t r i x á t ) megszorozzuk a , , k " p o n t b a n 
b e i k t a t o t t e g y s é g n y i n y o m a t é k p á r , i l l e tve külső t e rhe lés h a t á s á r a ke l e tkező 
r e rők o s z l o p m á t r i x á v a l . 

А 27м, Rk k i fe jezés i s m e r e t é b e n n e m jelent kü lönleges nehézsége t az egy-
ség és terhelés i t é n y e z ő k m e g h a t á r o z á s a , i l letve a k a n o n i k u s egyen le t mego ldása 
s e m . 

A szerzők be fe j ezésü l k ö s z ö n e t e t m o n d a n a k Kohlmann László m a t e m a -
t i k u s n a k , ak i a leveze tések e l lenőrzésében és r é sz l e t s zámí t á sok elvégzésével 
é r t é k e s seg í t sége t n y ú j t o t t s z á m u k r a . 
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