
I DR. PÓCZY Ml H AL YI a műszaki t u d o m á n y o k d o k t o r a 

A VASÚTI KERESZTALJ SZTATIKAI VIZSGÁLATA 
A FELLOVAGLÁS FIGYELEMBEVÉTELÉVEL 

Ebben a t a n u l m á n y b a n a keresz ta l j sz ta t ika i v izsgála tára kidolgozot t 
ú j kép le t so roza ta inka t m u t a t j u k be. Ezekben a képle tsorozatokban olyan k é t 
mechanika i ha t á s j u t kifejezésre, amelyek az eddig használa tos számítás i el-
j á rásokná l f igyelmen kívül m a r a d t a k . Ezek a ha tások a köve tkezők: 

1. A függőleges irányú talpnyomások harang alakú megoszlásának hatása 

2. A keresz ta l j a l á tömör í t e t t részeinek el fordulásával szemben az ágyazás 
á l ta l k i f e j t e t t ellenálló nyomaték ha tása . 

Ezek mel le t t még f igyelembe vesszük a részleges fellovaglás h a t á s á t is. 

Fellovaglás 

Fellovagláson — a szó eredet i é r te lmében — a vasút i keresz ta l jnak az t 
a labilis helyzeté t ér t ik , amelyben a ke resz ta l j csak a közepe t á j á n t ámasz -
kodik az ágyazásra . Ez a helyzet úgv á l lha t elő, hogy a keresz ta l j ta lpfe lü le te 
a l a t t tömörí tés i h iba fo ly tán az ágyazásban p ú p alakul ki a vágány tenge ly 
környezetében, miközben a ta lpfe lü le tnek a sínek a la t t f ekvő részei „üresek" , 
vagyis a l á t ámasz t á s nélkül m a r a d n a k . E b b e n a labilis helyzetben a keresz ta l j 
közbenső keresz tmetszete i re olyan nagy, nega t ív ér te lmű nyoma ték há ru lha t , 
amely repedést , ső t tö rés t is okozhat . 

Ennek a veszélyes helyzetnek elkerülése vége t t — szabályos pá lyafenn-
t a r t á s n á l — az a l j a k n a k csak a sínek környeze tében fekvő, ké t szélső szakasza 
a la t t tömör í t ik az ágyazás t , de a v á g á n y t e n g e l y környezetében az a l jak 
középső szakaszát üresen h a g y j á k . 

A fellovaglás veszélyének még h a t é k o n y a b b e lhár í tása céljából a vas-
be ton- és fesz í te t t be tonkeresz ta l j a t olyan a l akban g y á r t j á k , hogy a középső, 
kb . 70 cm hosszú részén az a l j alsó felülete a ta lps ík fölé emelkedjék fel n é h á n y 
cent iméter re l . 

I lyen óvóintézkedések mel le t t a keresz ta l jak méretezésénél a teljes fel-
lovaglásból származó nagy nega t ív n y o m a t é k o k k a l nem kell számolni . Viszont 
— a p á l y a f e n n t a r t á s esetleges kisebb fogyatékosságainak f igyelembevéte le 
vége t t — mégis a j á n l a t o s a sz ta t ikai v izsgála tot ki ter jeszteni a r ra a terhelési 
vá l toza t ra is, amelynél a szabályosan a l áve r t ké t szélső szakasz a l a t t ébredő 
t a lpnyomások mel le t t az al j középső szakaszára is t á m a d n a k szabá ly ta lan 
ta lpnyomások va lami lyen részleges fellovaglásnak megfelelő módon és mér t ék -
ben. Gyakor la t i szempontok mérlegelésével ezeknek a t a lpnyomásoknak az 
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e redő j é t célszerű a k k o r a felfelé h a t ó erővel felvenni, amely a ké t s í n n y o m á s 
összegének kb . 1/10 — 1/5 része. 

A köve tkezőkben „fel lovaglás"-on i lyen részleges fel lovaglásnak megfe le lő 
te rhe lés i vá l toza to t é r tünk . 

A talpnyomások harang alakú megoszlása 

A szabályosan a láver t keresz ta l j k é t szélső, h cm hosszú részét o lyan k é t , 
r uga lmasan beágyazo t t , rugalmas n y o m ó l a p n a k fogha t juk fel, amelyeke t a köz -
bülső d cm hosszú, ü re s rész kö t össze egymássa l (1. ábra) . H a ezt az „összekötő 
r u d a t e l t ávo l í t anók , az a l j ké t a l á v e r t részének e rő já t éka külön-külön, egy-
m á s t ó l függe t l enü l ú g y a lakulna ki , m i n t az egyszerű ruga lmas nyomólap erő-
j á t é k a szemcsés t a l a j b a n , excent r ikus n y o m á s a l a t t . 

A t a l a j m e c h a n i k a i kísérletek e redményei szerint szemcsés t a l a j b a n víz-
sz intes nyomólap a l a t t a talpfeszültségek függőleges összetevői harang alakú 
görbéve l áb rázo lha tó módon oszlanak meg. Ezér t jogosult az a fe l tevés , hogy 
a szemcsés t a l a j h o z hasonló ágyazásban a keresz ta l ja a l á t ö m ö r í t e t t t a l p -
felületrészei a la t t is a függőleges t a l p n y o m á s o k olyan ha rang a lakú görbének 
megfelelő megoszlással a lakulnak ki , ame ly harang a lak a s ínnyomás excen t r i -
c i t á sának h a t á s á r a bizonyos mér t ékben el torzul , azaz assz immetr ikussá vá l ik . 

A t a l p n y o m á s o k megoszlásának ez a ha rang a l a k j a ar ra m u t a t , h o g y a 
Winkier-íéAe a rányossági elv (p = Cy) a l a p j á n a keresz ta l j számára l eveze t e t t 
számí tás i módszer (Zimmermann és követő i ) téves fe l tevésből indul t ki . M e r t 
lia ez az alapelv a keresztal j s zámí t á sá ra is a lka lmas volna , akkor m e r e v (ill. 
köze l merev) n y o m ó l a p a la t t , ahol minden pon t lesüllyedése azonos, a t a l p -
feszül tségek é r t éke is ugyanakkora vo lna a nyomólap szélein, mint a közép-
p o n t a l a t t , azaz a talpfeszültségek függőleges komponenseinek megoszlási 
m ó d j a nem fe le lhe tne meg a ha rang a l akú á b r á n a k . T e h á t minden olyan m ó d -
szer, amely С kg /cm 3 ágyazási tényezővel , m in t va lamely — u g y a n o l y a n 
ágyazás ra nézve — állandó é r tékű t ényezőve l számol, a keresz ta l j s z á m í t á s á r a 
a l k a l m a t l a n . Megál lap í to t t t ény , hogy С nemcsak az ágyazási anyag szemeinek 
s a j á t ruga lmasságá tó l , ezek nagyságá tó l , szerkezetétől és hézagtényezőjé tő l 
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(tömörségétől) , szóval az ágyazás saját rugalmasságától függő tényező, h a n e m 
ezen k ívü l még igen lényegesen függ a nyomólap a l ak j á tó l és méretei től is. 
Ezér t a sín számí tásáná l С tényező csak azér t a lka lmazha tó , m e r t i t t azonos 
mére tű és a lakú nyomólapok , azaz keresz ta l j ak ruga lmas besüllyedésével kell 
számolnunk . De m á r m á s vagy vá l tozó mére tű ke resz t a l j ak ra k ö t ö t t sín 
számí tása ugyanolyan é r tékű С tényezővel nem volna helyes azonos minőségű 
és tömörségű ágyazási a n y a g esetén sem. Viszont sok kísér le t te l igazolt jelenség 
az is, hogy ha több , azonos mére tű nyomólapo t ugyanabba az ágyazásba kü lön-
böző nagyságú erőkkel benyomunk (ez a keresztal jas f e l ép í tmény esete is), 
akkor — egy bizonyos nyomóerő h a t á r á n belül — a nyomólapok besüllyedései 
(e lhanyagolhatóan kis különbségekkel) va lóban a rányosak a nyomóerőkke l . 

A n n a k a látszólagos e l l en tmondásnak , ame ly szerint С t ényező a sín számí tás i 
képle te iben haszná lha tó , de a kereszta l j s z á m í t á s á n á l m á r n e m a l k a l m a z h a t ó fogalom, 
a f en t i megál lapí tások é r t e lmében az egyszerű m a g y a r á z a t a a köve tkező . 

A sín s zámí t á sáná l haszná l t S = D y = Cvby szabály [S kg s ínnyomás , D k g / c m 
az a f a j l agos erő, mely a n y o m ó l a p o t ö n m a g á v a l pá rhuzamosan 1 c m m é l y r e volna k é p e s 
az ágyazásba benyomni , y c m a besül lyedés] á l l andó D, illetve С é r t ékke l számolva érvé-
nyes mindadd ig , amíg az e g y m á s t köve tő ke re sz t a l j ak a l á tömör í t e t t fe lüle te i [azaz nyomó-
felülete i ] a l a k r a és mé re t r e azonosak. Ugyan i s az egyensúly fo ly t án az egymás t k ö v e t ő 
s ínnyomások egyenlők az a l a t t u k levő n y o m ó l a p a l a t t éb resz te t t t a lpfeszül t ségek fe lü le t i 
i n t eg rá l j áva l . Tehát mindadd ig , amíg a nyomófe lü le tek a l ak ra és m é r e t r e azonosak, 
ezeknek a ha t á rozo t t in tegrá loknak ér tékei függe t lenek a t tó l , hogy a h a t á r o k o n , azaz a 
nyomófe lü le t kerületén belül a ta lpfeszül tségek milyen függvény szer in t a laku lnak k i . 
Lényeg csak az, hogy a h a t á r o z o t t in tegrá lok ér tékeinek egymás közö t t i v i szonyszáma a 
nyomóerők v i szonyszámáva l egyenlő. Eszer in t t e h á t a sín a l á t á m a s z t á s i p o n t j a i n a k 
lesüllyedési különbségeire nézve (márpedig a sín számí tásáná l csak ez a m é r t é k a d ó ) 
közömbös , hogy a ke re sz t a l j ak n y o m ó t a l p a a l a t t i ta lpfeszül tségek megosz lása egyenletes , 
illetve lineáris-e, vagy hogy a megoszlás va l ame ly h a r a n g a l aknak megfe le lően fe j lődik-e 
ki . M o n d h a t j u k t ehá t , hogy ebben az „ in t eg rá l i s " é r te lemben az a rányosság i szabály 
é rvényes , vagyis a sín s zámí t á sá r a á l landó С é r ték feltételezésével l eveze te t t kép le te ink 
é rvényesek . 

Ezzel szemben a ke resz t a l j s zámí tásáná l éppen az a döntő , hogy egy a l j a l á tömör í t e t t 
fe lüle tének szélein belül, vagyis a n y o m ó l a p kerületén belül mi lyen megoszlási a l akban fe j -
lődnek ki a ta lpfeszül tségek. Mivel pedig ez a megoszlás va lóban h a r a n g a lakú , s így a z 
á l l andónak fe l té te lezet t С é r ték a nyomófe lü le t en belül pon t ró l p o n t r a vál tozik, t e h á t 
ebben a , ,d i f f e renc iá l i s " é r t e l emben p = Cy arányossági szabály m á r é rvény te l en ané lkül , 
hogy ez e l l en tmondásban á l lana a sín s zámí t á sáná l a lka lmazo t t e lméle t te l . Viszont ez a 
m a g y a r á z a t a a n n a k is, hogy miér t v a n szükség a kereszta l j igénybevéte le inek olyan ú j 
számítás i módszerére, amelyné l m á r az a rányosság i szabá ly t n e m a lka lmazzuk a t a l p -
nyomások megoszlási m ó d j á n a k t ö r v é n y e k é n t . 

* 

Az ellenálló nyomaték 

A nyomólapnak az t a tel jes e lmozdulásá t , amelyet excen t r ikus n y o m á s 
a l a t t végez, miközben az az eredet i vízszintes s íkjából az ú j egyensúlyi hely-
zetébe ju t , ké t mozgásösszetevőre b o n t j u k . Ez t úgy képze l jük el, hogy a 
nyomóerő először excent r ic i tás nélkül h a t , vagyis a nyomólap s ú l y p o n t j á b a n 
t á m a d . E b b e n az ese tben a lap önmagáva l párhuzamosan lesüllyed, miközben 
a s a j á t rugalmassága fo ly t án sz immet r ikus a lakvál tozás t végez. A második 
mene tképpen azt képzel jük el, hogy a cent r ikus terhelésre az excentr ic i tásnak 
megfelelő erőpár superponálódik . Ennek egyik köve tkezményekén t a nyomó-
lapnak eddig még sz immetr ikusan b e h a j l o t t a l ak ja asz immetr ikus görbe felü-
le t té to rzu l el. U g y a n a k k o r a supe rponá lódo t t nyomaték második ha t á sakén t 
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az egész nyomólap a nyomófelületének egyik súlypont i tengelye körül a rugal-
m a s t a l a jban va lami lyen kis szöggel elfordul. 

Eszerint a keresz ta l j két a l á v e r t részének te l jes elmozdulását is ú g y 
f o g h a t j u k fel, hogy az ú j egyensúlyi helyzet függőleges elmozdulásokkal egy-
ide jű leg végzett e l fordulás kíséretében alakul ki. Viszont a rugalmas ágyazás 
szükségképpen el lenál lás t fe j t ki nemcsak a függőleges bonvomódásokka l szem-
ben , hanem az e l fordulással szemben is. Mivel kis mozgásokról van szó, ezér t 
joggal fel tehető, hogy az ú j egyensúly kia lakulásakor a rugalmas ágyazásnak 
a nyomólap e l fordu lásáva l szemben k i f e j t e t t ellenálló nyomatéka — bizonyos 
h a t á r o n belül — a rányos az e l fordulás szögével, és egyenlő a nyomóerő ex-
cent r ic i tásának megfelelő (külső) n y o m a t é k negat ív ér tékével : 

M p = Ma = - J L 
v> 

aho l M p kgem a passz ív , vagyis el lenálló nyomaték ; 

Ma kgem az a k t í v nyomaték ; 
(p az e l fordulás szöge; 
ip k g - 1 c m - 1 az arányossági t ényező . 

Ennek az a rányossági tényezőnek fizikai ér te lme a n n a k az e l fordulásnak 
szöge, amelyet a t a l p a rugalmas ágyazásban végez a nyomófelüle t 0—0 jelű 

Oldalnézet 

/ !» | 1 £ 
b B d/2 i 

1 Ш Р Ш R 
i f f . 

УХУ/У'///'/, 7/''7', i l 

alávert felület. 

2. ábra 

-11 
-Il 

sú lypont i t enge lyé re t á m a d ó egységnyi (M n = 1 kgem) nyomaték h a t á s á r a 
(2. ábra) . ip t é n y e z ő kísérleti és e lmélet i ér tékének meghatározás i m ó d j á t a 
„Függelék I . részében m u t a t j u k be. Az ágyazás ruga lmassága mel le t t — amin t 
m á r eml í te t tük — ez az érték f ü g g az a l j alávert ta lpfe lüle t részének a l ak j á tó l 
és méreteitől , v a l a m i n t az elfordulás i r ányá tó l is. E z é r t az ellenálló nyoma ték -
n a k ez a t ényező je nem ugyanolyan é r tékű , mint amelyik a sín számí tásáná l 
érvényesül , m e r t az 0—0 jelű t enge ly merőleges a n n a k a tengelynek az i rá-
n y á r a , amelyikre a sín szabad e l fo rdu lásá t gát ló ellenálló nyomaték t á m a d . 
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A rugalmas mennyiségek kifejezése racionális egész függvényekkel 

A ta lpnyomások megoszlásának qx — f(x) függvényé t o lyan koord iná ta -
rendszerben ábrázo l juk , amelynek kezdőpon t j a a keresztal j t a lpvona lának bal 
végpon t j a , és a pozi t ív x i r ány balról jobbra m u t a t . 

A függvénynek a köve tkező fe l té te leket kell kielégítenie: 

1. X = 0 , Ях = 0 

2 X = ъ, <7x = 0 

3 . X = 
b 

> 
2 

<lx = !?<7u ahol g0 
( l - d ) S 

qxdx = (1 -Ô)S 

5 . fjqx-xdx=(l — + r . 

S kg a s ínnyomás, Ó a fel lovaglás tényezője , b cm az a l á tömör í t e t t rész hossza 
g arányossági tényező, q0 kg/cm a t a lpnyomások átlagos é r téke , r cm a harang-
görbe és az abszcisszatengely közé zár t t e rü l e t sú lypon t j ának távolsága az 

Ь d b 

a " 
- 0 T ' 

1 a 
1 

* m 

Ie 

, H 
+х' 

(l ~é)5J (-)r As Nr | (fró)S. 
b/Z 3 . J / l J/L. j 

b/г . 

3. ábra 

a lá tömör í t e t t rész középvonalá tó l (3. ábra) , r távolság á l t a l ában nem egyenlő 
e cm-rel, vagyis a s ínnyomás excent r ic i tásáva l , mer t a ke resz ta l jnak a d cm 
hosszú rúdda l ruga lmasan összekapcsolt k é t a l á tömí te t t része e nélkül a fel-
t é t e l nélkül is egyensúlyba jöhe t . 

A legegyszerűbb függvény a racionális egészfüggvény. Mivel elsősorban 
az a célunk a mérnöki gyakor la t számára a lka lmas , mennél könnyebben hasz-
n á l h a t ó módszer t dolgozzunk ki a ruga lmas mennyiségek ( ta lpnyomások, 
e redő erők, nyomatékok és lesüllyedések) megha tá rozásá ra : szükségtelen szi-
go rúan ragaszkodnunk ahhoz, hogy a f ü g g v é n y t t i sz tán elmélet i ú ton vezessük 
le. Ugyanis a k i t ű z ö t t célra jó megközel í tő módszer is a lka lmas , ha qx = f(x) 
f ü g g v é n y megfelel annak a köve te lménynek , hogy harang alakéi görbével ábrá -
zolható—és a kezdet i fe l té te leket , va lamin t a s ta t ika i egyensúly követe lményei t 
is kielégíti . 
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Öt fel té te l ö t együ t tha tóva l , azaz negyedfohú racionális egészfüggvénnyel 
e légí thető ki . Mivel pedig a negyedfokú racionális egészfüggvény á l t a l ában 
h a r a n g alakú görbének felel meg : a függvény a l ak j áná l fogva is a lka lmas a 
t a lpnyomások megoszlásának kife jezésére . Tehá t : 

qx = ax X4 + a2 x3 + a3 x- -f- a4 x + a5. 

Hatá rozzuk meg ezeket az a t e g y ü t t h a t ó k a t úgy, hogy ez a függvény kielé-
gí tse öt köve te lményünke t : 

er5 = 0, m e r t különben qx az x = 0 helyen n e m lehetne 0. a4 . . . rty 
e g y ü t t h a t ó k k iszámí tásához négy egyenle te t í rha tunk fe l : 

ciy b3 -f- a2 b~ -f a3 b -f- 74 = 0 

1 ,, 1 ,„ , 1 , I (1 - à) S 
• я, bA -\ a , b- A a3 b a . о 
16 8 " 4 2 V1 

1 1 1 , 1 (1 —à) S 
а. ол 4 a, b- A a-, b 4- - a, = - -

5 1 4 2 3 2 4 b2 

1 M 1 г.» 1 . к 1 .. Í 1 , '' 1 ( 1 - й ) 5 - dy b3 j a2 b2 -| a3 b r 
6 5 - 4 3 1 2 Ъ ) b2 

Ebbő l a l ineáris egyenlet rendszerből a négv ismeret len p, képle té t k i számí tva 
az e redmény: 

(1 —ő)S 
a y = + 40 (2o — 3) • X -1— 

b'° 

a2 = - 40 3 4p — 6 • v — 
2 I b b* 

h = + 6 30 — + 16o — 25) • - 1 

6 ~ ! ъз 

ал = - 2 I 30 — — r B p - IS) 
4 1 b ' I Ъ2 

A könnyeid) kezelhetőség cél jából a f ü g g v é n y t a köve tkező fo rmában í r j u k fel 

<h = • [ßl Ü - Ä ? + ßs Г2 - Л s£] ( 1 ) 
b 

i t t 
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ás az e g y ü t t h a t ó k : 

/?, = 40 (2o — 3) 

ß = 40 I 3 — + 4o — 6 
l b 

ßa = 6 133 ' - + 1(h) - 25 
h 

ßi 2 130 - ! S g - 15 
* * * 

q^ függvény egyszeri in tegrá lásával nyer jük az eredő erők függvényé t , 
m a j d a második integrálással a n y o m a t é k o k , és a negyedik in tegrá lás ú t j á n 
a lesüllyedések függvényeihez j u t u n k az a lkalmas integrálási ál landók beveze-
tésével . í g y valóban e lérhet jük az t az előre k i tűzöt t cé lunkat , hogy az összes 
ruga lmas mennyiségeket egyszerű racionál is egész függvényekke l fe jezhet jük 
ki, éspedig a t a lpnyomásoka t negyedfokú , az eredő erőket ö töd fokú , a nyoma-
t é k o k a t ha todfokú és a lesüllyedéseket nyolcadfokú racionál is egész függ-
vényekke l . 

* * * 

о = I az X — — helyen 

E n n e k a v iszonyszámnak, azaz arányossági tényezőnek é r t éke á l ta lában 
a nyomólap a la t t k i fe j lődő t a lpnyomások koncentrációjától függ . Ez ped ig 
függ a szemcsés t a l a j tömörségétől , szemszerkezetétől , a nyomófe lü le t a lak já tó l , 
érdességétől és mére te i tő l s tb . T e h á t о tényező olyan ér ték , amely csak kísér-
lettel ha t á rozha tó meg meghízható m ó d o n . A keresztal j s zámí t á sá ra kidolgo-
zot t , közel í tő képle te inkben — közve t l enü l erre vona tkozó kísérleti ada tok 
h i ányában — műszaki meggondolások a l ap j án valószínű ér ték к éppen о = 1,7 
é r t ékke l számol tunk . 

E z t а о é r t éke t a számítás egyszerűs í tése véget t k o n s t a n s n a k vesszük akkor is, 
h a b és r vá l toznak , bá r о ny i lván függő v á l t o z ó j a mindké t vá l tozónak . Mivel excen t r ikus 
n y o m á s n á l is g t o v á b b r a is a b középvona l ában ébresz te t t 4| n y o m á s n a k q0 á t lagos 

é r t ékhez viszonyí tot t a r á n y s z á m a m a r a d (és n e m <7niax/íob ezért g á l l andónak t a r t o t t 
é r t éke n e m z á r j a ki azt a lehetőséget, hogy r növekedésével gmax/q, ' s növeked jék , m e r t 
h a r m á r n e m zérus, a k k o r yn ] a x-nak a h e l y e is e lvándorol a középvona l tó l . 

Azt , hogy а о é r t é k é r e vonatkozó egyszerűs í tő fe l tevésünk m e g e n g e d h e t ő lényeges 
h iba né lkül , igazolják a t a lp fák e lasz t ikus görbé inek a l ak j á r a v o n a t k o z ó kísérleti ered-
mények , amelyekkel összehasonl í to t tuk a m ó d s z e r ü n k a lka lmazásáva l k i s zámí to t t rugal-
mas lesüllyedések jel lemző viszonyszámait [lásd szerzőnek ,,A vasú t i f e lép í tmény számí-
t á s a " c ímű t a n u l m á n y á b a n az. 54—57. o lda lakon közölt pé ldáka t (Akadémiai K i a d ó 
1950)]. 
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Ezek szer int q = 1,7 helyet tesí téssel a mére t számí tá s képleteihez ki-
számí tandó ß t é n y e z ő k a következő módon egyszerűs í te t t a lakban í rhatók fel : 

ßx = 16,00 

/?„ = 120 — 32,00 
b 

ß3 = 180 + 13,20 
b 

ßi = 60 2,80, 
b 

vagyis már csak r\b vá l tozónak függvénye i . 

A sztatikai határozatlanság feloldása 

A szta t ikai lag ha tá roza t l an mennyiségek megha tá rozásának mód já t elő-
ször a sz immetr ikus terhelési vá l t oza t esetére m u t a t j u k be, m a j d közöl jük 
az asz immetr ikus terhelési vá l toza t számára k idolgozot t képleteinket is. 

A sz immet r ikus terhelési v á l t o z a t egyenes p á l y á b a n fekvő keresz ta l j 
v izsgála tára a lka lmas , ahol a ké t s í nnyomás egyenlő egymással , s így fe l tehető , 
hogy a fellovaglás h a t á s a is sz immetr ikus , vagyis egyenér tékűnek t e k i n t h e t ő 
o lyan két P kg erő ha tásáva l , amelyek egymással egyenlők és a vágány tenge ly -
t ő l jobbra és ba l r a egyenlő t ávo l ságban t á m a d n a k az a l j közbülső részére. 

Asz immet r ikus terhelési v á l t o z a t t a l köríves v á g á n y b a n fekvő kereszt -
a l jná l célszerű számoln i , ahol a k é t s ínnyomás k ö z ö t t számot tevő különbség 
v a n , s ezért va lósz ínű , hogy a közbülső szakaszra t á m a d ó ta lpnyomások R kg 
eredőjének t á m a d ó p o n t j a a v á g á n y tengelyétől va lami lyen г cm távolságra 
el tolódik a nagyobb ik s ínnyomás felé. 

Mindkét e s e t b e n a s ínnyomások ér tékei t ismert a d a t o k n a k , vagyis előre 
k i számí to t t é r t ékeknek t ek in t jük . Úgysz in tén i smer t a d a t n a k vesszük a n n a k 
a horizontális e rőnek az ér tékét is, a m e l y az ívben f ekvő kereszta l j ra t á m a d ó 
s ínnyomásokkal egyidejűleg a külső s ínszál ko roná jának belső éléről a kereszta l j 
szilárdsági t enge lyére hárul , ö, i l le tve <Y fellovaglási t ényező t és a cm, i l letve 
г cm távolságot (3., illetve 11. áb ra ) műszaki meggondolások a lap ján előre 
felvesszük. I s m e r t a d a t o k a keresz ta l j t e rve a l a p j á n : az a l j hosszirányú és 
keresztmetszet i mére te i , anyagának rugalmassági modulusa , éspedig b cm 
hosszban E1 kg /cm 2 és d cm hosszban К 2 kg/cm2, b cm az a lá tömör í t e t t részek 
hossza és d cm az ú n . „összekötő r ú d hossza. I s m e r t a d a t még e cm a sín-
n y o m á s excent r ic i t ása , azaz az a l á v e r t b hosszúság fe lezőpont já tó l m é r t 
távolsága , m a j d m é g ado t t , állandó é r t éknek t e k i n t j ü k az a l j keresztmetszeté-
n e k ine rc i anyomatéká t oly módon, h o g y ez b hosszakban 11 cm4 és d hosszban 
/ 2 cm4. Végül még i s m e r t kísérleti v a g y közelítőleg becsül t a d a t n a k t e k i n t j ü k 
az ágyazás á l ta l k i f e j t e t t ellenálló nyoma ték ip k g - 1 c m - 1 t ényezőjé t is. 
Eszerint i smeret lenek csupán a t a lpnyomások ha rang a l akú ábráinak súly-
p o n t i excentr ic i tásai r cm és r' cm (az a l j bal-, i l letve jobboldal i a láver t részei 
a l a t t ) , amelyek sztatikailag határozatlan mennyiségek. Szimmetr ikus terhelési 
vá l toza t esetén természetesen r' = r. 
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I. Szimmetrikus terhelés 

A koord iná ta rendszer k e z d ő p o n t j á t a keresztal j t a lpvona lának ba l végén 
levő A jelű p o n t b a n vesszük fel, és poz i t ív x i ránynak a balról jobbra haladó 
vízszintes i r á n y t t e k i n t j ü k . Mivel a v izsgál t szerkezet (keresztal j) , va lamin t 
a terhelés is sz immetr ikus a vágány tengelyére , mint sz immetr ia tengelyre 
nézve, ezér t ezú t ta l elégséges a ke re sz t a l j nak csak a bal felével foglalkozni. 

A kereszta l j felerésze i lyenformán egyszeresen szta t ikai lag ha tá roza t l an 
szerkezetnek t ek in the tő . A ha tá roza t l anság a legegyszerűbben úgy o ldha tó 
fel, hogy k iszámí t juk а В jelű keresz tmetsze t re balról ha tó il/3 kgem n y o m a t é k 
é r t éké t a következő kép le t szerint : 

AI a — S • 

(1 _ d ) c + — d 

e — о — \w — b-
4 E1 Ix 

W + 

e-

2Ex h 
d 

6 • d- — a-
8 En К 

( 2 ) 

2 E 1 2 E , I2 

(A kép le tben szereplő с jelű dimenzió nélküli szám nem egyéb, m i n t a t a lp -
nyomások koncent rác ió já tó l függő, de egyébkén t ál landó é r tékű olyan tényező, 
ame lynek é r téke — a m i n t a később b e m u t a t a n d ó összevonások során ki tűnik 
— ebben az ese tben: с = 0,0424). 

kü/sö'-siakasz 
b 

beiső-szakasz 

17. ábra 
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Ezu tán k i s zámí tha tó a t a lpnyomások á b r á j á n a k súlypont i excent r i -
c i tása (r cm): 

1 

1 — à 
Мь 
S 

( 3 ) 

r, illetve — viszonyí to t t sú lypont i excent r ic i tás megha tá rozása u t á n 
b 

kiszámíthatók a ß jelű e g y ü t t h a t ó k , s így fe l í rha tó a ta lpnyomások megoszlá-
s á n a k q̂  (lásd 1. számú képlete t ) függvénye. Ennek egyszeres in tegrá lásával 
k a p j u k a keresz ta l j b hosszú (szélső) szakaszának keresztmetszeteire balról 
h a t ó eredő erőket kifejező f ü g g v é n y t , s kétszeres integrálással a n y o m a t é k o k a t 
k i fe jező függvényhez ju tunk . F igye lemmel kell lenni arra , hogy az integrálási 
á l landók különböznek egymástól az a láver t résznek a külső és a belső szakaszá-
b a n , ahol a külső szakaszon a keresz ta l jnak a baloldali végétől a s í nnyomás 
t á m a d ó p o n t j á i g t e r j e d ő részét é r t j ü k , belső szakaszon pedig e t tő l a t á m a d ó -
pon t tó l kezdve t o v á b b jobbra а В pont ig t e r j e d ő részét . Eszerint az eredő 
erők képlete a köve tkező (4a. áb ra ) : 

A külső szakaszban: 

F£= (1 - ô) • S • A t4 + А | з _ A 
4 S 3 2 

(4a) 

1 e 
ez érvényes 0 ; | < | щ i n te rva l lumban , ahol •// = 1 és a belső szakaszban 

2 b 

Vt=(\ ó) • s 
4 

A - t 3 
3 

'А к 
о 

(4b) 

ez érvényes // <) | < I in te rva l lumban . 

A nyomatékok képlete a köve tkező (4b. áb ra ) : 

A külső szakaszban: 

Mé = (l — d) •Sb• 

s a belső szakaszban: 

Me = (1 - Ô) •Sb • 

A . 
30 

_ i_2_ |5 J2L 
20 

A 
23 

A ? 
30 ~ 20 

Ú + 
J_3_ M 

12 

A m 

A f 3 

6 1 — д 
Ç-r, 

(За) 

5b) 

A keresz ta l j d hosszú, közbülső szakaszának, keresztmetszete i re ba l ró l 
h a t ó eredők és n y o m a t é k o k á b r á j á t az 5a., i l letve 5b. ábra m u t a t j a . Ezek 
szer in t : 

únax = bS = P. únin = — ÓS = — P (A felfelé i r ányu ló eredőt t e k i n t j ü k 
poz i t ív é r te lműnek . ) (4c) 
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(Az M áb ra i t t annak az esetnek felel meg, 

(5c) 

A/ml„ = M в - a S • — 

amikor M B pozi t ív értelmű.) 

Mivel a fe l lovaglás t va lóban n e m k o n c e n t r á l t erők. h a n e m va lami lyen — hosszabb 
vagy röv idebb — d a r a b o n megoszló t a l p n y o m á s o k idézik elő, ezér t a n y o m a t é k i á b r a 
valószínű a l a k j a k é n t poligon he lye t t i n k á b b megfele l az á b r á b a s zagga to t t vonal la l be-
ra jzol t görbe, a m e l y a poligon sa rka i t l e t o m p í t j a . 

M в képle tének elemzésével kapcso la tban ar ra m u t a t u n k rá , hogy mód-
szerünk olyan különleges szerkezetű keresz ta l jak sz ta t ika i v izsgála tára is 
a lkalmas , amelyeknél az összekötő r ú d nemcsak keresztmetszet i mére te iben 

a.I .V- ábra -§ I o. 

.5. ábra 

különbözik az a láver t szakaszoktól , h a n e m még abban is, hogy m á s f a j t a 
anyagból készül. A rendes ese tben , vagyis amikor a keresz ta l j egész hosszán 
a rugalmassági modulus vá l toza t l an , E , — E . , = E bevezetésével My képle te 
egyszerűsí thető . 

A sztatika ilay határozatlan (r illetve MB) mennyiség képletének igazolása 

A keresz ta l j haloldali a láver t részének egyensúlyi fel té telei t v izsgál juk 
A és В jelű p o n t o k közöt t (6. ábra) . Ez az a láver t szakasz а В jelű keresz t -
metszetnél csat lakozik az a l j közbülső részéhez, amelyről erre a keresz t -
metszetre öS erő és M в nyomaték hárul . Ezek ellentétes é r te lműek a kereszt -
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a l j В jelű ke resz tmetsze té re balról ha tó e redő erővel és nyomatékka l . Az á b r a 
jelölései szerint az AB r ú d О jelű k ö z é p p o n t j á r a t á m a d ó , külső nyoma tékok 
egyensúlyá t f e l í r j uk , miközben qx t a lpnyomások együ t t e s ha tásá t a meg-
oszlási ábra Q jelű sú lypon t j ábó l t á m a d ó , (1 — ô)S é r t ékű eredővel he lye t te -

S- e — ő- (1 — á) • r Мв = 0 

MB = S-

1 

д (1 — ô) • r 

2 S 

Eszer in t r, m i n t MB függvénye , sztatikailag határozatlan mennyiség. (Meg-
jegyezzük, hogy o lyan esetben, amikor E vagy Q jelű pon t az О ponton á t m e n ő 

6. ábra 

függőleges középvonal tó l balra kerül , akko r e, illetve r excentr ic i tás negatív-
é r t e lművé válik.) Ugyanis terhelés a la t t az ú j egyensúlyi ál lapot a szilárd 
keresz ta l j és ruga lmas ágyazás e r ő j á t é k á n a k kölcsönös egymás raha t á sa 
közben fejlődik ki . Ezért egyrészt a t a lpnyomások megoszlási görbéjének 
a l a k j a függ a ke re sz t a l j rugalmas tu l a jdonsága i tó l (éspedig nemcsak az a l á v e r t 
h bosszú rész ruga lmasságá tó l , hanem a közbülső, d hosszú „összekötő" rész 
ha j l ékonyságának viszonylagos mér téké tő l is), másrészt a keresz ta l j e lasz t ikus 
görbéjének a l a k j a f ü g g a t a lpnyomások koncent rác ió já tó l , a megoszlási görbe 
e l torzulásának mér téké tő l , és á l t a lában az ágyazás ruga lmas tu la jdonsága i tó l . 
Eszerint a ke resz ta l j e rő já t éká t á l t a lában szta t ikai lag kétszeresen ha t á roza t l an 
szerkezetként kell megvizsgálni, de ebben az esetben, amikor nemcsak a szer-
keze t , hanem a te rhe lés is sz immetr ikus a vágánytenge lyre , min t a sz immet r ia 
tengelyére nézve , a keresz ta l j egyszeresen ha tá roza t l an szerkezetként vizsgál-
h a t ó meg. Ugyan i s a tengelybe eső keresz tmetsze t a terhelés u t á n is függőleges 
s íkban marad, m e r t a sz immetr ia fo ly t án egyik i r ányba sem fordul el (7. áb ra ) . 

A sz ta t ika i ha tá roza t l anság feloldása véget t az t képzeljük el, hogy 
В— В és J — T keresz tmetsze tné l a ke resz ta l j a t a szilárdsági tengelyére merő-
legesen á tme t szve , a folytonos anyagi összefüggésnek ezen a ké t helyén egy-
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egy csuklót a lka lmazunk . Az i lyenformán k ia lak í to t t tö rzs ta r tó ú j egyensúlyi 
helyzeté t vizsgál juk meg, és meghatározzuk az á tmetszés helyén a terhelés 
fo ly t án kia lakuló y.x szögforgást . Majd meghatározzuk azt a x 0 szögforgást is, 

ts 
-Э1 

'I-
C: 1 
С •о Ce О 

О В 

d 

i 
О' 

I 

7. ál>га 

X 
a!apsik__ 

amelye t a t ö r z s t a r t ó В jelű csukló körül az á tmetszéssel egymástó l e lvá lasz to t t 
ké t véglap egymáshoz képest az egységnyi nyoma ték ha tá sá ra végezne. Ennek 
a ké t elméleti szögnek a viszonyszámából M B nyoma ték , m a j d ennek ismereté-
ben a kerese t t r sú lypont i excentr ic i tás is k i számí tha tó . 

il/И = il/n (6) 

ahol d / 0 = ] kgcin. 

I /.szakasz 

b/2 

J/jzakasz 

b/2 

; vízszintes 
irány 

17. ábra 
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Mivel az á tmetszés merőleges a rúd (keresztalj) szilárdsági tengelyére , 
a z é r t y.x szög egyenlő azzal a szögkiilönbséggel, amely a t ö r z s t a r t ó В p o n t 
csukló jáná l a lakul ki az á tmetszés fo ly tán szétválasz tot t ké t (baloldali és 
középső) rúd elaszt ikus görbéinek В pon t i érintői közö t t (8. ábra) . Eszer in t 

Vb + Vd . (? ) 

aho l <ph a t ö r z s t a r t ó b hosszú szakasza behaj lás i görbéjének В pon t i vég-
ér in tő je és a vízszintes egyenes közöt t i szög; 

cpd a d hosszú középső szakasz behaj lás i görbéjének В pont i ér in tője és 
a vízszintes i rány közöt t i szög. 

(pb szög meghatározása véget t szükségünk van a r r a a függvényre , amelyből 
az elaszt ikus görbe érintőinek irányhatározói k i számí tha tók . Ez e lőál l í tható a 
nyomaték i f ü g g v é n y in tegrá lásával a köve tkezőképpen : 

Mivel igen kis szögekről van szó, ezért a szög ér téke és tangense lényeg-
te len e lhanyagolással felcserélhető. T e h á t 

Vx + Г м х dx + <p{ 

A b hosszú, a láver t rész belső szakaszában Mc nyomaték 5b. számú képle tének 
a lka lmazásáva l kap juk az elfordulások szögének következő képle té t : 

Vi = Vo 
(1 - ö) Sb°-

e j 7 
a l F — «2 £0 £5 a £4 

u 4 s 
V)'1  

-à) 
( 8 ) 

- + e 

aho l 
.r 

: b 

8 

105 

es y 

a., 
4 r 
- . a3 = r — 

15 b 

11 

50 

1 

60 

E b b ő l a függvényből qb képle té t k a p j u k | 
s í tés és az összevonások elvégzése u t á n : 

1 helvettesí tésével . A helyet te-

Vb 
(1 - ö) Sb-

4 ( 1 — ó) 
+ £-

1 — д 
(9) 

ahol с = 0,424 és £ = 

q>0 az elaszt ikus görbe A k e z d ő p o n t j á b a n az ér intőnek a vízszintes i rány-
nval bezár t szöge, amely — egyelőre — még ismeretlen integrálási á l landóként 
szerepel a képle tben . Ez a „kezdet i fe l té te lekből" ha tá rozha tó meg a köve t -
kező „e lméle t i " kísérlet során, amelye t há rom lépésben végzünk el: 

1. I ndu l j unk ki a mindké t végén tel jesen s zabaddá t e t t és centrikusán 
t e rhe l t r ú d elaszt ikus görbéjének a lak jábó l . Legyen ennek a r ú d n a k a hossza 
is b cm, keresz tmetszete állandó, me lynek inerc ianyomatéka: / 1 cm4, rugalmas-
sági modulusa : E j kg/cm és az О jelű középpon t j á ra t á m a d ó erő: (1 — ő). 



S kg Mivel ebben az esetben az elaszt ikus görbe a középvonalra nézve szim-
metr ikus a lakú (9. ábra) , ezért 

9>ou По-

Viszont ebben az esetben e — 0, és e m i a t t az egyensúlyi fe l té te l ér te lmében 
a t a lpnyomások megoszlása is sz immetr ikus , vagyis r = 0, t e h á t a 9. képlet 
szer in t 

t e h á t 

Too ~ <Рьо= + 

Too = + 

( 1 - й ) -Ő7M 
'> К I 

( 1 - à) • Sj ft2 

4(1 - Ó ) 
= 2 Too 

с  
4(1 à) 

(10 ) 

Megjegyezzük, liogy így a kép le tünk szerint — látszólag — az e lasz t ikus görbe a l a k j a 
függet len volna az ágyazás rugalmasságátó l . De f igye lembe kell venni , hogy а с jelű á l l andó 
é r t éke , va l amin t a ß je lű e g y ü t t h a t ó k é r t éke is a t a lpnyomások megoszlási görbé jének 
a l a k j á t ó l függ, vagyis végső fokon с é r t ékében a megoszlás t ábrázoló ha ranga lak karcsú-
ságának mér téke j u t ki fe jezésre . Ezek szerint с t u l a j d o n k é p p e n olyan kísérleti a d a t n a k 
t ek in the tő , ame ly a t a l p n y o m á s o k koncentrációjától, ez pedig az ágyazás és a rúd ruga lmas 
t u l a jdonsága inak kölcsönös egymás raha t á sá tó l függ . 

2. Az „elméleti k í sér le t" fo ly t a t á sakén t képzel jük el, hogy (1 — Ó) - S 
erő t á m a d ó p o n t j a a középpont tó l e t ávo l ságra jobbra el tolódik. í g y a közép-
p o n t r a 

AMl = (1 -ô)-S-e 

nagyságú forga tó n y o m a t é k t á m a d , amelynek ha tásá ra az egész b hosszú r ú d 

A<p1 = V• AM1 = (1 — ô) • S-yj-e 

szöggel az ágyazásban az ábra s ík já ra merőleges tengely körü l elfordul. Ezzel 
a forgással egyidejűleg a rúd valamilyen ú j , most már asz immetr ikus görbe 

t>/2 , b/2 

!). ábra 

a l a k j á b a haj l ik el. Ugyanis a b hosszban ruga lmasan ágyazo t t , rugalmas r ú d 
te l jes a lakvá l tozása úgv megy végbe, hogy az a l á t ámasz tá s rugalmassága 



f o l y t á n lé t re jövő elfordulásával egyide jű leg a s a j á t rugalmassága m i a t t is 
végez e lmozdulás t . A jelű kezdőpon tban az érintő haj lásszöge mos t 

<Poi = ípoo + Mi 
3. Végül h a r m a d i k lépésként a t ö r z s t a r t ónak megfelelő te l jes te rhe lés 

h a t á s á n a k elemzéséhez ju tunk , ha megvizsgál juk a n n a k a ± bS é r tékű erő-
p á r n a k a h a t á s á t is, amelyek közül a pozi t ív , azaz felfelé h a t ó erő a r ú d В 
jelű v é g p o n t j á r a t á m a d ; és a nega t ív , azaz lefelé i rányuló erő a s ínnyomás 
helyén szuperponálódik az előző ese tben i t t fe l té te lezet t (1 — b)S nagyságú 
erőre, amely i lyenformán ó.S'-sel k iegészí tve a te l jes s ínnyomás S é r t éké re 

emelkedik fel. Az e rőpár ka r j a ezek szer in t e távolsággal egyenlő, t e h á t 

a n y o m a t é k a 

AM2 = - ÔS 
Ъ 

— e 

Ennek a n y o m a t é k n a k ha tására a r ú d a ruga lmas ágyazásban az áb ra s ík j á ra 
merőleges t enge ly körü l elfordul Acp2 szöggel, ahol 

A <p2 = — y> • bS • 

Eszer in t az e lasz t ikus görbe A p o n t i kezdő érintőjének hajlásszöge is módosul 
A<p2 é r te lemszerű hozzáadásával . T e h á t végeredményképpen: 

9?o = 9?»2 = 9?oo + Дч>1 + A(P2 

<Po = V>8 • 
b] (l-ô)Sb2 

e — b— -к 
2 j 4 EJX 4 ( 1 - r / ) 

( H ) 

Az ú j egyensúlyi helyzet nyomaték i fe l té te lének megfelelően a t a lpnyomások 
á b r á j á n a k Q jelű sú lypon t j a (lásd a 6. áb rá t ) AM2 nyomaték ha t á sá ra szük-
ségképpen ba l ra tolódik el a s ínnyomás ha tásvona lá tó l e — r vízszintes t ávo l -
ságra . Ebben az ese tben r ér tékét a 3. képletből k a p j u k i l / B = 0 helyet tes í -
tésével . Esze r in t : 

1 - Ô 
e — 

Q sú lypont e l to lódása folytán a r ú d elaszt ikus görbéjének a lak ja is módosul , 
t e h á t а В pon t i végér intő haj lásszöge is megváltozik a 9. képlet é r te lmében 
r -- r fent i é r tékének bevezetésével: 

<Pb = <Po 
b) Sb-

•> К / " i l 4(1 à) 

E 
1 - д 
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ahol ip0 é r t é k é t a 11. kifejezéssel he lye t t e s í t j ük . Végeredményül a he lye t te -
sítések és összevonások elvégzése u t á n n y e r j ü k а В pont i végér in tő ha j l á s -
szögének kerese t t kép le t é t : 

n = s- e — ö — 
(1 

• y> — 
-ó)c+—ó 

4 

4 ~EJT 
e-

2 E J , 
(12) 

(pd szög megha tá rozása véget t a ké tesuklós tö rzs t a r tó közbülső (d cm 
hosszú) r ú d j á n a k e r ő j á t é k á t elemezzük, a m e l y a részleges fel lovaglásnak meg-
felelő, ké t felfelé ha tó öS erő (10. ábra) h a t á s a a la t t a lakul k i . 

P = ÖS 

A t ö r z s t a r t ó nyomaték i á b r á j a В és J csuklók közöt t a sz immet r ikus te rhe lés 
fo ly tán t r a p é z alakú, amelynek magas sága : 

Mp = ÔS • 
d — a 

Eszer in t a nyomaték i á b r a te rü le te : 

F0 = M q - ^ = Ô S . d 2 ~ a 2 

\ I 
l 8 i 

ti. 

V i 
1 

1 
1 

d/2 

p 
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a 
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Щ 
1 

i 
i 
i 

i 

8/2 ! 
1 i 1 

! d 
i 

_ l 

1 
1 
i 
1 

Í ^ г т г П 
i ^ r t f U l i l 

! 1 ! 

! i i 

i 
1 

Í T N w 

l ï ï T h w 

1 

1 

i 

1 

Í ^ г т г П 
i ^ r t f U l i l 

I p ? 
ш и п I i . i l , 

K . 

У 
1 l l i i i l i l 

i 
1 

Í T N w 

l ï ï T h w 

X 

i s M 

-o o-
"O 

10. ábra 

77 



T e h á t az e lasz t ikus görbe В kezdőpont i é r in tő jének a vízszintes i r á n n y a l 
b e z á r t szöge: 

d 

<Pd = 
Fo 

E2h 
ÔS. -d- — a2 

8 E2J2 
(13) 

Ezek szer in t a 7. képle t é r te lmében az á tme t szés fo lytán В csuklónál 
a tö rzs ta r tó k é t vég lap ja közö t t k ia lakuló elfordulási szöget a 12. és 13. k i -
fejezések összegezésével k a p j u k : 

M = <Ръ + <Pd = 8 • 
(1-Ó)c + -~Ó 

4 MM, 
Ъ 

2 EJ x 

(d2- a2) 
8 В, /., 

y.0 szög meghatározásához is abból a fel tevésből i ndu lunk ki, hogy ez a szög 
i.s k é t , egymástól függet lenül kia lakuló elfordulás összegeződésével jön l é t r e : 

4 = К 4- y'ó , 

ahol y.'0 & b hosszban beágyazo t t r ú d В jelű vég lap j ának a csukló k ö r ü l i 
e l fordulási szöge, mely az erre a véglapra t á m a d ó egységnyi (M0 = 
= 1 kgcm) nyomaték h a t á s á r a a lakul ki : 

x'g a t ö r z s t a r t ó В és . / jelű csuklói közö t t f ekvő d hosszú rúd В jelű 
v é g l a p j á n a k a csukló körül i e l fordulási szöge, amelyet akkor végez 
ez a lap, amikor egység nagyságú , de e l len té tes értelmű n y o m a t é k 
t á m a d egyide jű leg a r ú d m i n d k é t (B és . / jelű) véglapjára . 

Ugyanis ezt az „elmélet i k í sé r le te t " úgy kell elképzelni , hogy amit a ke re sz t -
a l j n a k a vágány tenge ly tő l balra f ekvő részén végzünk, egyidejűleg u g y a n a z t 
végezzük te l jesen sz immetr ikus módon, vagyis e l lenté tes ér te lmű mozga tássa l 
az a l jnak a t enge ly tő l jobbra fekvő részén is. 

К = A<Pb = <Pb [r=~r + Ar\ — Vblr=~r] =<Pb — (Pb 

ahol f e - d - es 

r + Ar • 
1 

1 - Ô 2 S ) 

ugyanis M0 = 1 kgcm (a b hosszú r ú d jobb oldali vég lap já ra ha tó , az ó ra -
m u t a t ó j á rásáva l megegyező é r te lmű nyomaték ) . Az előbbiek szerint: 

Vb = П 

Vb = Фо 

(1 Ö)-Sb2 

2 Ey ly 

(1 — d)-8b2 

2 E y l y 

ô e 

•Ml -») u - ] - <5 
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r és r A r fent i ér tékeinek bevezetése és a kijelölt k ivonás elvégzése u t á n 
marad : 

(1 - Ô) • Sb2 
Afb = <Po — <Po~ 

Л(Рь = <P<> — <Po 

2E, 1, 

b 

1 
(1 - ö) • Sb 

2 E,I, 

Amikor В véglapra egységnyi nyomaték t á m a d , a beágyazo t t r ú d a s a j á t 
rugalmas elmozdulása mel le t t az ágyazásban is elfordul у M 0 = y> szöggel, t e h á t 

? o — ? o = У 
Ezek szerint 

— i á ' 
Amikor a d hosszú r ú d ké t vég lap já ra a két csukló felől egyidejűleg-

egy-egy ellentétes ér te lmű, egység nagyságú nyomaték t á m a d , akkor a rúd 
egész hosszán, mindegyik keresz tmetszetében, a halról h a t ó nyomaték azonos 
és az egységgel egyenlő. A szimmetr ia fo ly tán az elaszt ikus görbe érintője a 
középen, azaz a vágánytengelyben vízszintes, vagyis ez a középső kereszt-
metszet nem fordul el, hanem függőleges s íkban marad . Eszerint a hal oldali 
— В jelű — csuklónál levő véglap elfordulása a pozi t ív é r te lmű, egységnyi 
n y o m a t é k ha t á sá r a : 

,. d 

dx= + - 1 - . Г dx = 11 

E, I, E., /., J 2E,I, 
. d x = b 

t e h á t összesen: 
b d 

= + «о = V + — — - + — — • (15) 
2 E,I, 2EJ2 

Megjegyezzük, hogy x'u f en t i képle tének levezetése során e lhanyago l tuk a n n a k a z 
ágyazás i n y o m á s n a k a h a t á s á t , amely n y o m á s a fel lovaglás fo ly t án a d hosszú összekötő 
rúd ra alulról felfelé t á m a d akkor , amikor a r ú d r a a ké t csukló felöl a ké t egységnyi 
n y o m a t é k o t egyidejűlog m ű k ö d t e t j ü k . Igazolha tó , hogy ebből az e lhanyagolásból szár-
mazó h ibának (amely hiba Mm i n é r tékénél je lentkezik) a n a g y s á g r e n d j e 2 % - n á l nem n a -
gyobb . Az igazolást a „ F ü g g e l é k " I I . részében közö l jük . 

Tehá t végeredménykén t fe l í rható az a képlet , amelynek segítségével MB 
és r sz ta t ikai lag ha tá roza t l an mennyiségek ér téke k i számí tha tó : 

M B 
d-\y>- - b- h h 

2 Г 4 EJ, 2EJ, 8 EJ2 (17) 

2 EJ, + 2E,I, 
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H a ezt a kifejezést a 3. képletbe bevezet jük, r kereset t képletéhez ju tunk . 

I . Példa 

A M a g y a r Á l l a m v a s u t a k egyik f ő v o n a l i f esz í te t t b e t o n k e r e s z t a l j á t v i z sgá l juk 
m e g s z i m m e t r i k u s t e rhe l é s ese tére részleges fe l lovaglás f igye lembevé te l éve l . A k e r e s z t a l j 
kü l ső mére te i re ós r u g a l m a s s á g á r a v o n a t k o z ó a d a t o k : 

Ь = 85 cm, d = 72 c m , v = 28 cm, e = 4 2,5 c m 

= 10 155 cm 4 , I„ = 3421 cm4 , У = 2,92 
-G 

Et = Ег = E = 365 000 kg/cm 2 . 

A z ágyazás r u g a l m a s s á g á r a v o n a t k o z ó a d a t o k : 

D = (C • v • b) = 15 • 28 • 85 = 35 700 k g / c m (feltéve, h o g y С = 15 kg/cm 3) 
17 17 10-» 

У = П А Ж = 35700• 852 ~ Т 5 Ж ( k g C m ) ' 
* 

A részleges f e l lovag lás ra v o n a t k o z ó fe l t evések : 

ô =i 0,2 a = 24 c m 

A 2. s zámú k é p l e t é r t e l m é b e n : 

M в 
2 ER (e - á А ] у - [( 1 - é) с + 4 á ] . ^ + е2 + А . А - . {d2 _ e , } 

S 2 EG v + b + A • d 

aho l с = 0,0424 
O I , . 2 - 3 6 5 - 1 0 , 1 5 5 - 1 0 » ч о п  
2 E I ^ = ï m t T K * = 4 8 9 c m 

MB _ — 6,0 • 489 — 0,184 • 3612 + 6,25 + 0,05 • 2,92 • (722 — 242) 
S ~ 489 + 85 + 2,92 • 72" 

M R 2920 
= — 3, /3 c m 

S 784 

A 3. s zámú k é p l e t s ze r in t : 

. [ + 2,50 - 0 , 2 — 4- 3,73J = - 2,84 c m 
1,0 — 0,2 

Ezzel k i s z á m í t h a t ó k az 1. s z á m ú f ü g g v é n y ß jelű e g y ü t t h a t ó i : 

• Í — t S — « « 
ß t = 16,00, ßz = — 0,0334 • 120 4 32,00 = 4 28,0 

ß3 = 0,0334 • 180 4 13,20 = 4 7,2 

ß t = — 0,0334 • 60 — 2,80 = — 4,8 

Fel téve , h o g y a s í n n y o m á s : S = 10 000 kg 

M g = — 3,73 • 10 000 = — 37 300 k g e m 
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A ta lpnyomások á t lagos é r t éke : 

(1 ,0-0,2)- 10000 „ . . , 
?o = = 94 kg/cm , 

t e h á t a talpnyomások megoszlását kifejező f ü g g v é n y az 1. számú képle t szer int a b hosszú, 
a l á tömör í t e t t rész a l a t t : 

qé = 94 • [10,0 f 4 — 28,0 Î 3 + 7,2 ? -f 4,8 f ] kg /cm 

Az eredő erőket kifejező függvény az a l á t ö m ö r í t e t t rész külső szakaszában a 4a., képle t 
szer int : 

V( = 8000 • [3,2 — 7,0 I« + 2,4 f 3 + 2,4 f=] kg 

é rvényes 0 <, £ y i n t e rva l l umban , ahol 

T + e 1 2,5 
v = ' ь " = Y ТПГ ~ ° ' 5 3 

a belső szakaszban a 4b., képlet szer int : 

Г £ = 8000 • [3,2 f« - 7,0 f 4 + 2 ,4f 2 + 2,4 í 3 _ 1,25] kg 

é rvényes 0,53 = £ = 1,00 i n t e rva l l umban . U g y a n i s az e g y ü t t h a t ó k : 

A- = 3,2, A- = 7,0, A = 2 , 4 , A = _ 2,4 . 
5 4 3 2 

A nyomatékokat kifejező f ü g g v é n y az a l á tömör í t e t t rész külső szakaszában , azaz 
0 ^ í ^ 0,53 i n t e rva l l umban az 5a., képlet sze r in t : 

M( = 680 000 • [0,53 í' — 1,40 í 6 + 0,00 I 4 + 0,80 £3] k g e m , 

m e r t most az e g y ü t t h a t ó k : 

A = 0,533, A = ] ,400, A = 0,599, A = - 0,801 

.5U ZU I — и 

a belső szakaszban az 5b., képlet szer in t : 
M ( = 680 000 • [0,53 ste — 1,40 f« + 0,60 I 4 + 0,80 f 3 — 1,25 • ( í — 0,53)] kgem 

mer t = 1,25 • (f — 0,53) . 

Kont roll : M ( [ I = 1,00] — 37 060 kgcin 

M B = — 37 300 kgem 

t e h á t a különbség, amely a z e g y ü t t h a t ó k lekerekí téséből származik : 0 ,65%. 

A közbülső, d hosszú szakaszban a fel lovaglás folytán t á m a d ó eredő erők szélső 
é r t éke a 4e., képlet szer in t : 

F„,ax = + à S = + 2000 kg, U m i n = - ÔS = - 2000 kg 
A nyomatékok szélső é r t éke az 5c., képlet szer in t : 

' 2 ~ 2 4 = — 85 3 0 0 k g e m . 
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Av. a l á t ö m ö r í t e t t. b hosszú s zakaszokban az előbb k i számí to t t képletek szer int a z 
elméleti szélső é r t é k e k I = у = 0,53 he lyen a köve tkezők : 

a felfelé i r ányu ló l ' n l a x = + 4 9 0 0 kg 

a lefelé i r á n y u l ó Vmln = —5100 k g 

és M m a x = + 8 1 180 k g e m 

Megjegyzések 

1. Az a lá té t l emez és a s ín ta lp tehere losz tó ha tá sa fo ly tán az eredő erők 
és nyomatékok elmélet i csúcsértékei bizonyos mér tékben le tompulnak . E z é r t 
— fe l tevésünk szer int — az eredő erő és nyoma ték mértékadó, l egnagyobb 
ér téke nem lehe t nagyobb azoknál a függvényér tékekné l , amelyek a sín-
nvomás elméleti t á m a d ó p o n t j á t ó l (azaz az elméleti szélső értékek helyétől) 
± 6 cm t ávo l ságban levő keresz tmetsze tekhez t a r t oznak . Eszerint pé ldánkban 
a következő k é t abszcisszához t a r t o z ó függvényér tékek közül a j án l a to s a 
n a g y o b b a k a t mé r t ékadókkén t k ivá la sz t an i : 

6 6 
I , == »H = ° - 6 0 v a g y í 2 = v = 0 >4b • 

85 85 

2. Az a l á t ö m ö r í t e t t h hosszú szakaszok vizsgála tá t a fellovaglás nélkül i 
terhelési vá l t oza t r a is célszerű elvégezni, vagyis olyan módon, hogy 

<5 = 0 

helyet tesí tésével a fent b e m u t a t o t t művele teke t megismételve határozzuk meg 
az eredő erők és nyomatékok függvénye i t . Ebben az esetben ny i lván M B 
nyoma ték ra m á s é r t éke t kapunk , és ezér t megvál toznak a függvények e g y ü t t -
hatói is. 

H a (5 = 0, a k k o r 

MR 2L+ie_|b2 + e2
 Mr 

e — S " _r . . . J, , 8 2EIl ip + b + - ß- • d 

MB , 1075 
= + 1,37 és r — + 2,50—1,37 = + 1,13 cm 8 784 

~ = - + 1 ' - = 0.0133, ßl = + 16,00, ß„ = + 33,60 

b ob 

ß3= + 15,60, ßt = - 2,000. g0 = A = = 1 1 8 kg/cm 

g£ = 118 • [16,00 + — 33,60 + + 15,60 £2 + 2,00 f j j k / c m 
V( = 10 000 • [3,20 f» _ 8,40 + 5,20 i3 + 1,00 I 2 ] kg 

M i = 850 000 • [0,533 f« - 1,680 + + 1.300 Í4 + 0,333 + ] kgem 

I . 2,50 r  

' = ~2~ + ~85~ = 0 , 5 3 
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Az összehasonlí tás cél jából k i s z á m í t j u k az elméleti csúcsér téket t = rj helyet tes í tésével . 
A számí t á s végeredményei : 

F max = + 5250 kg, F m i n = - 4750 kg 

M m m = + 7 9 f.10 k g e m . 

Tehá t a példánk szer int a b hosszú részre t á m a d ó poz i t ív nyomatékok 
elmélet i csúcsértéke a fel lovaglás nélküli terhelési vá l toza t esetén valamivel 
kisebb, mint a fellovaglás esetén ( + 81 180 kgem) annak ellenére, hogy az 
u tóbb i esetben a t a lpnyomások in tegrá l ja a b hosszú in t e rva l lumban 20%-ka l 
k i sebb a s ínnyomás te l jes ér tékénél . Ez az e l len tmondásnak lá tszó e redmény 
avva l magyarázha tó meg, hogy — a m i n t a 2., i lletve 3. számú képletek is 
m u t a t j á k — a középső szakaszban fel lovaglást okozó t a lpnyomások a kereszt-
a l j k é t b hosszú, szélső részét az ágyazásban kifelé fo rd í t an i törekednek. 
Az ágyazásban így ébresz te t t — ezzel az elfordulással e l lentétes ér te lmű — 
ellenálló n y o m a t é k ha tá sá ra a t a lpnyomások áb rá j ának s ú l y p o n t j a a közép-
vonal tól kifelé (azaz nega t ív i rányba) tolódik el. Vagyis a t a lpnyomások a 
b hosszú rész külső szakasza a l a t t megnövekednek és a belső szakasza a l a t t 
csökkennek. í g y ér the tő , hogy a fellovaglás egyik köve tkezményekén t a 
keresz ta l j oak a sínek a la t t i keresz tmetsze te iben a t a lpnyomások balról h a t ó 
nyomatéka i elérhetik, sőt még tú l is léphetik J f m a x - n a k az t a csúcsér tékét , 
amelye t a fellovaglás nélküli terhelési vá l tozat esetére s z á m í t o t t u n k ki. 

I I . Aszimmetr ikus terhelés 

Köríves vágányban fekvő keresz ta l j terhelése asz immetr ikussá válik, 
lia a vona t sebességéből szá rmazó centr i fugál is erő k isebb vagy nagyobb 
anná l a sugár i rányú erőnél, amelynek kiegyenlítésére a tú lemelésnek éppen 
az a d o t t mér téke felel meg. 

Mielőtt a sztat ikai ha t á roza t l anság feloldását erre az á l ta lános eset re 
nézve is részletesebben t á rgya lnók , há rom olyan ha tás f igyelembevételének 
legcélszerűbb mód já t m u t a t j u k meg, amelyek a terhelés asz immet r ikus kiala-
kulásával e g y ü t t j á r n a k . Ez a há rom ha t á s a következő: 

b/2 b/2 d/2 b/2 b/2_ 

11. ábra 
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1. A s ínnyomások egyenlőt lenségének megfelelő ver t iká l i s és horizontál is 
tú l terhelés ha t á sa . 

2. A fellovaglás a sz immet r i á j ának ha tása . 
3. A ké t sín a la t t i besüllyedések különbségének ha t á sa . 
1. Amikor a baloldali s ínnyomás (Sb kg) n a g y o b b a jobboldalinál 

( S j kg), akkor Sb = S + AS és ugyanakko r Sj S — AS, ahol AS a ver t i -
kál is túl terhelés mér t ékadó nagyságá t jelöli. 

- 4 U — -

i 1 h 

/ L_.i_._|  
G TÖ E 

j 
г 

L_.i_._|  
G TÖ E 

_ m ! . 
L bA 1 J 

1 

12. ábra 

+AS ver t ikál is tú l terhelés ha t á sáv a l egyidejűleg a keresztal j e rő j á t éká t 
módos í t j a a külső sínszál belső élére t á m a d ó H kg horizontál is erő is, vagyis 
az az erő, amely a tú lemelésnek megfelelő sugár i rányú erő és a centr i fugál is 
gyorsulásnak megfelelő erő különbsége. Ezzel a ha tássa l a legegyszerűbb 
módon a köve tkezőképpen s z á m o l h a t u n k : 

Sb s ínnyomás t á m a d ó p o n t j a a keresz ta l j szi lárdsági tengelye men tén 
el tolódik nega t ív i r ányba Ê p o n t b ó l a G jelű p o n t b a H • h = Mh nega t ív 
é r t e lmű nyomaték h a t á s á r a (12. ábra) , h cm ebben az e se tben H kg erő t á m a d ó -
p o n t j á n a k magasságá t jelöli a keresz ta l j szilárdsági tengelye fele t t . О jelű 
forgáspont ra vona tkozó nyoma ték i egyensúly fe l té te léből következik , hogy 

Mh , H 
eh = e — e — h . 

s b S b 

T e h á t a horizontális erő ha tá sa a b b a n nyi lvánul meg az asz immetr ikus te rhe lés 
számí tásáná l , hogy a keresz ta l j baloldalára vonatkozó képle tekben e excentr i -
c i tás helyére eh kerül . 

2. A ké t s í nnyomás különbözősége fo ly tán fe l tehe tő , hogy a fellovaglás 
is asz immetr ikussá válik oly módon, hogy az al j középső szakaszában a t a lp -
nyomások R kg eredőjének t á m a d ó p o n t j a a vágány tenge ly tő l valamely z cm 
távolságra to lódik el balfelé, azaz a nagyobbik s ínnyomás helye felé. A fel-
a d a t megoldása vége t t most is a t ö r z s t a r t ónak a ké t csuklópont ja (В és •/) 
k ö z ö t t fekvő d hosszú középső rész e rő j á t éká t kell megvizsgálni, és meg-
ha tá rozn i az á tmetszések fo ly t án szta t ikai lag h a t á r o z o t t á vá l t szerkezeti 
rész B' és J' jelű két véglapjának elfordulási szögeit az excent r ikusan t á m a d ó 
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11 eredő ha tá sa a l a t t . Ennek a két szögnek az abszolút é r téke az asz immetr ia 
fo ly tán mos t nyi lván nem lesz egyenlő, ugyanis a ké t véglap elfordulási szöge 
azonos azokkal a yd és cp'd szögekkel (13. с ábra) , amelyeket az elasztikus görbe 
végérintői zárnak be a két csuklópontot összekötő egyenessel. 

13. ábra 

Az a ábra szerint : 

ÓSb = — • 
R 

~d 
t ehá t 

Ö = 
R 

— + 2 

К о 
A h ábra szerint : 

Мг — ÔSb • 

és Ô'S, = — 
1 d 

[d_ 
2 

д , __ R_ Ц z 
~ S , 2 d 

d R d"-
z'-' 

2 ' d 4 
z'-' 

most háromszög alakú, e 

2 
' d-

2 
— z2 
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A te rü le t s ú l y p o n t j á n a k távolsága a vágány tengely tői zj 3, t e h á t а В jelű 
csuklónál : 

<Pd • 
К 

E2I2d 

és a J jelű csuklónál : 

M 

z 1 ÓS„ [d Id z 0 - — 2 — + — 
3 ! ~ 2 E, / , 2 2 3 

12 3 

à'S, 
2 M U A ; о 

(17a) 

(17b) 

(A ké t szög ny i lván el lentétes é r te lmű, de ebben az esetben egyér te lműnek 
kell tekinteni , mivel az al j jobbfelén x — x i rány haladási ér telme is ellen-
t é t e s ér te lmű, m i n t a balfelén.) 

* 

3. A terhelés asz immetr iá ja fo ly t án a ké t sín a la t t i besüllyedés sem 
egyenlő, m e r t ez 

a baloldalon yb 

és a jobboldalon y. 

(1 - ô). Sb 

D 

( l - ö ' ) - S j 
1) 

Ahol D kg/cm az a fa j lagos erő a s ínnyomások helyén, amely a keresz ta l jnak 
a sín a la t t i részét 1 cm mélyre volna képes az ágyazásba benyomni . Mivel 
a fellovaglás f o l y t á n az a l á tömör í t e t t b hosszú szakaszokban a te l jes sín-
nyomások he lye t t ezeknek èSh-, i l letve d'Sj-vel c sökkente t t része há ru l az 
ágyazásra , ezér t az ágyazás összenyomódásából származó besüllyedés is a 
t e l j e s besüllyedésnek arányosan csökken te t t része. 

Ezek szer in t a s ínnyomások t á m a d ó p o n t j a i t (E és F pon toka t ) össze-
k ö t ő egyenes az a l j besüllyedése u t á n E'F' ferde egyenes helyzetébe kerül 
(14. ábra) , amely ik & szöggel ha j l ik az a lapi rányhoz. Viszonylag kis szögről 
l évén szó, í rha tó , hogy 

a „ t„0 = JMM Vi = ( ! - * ) * » - ( ! - * ' ) Sj 
ë t Dt 

ahol t cm = a n y o m t á v + a s ínkorona szélessége. 
Ugyancsak az a l j bal- és jobboldal i részének egyenlőt len lesüllyedése 

f o l y t á n a törzstartó B' és J' jelű (képzelt) csuklóit összekötő B'J' egyenes 
va lamely y szöggel haj l ik el az a lap i rány tó l . 

Mivel B'J' egyenes közel p á r h u z a m o s E'F' egyenessel, a számí tás 
egyszerűsí tése kedvéé r t e l fogadható , hogy 

Amin t az á b r a is m u t a t j a , a t ö r z s t a r tóná l a csuklók közöt t i d hosszú 
összekötő r ú d baloldal i vég lap jának a B ' jelű csuklón á t m e n ő függőleges s íkkal 
b e z á r t szöge (cpd) ezzel a y szöggel megnövekedik , miközben a jobboldal i 
J ' jelű csuklónál levő véglap e l fordulása (<p'd) ezzel a y szöggel csökken. 
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+ r= -

— y: 

(1 ô ) - S b  

Dt 
[ l - à ' ) - S , 

Dt 
(1 

{ t - à') • S j 

( 1 - й ) - S b  

- à) • Sb 

(1 Ô')-S. 
1 

(18a) 

(18b) 

A sztatikaïlag határozatlan MB és M, nyomatékok képletei 

A kereszta l j sz ta t ikaï lag kétszeresen ha tá roza t lan szerkezet , ezér t csak 
z immet r ikus terhelés a l a t t s zámí tha tó egyszeresen ha t á roza t l an szerkezet 
m ó d j á n , de a b b a n az á l t a lánosabb esetben, amikor a terhelés asz immetr ikus , 
a ha tá roza t lanság feloldásához k é t ismeretlen rugalmas mennyiséget kell előre 
megha tá rozn i . E r re a szerepre a legcélszerűbb а В és J jelű (iásd a l l . áb rán) 
keresz tmetsze tekre t á m a d ó MB és Mj nyoma tékoka t vá lasz tan i ki, mer t ez 
az a ké t keresztmetszet , amelyek a keresz ta l jnak a ké t szélső, a l áve r t szakaszát 
az összekötő rúd tó l e lvá lasz t j ák . Ezér t indokolt a t ö r z s t a r t ó t oly módon 
a lak í t an i ki, hogy a keresz ta l j a t ennél a két keresz tmetsze tné l a lka lmazot t 
k é t á tmetszéssel képzeletben h á r o m részre darabol juk , és a folytonos anyagi 
összefüggés he lyet t a kapcsola t számára egy-egy csuklót i k t a t u n k közbe 
(а В és J jelű csuklót). 

Mivel MB és Mj ér tékei a kereszta l j bal- és jobboldali részén kialakuló 
e rő já tékok kölcsönös egymásra hatása közben fej lődnek ki, megha tá rozásukhoz 
a lkalmazzuk a kétszeres sz ta t ika i ha tároza t lanság fe loldására használatos , 
ké t ismeret lenes ké t egyenlet megoldása i t : 
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m n xx -+ m1 2 x2 + m10 = 0 

m2X x1 + m22 x2 + m20 = 0 

I t t ah = MB és x2 M,. 

Ese tünkben a t ö r z s t a r t ó sz immet r iá ja fo ly t án a ha tás tényezők páron-
k é n t egyenlők egymássa l : 

m , m. es m.„ — m 12 -

Eszerint az egyenle t rendszer megoldása: 

MB 

MJ -

mX2 m20 -mxl m1 0 

m\x - m\2 

m12 mxo - mxl ™20 
m\x - m\2 

mxx = 2 E1J1 • 

mX2 = - 2 El •/, 

1 + 2 d 

1 

Ex J1 cb2 

2d E2J2 

b 1 L,./, . 
2d 3 E~.7, 

cb2 

2d 

(19a) 

(19b) 

(20a) 

(20b) 

ahol с = 0,0424 á l landó ér ték , a m i n t ezt már a sz immetr ikus terhelési vá l toza t 
t á rgya lásáná l k i m u t a t t u k . 

Amikor kísér le t i ada tok h i ányában meg kell e légednünk D kg/cm faj lagos 
erőnek valamilyen módon becsül t ér tékével , akkor ennek felhasználásával 
az ellenálló n y o m a t é k tényezőjének elméleti értékét nagyságrendi leg a köve t -
kező képlet tel lehet megközelí teni (lásd „Függe lék" I . részében): 

V 
17 

Db2 

A terhelési t ényezők a köve tkező képletek szerint számí tha tók ki: 

m10 = 2 El J1 • [<pb + (pd + y] 

, 2 0 = 2 E1J1 • [<p'b + <Pd~ У] m„ 

( 2 1 ) 

(22a) 

(22b) 

2 E1J1 <pb = Sb 2EXJX • V — 

<5)<4 <5 
4: 

У 
2 

((Pb szögnek ez a képle te azonos módon igazolható, m i n t ahogy már ezt a szim-
met r ikus terhelési vá l toza tná l igazol tuk. Lásd a 12. s zámú képletet . ) 

2 Ex Jx • cpd = ffi^i 
e2.T2 

Ô Sh 
(d d , z 

z • 

2 2 3 
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'.E1J1-y = 2E1J1-Sb-(l~ô). 

(1 -ô')Sj 

1 - ô) Sb 

Dt 

2E1J1. <p'b = S, 2E1J1 e — à' •y -

(1 - d ' ) c + — ó ' | • 
4 2 

2E1J1-<pï= ^JY-ô'Sj 
E 2 •) 2 

-2E1J1-y 2E1J1-(l-ô').Si 

(1 -Л)-8„  
(1 - ô') - Sj 

- 1 

Dt 

Vizsgál juk meg M B és M j nyomutékok fen t i , á l ta lános é rvényű képletei t a r ra a 
m á r b e m u t a t o t t speciális ese t re , amikor a terhelés sz immetr ikus , vagyis amikor 

fb = f'b> fi — fi- 7=0, AS = 0 . Н О 
Sb — Sj = s 

te l iát 

Л/» = 

M я = 

( m l 2 - т п ) • w10 = м  
(mu — ml2) • (тп + tn12) ' ' 

тю __ 2 KiJr(fb + fd) 
2 El J,w + b+ l'J- d 

Ha <pd e l fordulási szög helyén a sz immet r ikus fel lovaglás esetére l eveze te t t szög 13. számú 
képle té t a lka lmazzuk , a k k o r M B n y o m a t é k n a k u g y a n a r m a 2. s z á m ú képletére j u t u n k , 
amelye t a sz immet r ikus terhelés i vá l tozat s z á m á r a m á r l eveze t tünk . 

A hatástényezők képleteinek igazolása 

m11 és m12 ha tás tényezők képleteinek magyaráza ta a következő: 

mn —2 E1 J1 • x'c -f- Amn , 

ahol x'0 je lent i a h hosszban beágyazot t r ú d В jelű véglapjának a t ö rz s t a r tó 
В jelű csuklója körüli elfordulási szögét, amely az erre a véglapra t á m a d ó 
egységnyi (Mg — 1 kgem) nyomaték h a t á s á r a alakul ki. A „sz immetr ikus 
terhelésnél" levezetet t kép le t szerint: 
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Aniyy megha tá rozása véget t vizsgál juk meg a d hosszú közbülső (ún. összekötő) 
r ú d В jelű vég lap já ra t á m a d ó egységnyi nyomaték h a t á s á r a (15. ábra) а В jelű 
csuk lóná l keletkező szögforgást . Ez az elfordulás három szögforgás összegeként 
a l a k u l k i ; 

1. A nyoma ték i ábra az összekötő rúdra ra jzo l t háromszög, amelynek 

t e r ü l e t e : 4 = A és ennek n y o m a t é k a a J jelű csuklópont ra : — = 
2 2 2 3 

= — d'1. Tehá t а В jelű csuklónál okozo t t e lfordulás: 
3 

_ 1 d2 _ d 
3 E 2 J 2 d 3 E2 J 2 

75. ábra 

2. Ugyanennek a pozi t ív egységnyi n y o m a t é k n a k ha tásá ra В csukló-
p o n t o n -f- AV = — nagyságú, felfelé i rányuló erő ébred . AB szakasz 0 jelű 

d 
k ö z é p p o n t j á b a n felvesszük ±AV nul lér tékű e rőpár t , amelynek a felfelé 
i r ányu ló -J-AV része fo ly tán Л В r ú d alulról konkáv módon felgörbül, és így 
В csuklónál AB szakasz В vég lap ja 

л „ eV . rr cb2 

Асрв = • AV = — 4 Ey Jy 4 E y J y d 

el fordulásra kényszerü l (lásd cpon jelű szögnek a sz immetr ikus terhelés t á rgya -
lásáná l levezetet t képle té t ) . 

3. Végül az AB szakasz 0 jelű súlyvonalára t á m a d ó — . AV = 
2 2d 

nagyságú nyomaték ha tására az egész A B szakasz — és ezzel együ t t В vég-
lap is — 

2d 
szöggel fordul el. 
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Ezek szerint 

Лтп = 2 El J, • [А<р'в + Асрв + -1 <Рв] 

= 2EXJX. A . 
2d 3 E.,J., 2d 

Ehhez a kifejezéshez hozzáadva 2 f o r m u l á j á t , összevonás u t á n m „ 
ha tás tényezőnek a f en t megadot t 20« számú képlethez j u t u n k . 

H a ugyanennek az egységnyi n y o m a t é k n a k , amely a közbülső rúd В jelű 
véglapján t á m a d , a tö rzs t a r tó J jelű csuklójánál előidézett ha t á sá t , éspedig 
az erre a ha tás ra keletkező szögforgást vizsgáljuk meg, akkor az előbbi magya-
rázat ér telemszerű módosí tásával m 1 2 jelű ha tás tényezőnek 20b számú kép-
letét k a p j u k . 

A számítás menete 

MB és Mj nyomatékok megha tá rozása u t á n k i számí t juk a t a lpnyomások 
megoszlási áb rá inak súlypont i excentr ic i tása i t : 
a baloldali a l á tömör í t e t t szakasz a la t t 

r = 

ugyanez a jobboldalon 

r' = 

1 

1 - ó 

1 Ö' 

Ci, — ô -

Ô' 

Mr 
sh 

El 
Ej 

Megjegyzés : 

A jobboklali a l áve r t szakaszban a koord iná ta rendsze r k e z d ő p o n t j a k é n t a ke resz ta l j 
t a l p v o n a l á n a k jobboldal i v é g p o n t j á t (а 11. á b r á n L jelű. ponto t ) , és x—x pozi t ív i r ánya-
k é n t a jobbról ba l ra m u t a t ó i r ány t kel l t e k i n t e n i . Eszer int r* a k k o r pozi t ív é r t e lmű , 
a m i k o r a megoszlási á b r a s ú l y p o n t j a az a l á v e r t szakasz középvona lá tó l balra fekszik , 
úgysz in tén M j n y o m a t é k a k k o r pozitív, a m i k o r fo rga tása az ó r a m u t a t ó já rásáva l ellen-
tétes é r t e lmű . 

r ér tékének kiszámítása u t á n , ennek felhasználásával meghatá rozzuk 
a baloldali szakaszra vonatkozó ß jelű e g y ü t t h a t ó k a t , és ezek a lkalmazásával , 
va l amin t S = Sb és e — eh helyet tesí tésével , a sz immetr ikus terhelés megfelelő 
képleteinek m i n t á j á r a fel í r juk a t a lpnyomások , eredő erők és nyomatékok 
függvényei t , amelyek az asz immetr ikus terhelésű kereszta l j baloldali szakaszára 
vona tkoznak . 

A közbülső (d hosszú) szakasz keresztmetszeteire balról h a t ó eredő erők 
és nyomatékok á b r á j á t a 16« és b áb r a m u t a t j a . (A b áb ra annak az esetnek 
felel meg, amikor MB és Mj nyoma tékok egyarán t pozi t ív ér te lműek.) Ezek 
szer int 

T m a x = + ÔSj = + 11 • (23a) 
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Vnaa = -ÔSb=-R- — + - -
I 2 а 

(23b) 

U g y a n i s az eredők pozi t ív ér telme felfelé m u t a t . A nyoma ték szélső é r tékének 
kép le te : 

Afmin 
1 

R • A 
4 

- M B • 
(1 + Mj . 24) 

а.) У- ábra 

-<fS 

dA2 

b.j.M-óbra 

°/2 °/2 
[ — 4 d/2 

J 

M. tv 
Rn 

MJ 

16. ábra 

Ezzel a k i t ű z ö t t célt e lér tük, m e r t a keresz ta l j te l jes e rő já téka a bemu-
t a t o t t képle tsorozatok a lka lmazásával minden terhelési vá l toza t esetére meg-
ha tá rozha tó . 

Abban a r e n d e s esetben, amikor a keresz ta l j közbülső része В és J jelű 
keresz tmetsze tek k ö z ö t t ugyanabból az anyagból készül, m i n t amilyen anyag-
ból vannak a szélső szakaszai, akko r a képletek Е г — E 2 = E helyet tes í té-
sével egyszerüs í the tők . Ugyancsak egyszerűsödnek a képle tek akkor, ha a 
fel lovaglás b és b' tényezői t zérussal vesszük egyenlőknek, vagyis feltesszük, 
hogy nincs fellovaglás ( R = 0). Evvel a változattal akkor kell számolni, amikor 
az alj szélső, b hosszú szakaszának mértékadó ( F m a x és i l /m a x ) igénybevételeit 
keressük. Ámbár — amin t az I . pé ldáná l is — sok esetben a b hosszú, a lá tömö-
r í t e t t részek s z á m á r a is a fellovaglás terhelési vá l toza ta lehet a mér tékadó . 
Viszont a közbülső, d hosszú szakasz vizsgálatát mindig a részleges fellovaglás 

figyelembe vételével meghatározott F m l n és Mmin alapján kell elvégezni. 
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I I . Példa 

A s z i m m e t r i k u s te rhe lés i v á l t o z a t r a is u g y a n a z t a f e sz í t e t t b e t o n k e r e s z t a l j a t vizs-
g á l j u k meg , a m e l y i k n e k a z a d a t a i v a l a z I . p é l d á b a n s z á m o l t u n k . Most t e rhe lés i fe l té te lek-
k é n t a k ö v e t k e z ő k e t vesszük fe l : 

5 = 10 000 k g , ± d S = ± 0 , 1 4 5 = ± 1400 kg 

esze r in t Sb = 11 400 kg és Sj = 8000 kg 

H= 3500 kg , h = 24,1 c m 

t e h á t ел =• + 2,5 - ^ ^ • 24,1 = - 4,9 e m . 

A fo l t é te leze t t részleges fe l lovuglás a d a t a i : 

R = 2200 k g 2 = 5 c m 

2200 
e s z e r i n t <3 = 

<3 ' = 

11 400 

2200 
8000 

(0,5 + 4 - ) = 0 , l i 

( 0 , 6 - 4 . ) - 0 . 1 1 . 

A h a t á s t é n y e z ő k 20a . és 20b . k é p l e t e k s z e r i n t : 

m u = 159 • 489 + 85 + • 2,92 • 72 — 0,0424 • = + 1001 c m 

ОС 1 OCC2 
4 8 9 + — • 2,02 • 72 + 0,0424 • = _ 210 c m 2 - 7 2 1 3 ' ' ' 2 - 7 2 

A terhe lés i t é n y e z ő k k i s z á m í t á s a a 22a. , és 22b . k é p l e t e k sze r in t : 

~ • 2 E J , <pk = — 5092 c m , - Á - • 2 E J l <pd = + 375 cm 2 

Sb Sb 

4~ • 2EJ, у = + 297 c m 2 

bb 
m l 0 = — ] 1 400 • [ — 5092 + 375 + 297 ] = + 50 388000 k g c m 2 

4r- • 2 E J . <pí= — 1492 cm 2 , - J - • 2 E J . <p'd = ± 452 cin2 

Sj Sj 

- 4 - • 2 EJ, у = — 394 cm 2 
SJ 

т г о = — 8000 • [— 1492 + 452 — 394] = + 12 332 400 kgcm 2 . 

A n y o m a t é k o k s z á m í t á s a a 19a. és 19b. k é p l e t e k sze r in t : 

т . . • m, — m u • mla 
M B = " ï ï — — ü 12— = — 55 587 k g c m 

(mn + m12) • (mn — ml2) 
m,, • m.a — m u • m2u 

M I — - 12 12—-—ü — — _ 24 350 kgcm 
J (n»u + m,2) • (mn — mv.) 
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a 24. képlet szer int : 

I 
^ Ли ill -.» 

t Z 
2200 • ( A - 52 j + 56 587 • ( A + й] 

24 350 • ( A — ő j j = - 80 974 k g e m 

Mivel a fellovaglás va l ami lyen szabá ly t a l an módon megoszló ágyazás i n y o m á s e redménye , 
ezért ennek a n y o m a t é k n a k az i t t k i s zámí to t t elméleti csúcsér téke a va lóságban többé-
kevésbé l e tompí tva jöhe t lé t re va lahol a kereszta l j közbülső részének közepe t á j á n . 

U g y a n i t t az e redő erők szélső ér tékei a 23a. és 23b. képle tek szer int : 

( ° ' 5 ° - i j ) = + 9 4 0 k g 

(o,50 = — 1254 kg 

Ki számí t juk a baloldali a l á t ö m ö r í t e t t szakasz igénygevételei t a n n a k a terhelési 
vá l toza tnak esetére, a m i k o r nincs fel lovaglás, vagyis 

<5 = 0 és ô'— 0 . 

Kbben az egyszerűbb ese tben m l 0 és m2 0 terhelési t ényezők a követ kezűképpen módosul-
n a k : 

-s- • 2EJl <pb — 2525 cm2 , - • 2 E J X <pä = 0 Sb Sb 

- g - • 2EJ X у = + 334 cm-
I 

% 
?n10 = — 11 400 • [2525 + 334] = + 24977400 kgem 2 

A • 2 E J l tp'b = + 1075 cm2 , A • 2EJl <p'd = 0 

— A . 2 E J l у = — 443 cm2 

bJ 

m2u = — 8600 • [ + 1075 — 443] = — 5 435 200 kgem 

— 216 - Г— 5435] — 1001 • 24 977 
725 • 1,217 

24951 kgem 

-'/fi 24 951 
r = 6ft sf~ ~ m ö o " = c m 

ßl = 16,0, ß2 -- • 28,2, ß3 = 7,5, ßi = — 4,7 

s ь 1 1 4 0 0 , , 
q0 = u-- - = 134 kg/cm 

q t = 134 • [16,0 + — 28,2 f 3 + 7,5 f 2 + 4,7 f ] kg /cm 

" = 4 " f - J - = 0.50 + - A l = 0,4423. 

91 



A külső szakaszban , ahol 0 <, £ < 0,4423 

Vé = 11 400 • [3,20 I5— 7,05 £4 + 2,50 £3 + 2,35 £2] kg 

M é = 9(59 0 00 • [0,533 £ '—1,410 £6 + 0,625 £4 + 0,783 £3] kgem 

a belső szakaszban , ahol 0,4423 < £ < 1,0000 

Vé = 11 400 • [3,20 £3—7,05 £4 + 2,50 £3 + 2,35 £ 2—1,000] kg 

M í = 969 000 • [0,535 £ e—1,410 £5 + 0,625 £4 + 0,783 £3 — (£ — 0,4423)] 

(kontrol l : h a £ = 1,00, a k k o r Ví = 0 és M( = Mg). 
Kiszámí t j uk még az elméleti csúcsér tékeket í — у helyet tesí tésével : 

únax = + 5248 kg és Vmin = - 6152 kg 

• ' Л ш х = + 09 570 kgem. 

Megá l lap í tha t juk , hogy ez az ún . „csúes" -é r ték a rány lag n a g y o n csökkent é r t é k ű -
nek m u t a t k o z i k az eddig s z á m í t o t t a k h o z képes t . E n n e k egyszerű m a g y a r á z a t a a b b a n 
t a lá lha tó , hogy ennél a terhelési vá l toza tná l a s í n n y o m á s n a k az a horizontál is kompo-
nense, amely a s ínkorona belső élén t á m a d , a t a l pnyomások n y o m a t é k á n a k é r te lméve l 
o lyan el lentétes é r t e l m ű n y o m a t é k o t f e j t h e t ki, ame ly a , ,csúcs"-ér téket s z á m o t t e v ő 
m é r t é k b e n l e r o n t h a t j a . 

Befejezés 

Az i t t b e m u t a t o t t módszer és a régebbi számítási e l já rások közö t t az 
egyik lényeges különbség a talpnyomások megoszlási módjára vonatkozó fel-
tevés alapelvéhen van . A legegyszerűbb e l j á rás nyi lván az, amelyik m e r e v 
kereszta l j feltételezésével az a láver t szakaszok a la t t egyenletesen, i l letve 
— excent r ikus s ínnvomás a l a t t — lineárisan megoszló t a lpnyomásokka l szá-
mol. Ezzel szemben igen bonyolul t képle tsorozathoz vezet Zimmermann mód-
szere, aki az a l j ruga lmas beha j l á sának f igyelembevételével a megoszlás 
m ó d j á n a k a lapelveként Winkler e lvét a lka lmaz ta , amely szerint a keresz ta l j 
ta lpfel ületének minden p o n t j á n a t a lpnyomások a besüllyedésekkel vo lnának 
a rányosak . Vagyis a keresz ta l j e laszt ikus görbéje bizonyos léptékben a t a l p -
nyomások megoszlási á b r á j á v a l azonos volna . 

Sok kísérleti ada tbó l leszűrt t anu lság szerint ezek közül egyik módszerrel 
sem lehet e l fogadható pon ta t l anságga l megközelí teni a keresz ta l jak valóságos 
e rő j á t éká t . Mégis Zimmermann módszerét a vasú tép í tés tan elmélete e l fogad ta 
és hosszú időn át ezt t e k i n t e t t e pon tos módszernek, az e t tő l e l térőt ped ig 
közelí tő e l j á rásnak . A téves felfogásnak ez a t a r tóssága egyrészt a meg-
bízha tó kísérletek végzésére a lkalmas mérőműszerek h iányával , másrészt 
azzal magyarázha tó , hogv a gyakor l a tnak nem volt nagy szüksége olyan 
elméleti v izsgálatokra , amelyeknek eredményei kísérletekkel is igazolhatók, 
mer t a százéves gyakor la t közben k ia lakul t t a lpfa-mére tek elméleti igazolás 
nélkül is megbízha tóknak b izonyul tak . Viszont azóta , amió ta a vasbeton 
— és l egú jabban a feszített beton — keresztaljak tömeges g y á r t á s a megindul t , 
e lőtérbe nyomul t a tervezés és ellenőrzés részéről az olyan vizsgálati módszer 
i ránt i igény, amelyik módszer a lkalmas a kereszta l jak valóságos e rő já tékának 
megközelí tésére az ésszerűen megk ívánha tó pontosság h a t á r a i n belül. 

Kísérletekkel igazolható csak az olyan számítási e l j á rás e redménye 
lehet , amely kísérleti e redmények a l a p j á r a épül t . Ezért indokol t , hogy ú j 
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módszerünk a lape lvekén t azt a t a l a jmechan ika i kísérletekkel igazolt t é n y t 
vá la sz to t tuk , ame ly szerint a ta lpfeszül tségek megoszlása szemcsés t a l a j b a n 
ha rang alakú, és ebből a mechanikai elvből ki indulva veze t tük le az eredő erők 
és nyomatékok kép le te i t . Viszont a megoszlási görbe ha rang a l ak j ának kon-
centrációjára v o n a t k o z ó kísérleti a d a t o k még hiányosak. Ezek pót lása vége t t 
még t ö b b olvan kísér le t re van szükség, amelyeket m á r jól l e j á r t p á l y á b a n 
fekvő keresz ta l jak t a l p a a la t t célszerű végezni. 

Bármilyen h a r a n g alakú görbe ma tema t ika i kifejezésére jó megközelí-
téssel a lkalmas az o lyan negyedfokú racionális egészfüggvény, amelynek öt 
e g y ü t t h a t ó j á t ú g y ha tá rozzuk meg, hogy a függvény a geometriai fe l té te leket , 
va lamint a sz ta t ika i egyensúly köve te lménye i t kielégítse. I t t a geometr ia i 
fe l té te lek közé soro l juk a kezdeti fe l té te lek mellett a görbe koncentrációjának 
mértékére jellemző qm\q0 = Q v i szonyszámot is, ahol q0 az át lagos t a l p n y o m á s t 
jelöli, qm pedig az a l áve r t szakasz középvonala a l a t t jelentkező t a l p n y o m á s t . 
Eszer in t a t a l p n y o m á s o k a t kifejező q^ f üggvény ß jelű együ t tha tó i amel le t t , 
hogy á l ta lában a megoszlási görbe sú lypon t i excent r ic i tásának (r) függvényei , 
a koncentrác ió g tényezőjé tő l is függenek az erről szóló fe jeze tünkben k i f e j t e t t 
képle tek szerint . Ezek mellett még az а с jelű tényező is, amelyik MB és 31j 
n y o m a t é k kép le tében a számláló második t ag j áná l szerepel, szintén függ-
vénye p t ényezőnek a követ kező m ó d o n : 

3 4 
с = о . 

28 105 

Az előbb b e m u t a t o t t p é l d á k b a n olyan ß együ t tha tókka l , va lamin t 
с tényezővel s zámol tunk , amelyek g = 1,7 ér tékű viszonyszámnak felelnek 
meg. Ez t az é r t éke t közvet len a p á l y á b a n fekvő keresz ta l jak ta lpa a la t t mér t 
a d a t o k h iányában más nyomókísér le t i e redmények felhasználásával , össze-
hasonlí tások és egyéb műszaki meggondolások a l ap j án v e t t ü k fel valószínű 
közepes é r t ékkén t . 

Viszont ny i lvánva ló , hogy a t a l p n y o m á s o k megoszlásának koncentrációja 
és az ágyazás ruga lmasságára je l lemző ada tok valódi ér téke, va l amin t az 
ellenálló nyomaték tényezője is igen sok körü lménytő l függ , t e h á t u g y a n a n n á l 
az ágyazási a n y a g n á l is t ág ha tá rok közö t t ingadozik. Függ az anyag f izikai 
tu la jdonsága i tó l (pl. a szemszerkezetétől) , az á l lapotá tó l (tömörségétől), de 
ezek mellett még a nyomólap a l a k j á t ó l és méretei től , va lamint a terhelés 
vá l tozásának sebességétől is függ . E z é r t csak több , te rvszerűen vég reha j to t t 
k ísér le t e redménye inek b i r tokában lehet megál lapodni abban, hogy g, D 
kg/cm és y> k g _ 1 c m — 1 tényezőknek melyek azok a számszerű értékei, amelyek-
kel a legcélszerűbben számolhatunk a keresz ta l j sz ta t ika i vizsgálatánál anélkül , 
hogy bármelyik i r á n y b a túlzásba m e n n é n k , vagyis anélkül , hogy a keresz ta l ja t 
t ú l - vagy a lu lmére teznők. 

Lényegileg i t t is ugyanolyan műszak i mérlegelést kell végezni, m in t a 
részleges fel lovaglás mér tékét k i fe jező ó tényező felvételénél, amikor ő-nak 
az t a számszerű é r t é k é t kell negál lap í tan i , amely a sz ta t ika i vizsgálat s zámára 
— a vizsgálat gyakorlati céljának szem előtt tartásával — a legcélszerűbbnek 
mu ta tkoz ik . Eszer in t g, D és y> tényezők valószínű közepes ér tékeit is úgy kell 
megál lapí tani , hogy ezek megfelel jenek a pá lya f enn t a r t á s esetleges k isebb 
fogyatékosságai f o l y t á n bizonyos mér t ékben leromlot t á l lapotú ágyazás ra 
jel lemző a d a t o k n a k . 
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Mindezeknek a tényezőknek a vál tozása végeredményképpen a kereszt-
a l j keresztmetszete i re h a t ó legnagyobb eredők és n y o m a t é k o k értékeinek 
vá l tozásában j u t kifejezésre. Ú j módszerünk a lkalmas ar ra , hogy segítségével 
az egyes vá l tozó tényezők ér ték ingadozása inak különféle ha t á sa i t egymástó l 
szé tvá lasz tva vizsgálhassuk meg. Képle t soroza tunkka l á t t ek in the tően követ -
he tők az eredő erők és n y o m a t é k o k ér tékeiben vá rha tó o lyan vál tozások is, 
amelyek a keresz ta l j bá rmely ik méretének (pl. az a l á tömör í t e t t , vagy akár az 
a lá tömör í tés nélkül hagyo t t részei hosszának) megvá l toz ta tásábó l következ-
he tnek . 

Mindezekér t ez az ú j számí tás i módszer egyarán t a lka lmas a sz ta t ika 
vizsgálat ra és tervezésre is, t e h á t hasznos eszköze lehet a műszaki fej lesztésnek. 

Az í rásunk elején, ,,Az ellenálló n y o m a t é k " című fe jeze tben k i f e j t e t t 
indokolás szer int fel tehető, hogy a rugalmas ágyazásnak a nyomólap elfordulá-
sáva l szemben k i f e j t e t t ellenálló nyomatéka — a gyakor la t s zámára f igyelemre 
mél tó é r t ékha tá rokon belül — egyszerűen a rányos az e l fordulás szögével, 
vagyis 

ahol Mp kgcm a passzív, azaz ellenálló nyoma ték , 

Függelék 

I . 

Az ellenálló nyomaték tényezőjének meghatározása 

b/2 b/2 

В 

в" 

17. ábra 
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tp az e l fordulás szöge, 
y> k g - 1 c m — 1 az arányossági tényező, azaz az ellenálló nyoma ték tényezője 

Erede t i definíciónk szer int ennek a tényezőnek fizikai é r te lme nem más, min t 
annak az e l fordulásnak a szöge, amelye t a t a lp a ruga lmas ágyazásban szaba-
don (vagyis minden más mozgástól függet lenül) végezne a nyomófelületnek 
valamelyik megha t á rozo t t i r ányú súlypont i tengelyére t á m a d ó , egységnyi 
( M 0 = 1 kgem), a k t í v n y o m a t é k ha t á sá r a . 

ip tényező számszerű é r t éké t egyszerű kísér let te l lehet megál lapí tani a 
következő a ) fe jeze tben leírt módon, de kísérleti ada tok h i ányában ez az ér ték 
elmélet i ú ton is megközel í thető a b) fe jezetben b e m u t a t á s r a kerülő képlet 
a lka lmazásáva l . 

a ) A k í s é r l e t i é r t é k m e g h a t á r o z á s a 

Az ismert mé re tű (v cm széles és b cm hosszú), t ég la lap a lakú, és közelítő-
leg merevnek t ek in the tő , vízszintes nyomólapot a nyomófe lü le t 0 jelű súly-
p o n t j á r a t á m a d ó G kg súlyerővel az ágyazásba b e n y o m j u k , és m e g m é r j ü k 
az 0 pon t ?/„ cm lesüllyedését . E z u t á n G súlyt 0 p o n t b ó l k imozdí tva fokoza-
to san jobbra helyezzük á t valamilyen e cm távolságra , a r r a ügyelve, hogy a 
nyomólap baloldali széle eközben ne emelkedjék fel az eredet i szintnél (azaz 
a t ehe rmen tes á l lapot szint jénél) magasabbra (17a ábra) . E b b e n az ú j helyzet-
ben G súly ye cm mélyre sül lyedt le, és 0 középpont tó l e cm távolságra toló-
d o t t el. Ez t a ké t kísérleti a d a t o t is megmér jük és k i s zámí t j uk Aye = ye — y0  
s ü llvedésk ülönbséget . 

A nyomólap ebben az e l ferdül t helyzetében a vízszintestől <p szöggel 
ha j l ik el, ahol 

Aye 
tg 9? = — <p 

e 

(ugyanis kis szögekről lévén szó, a szög abszolút mérőszáma a tangensének 
ér tékével felcserélhető). Az ú j he lyzetben az egyensúly fo ly tán az ellenálló 
n y o m a t é k : 

Mp = - eG 

t e h á t az ellenálló n y o m a t é k t ényező je : 

( 2 5 ) 
- Mp Ge2 

Vagyis G súly t á m a d ó p o n t j a excent r ic i tásának és sül lyedéskülönbségének 
ada ta ibó l ip tényező kísérlet i é r téke egyszerű módon á l l ap í tha tó meg. 

b) A z e l m é l e t i é r t é k s z á m í t á s a 

Abban az á l ta lános esetben, amikor kísérleti ada tok h i ányában meg kell 
e légednünk D kg/cm fa j lagos erőnek (illetve С kg/cm3 ágyazási együ t tha tónak ) 
va lamilyen becsült ér tékével , akko r ennek fe lhasználásával az ellenálló-
n y o m a t é k tényezőjének elméleti értékét a következőkben k i f e j t e t t képlet alkal-
mazásáva l lehet számítássa l megközelí teni . 
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Azt a ha tá rese te t vizsgáljuk meg, amelyik úgy áll elő, hogy a nyomólap 
О p o n t j á b ó l k imozd í to t t G súly addig vándoro l jobb felé, amíg a nyomólap 
bal széle éppen a terhelet len alapsík sz in t jé re emelkedik fel (17b ábra) . Ebben 
a ha tárhe lyze tben a súly excentr ic i tása eu cm és a t a lpvona l elferdülésének 
szöge <pn. A nyomólap középpon t j ának (azaz 0 jelű p o n t n a k ) lesüllyedése 
vá l toza t l anu l y() m a r a d t 3 

?/o 
G 
D 

То 

То = Wo G = V>bGe0 , 

aho l f„ = e„ azaz az excentr ic i tás v i szonyí to t t é r téke . 

G Iß 

t e h á t 

Db-, 
(26) 

D kg/cm fa j lagos erő becsül t ér téke, va l amin t a nyomófelü le t b cm hossza 
ismeretes, t ehá t y tényez kiszámításához csak í 0 valószínű ér tékét kell még 
megál lapí tani . 

IS. ábra 

Ha a t a lpnyomások megoszlása lineáris volna, akkor — a közismer t 

t é te l szer int — e „ = — -al s zámolha tnánk , amelv esetben w = - E E vo lna . 
6 Db2 

Ezért a t ovább i kérdés csak az, hogy az excent r ikus nyomás a la t t eltorzult 
harang alakú t a l p n y o m á s megoszlása fo ly tán (18. ábra) mekkora e0 é r tékkel 
célszerű számolni . A válasz a következő: 

A ha rang a lakú görbének kezdő és végpon t j áná l az o rd iná ta mindig 
zérus és — á l ta lában — az ér in tő i r ányha tá rozó ja a kezdőpontban pozi t ív , 
és a végpon tban negat ív . T e h á t (pozitív é r te lemben, azaz balról jobbra növe-



k e d ő excentr ic i tás ese tén) e = eu h a t á r á t az a geometr iai fe l té te l szabja meg, 
h o g y a kezdőpont i é r in tő i r ányha tá rozó ja zérusig fogy e excentr ic i tás fokozatos 
növekedése fo ly tán . Vagyis a n n a k az analitikai feltételét, hogy a kezdőpont , 
azaz a nyomólap b a l széle a te rhe le t len a lapsíkba emelkede t t fel, avva l lehet 
megadn i , hogy ez a h a t á r e s e t akkor köve tkez ik be, amikor q^ függvény differen-
ciálhányadosa | = 0 helyen zérussá csökken. 

A harang a l akú görbének megfelelő racionális egész függvény a következő: 

g viszonyszám valószínű közepes ér tékeként 1,7-et v e t t ü k fel. Viszont 
a kérdés tovább i v izsgá la táná l célszerű azt is f igyelembe venni , liogy q n e m 
ál landó, vagyis e 0- tól nem tel jesen függe t l en viszonyszám. Ugyanis az excentr i -
c i tás tovább i növekedése fo ly tán a t a l p n y o m á s o k a t e rhe l t oldal a la t t foko-
z o t t a b b mér tékben koncen t r á lódnak , miközben qm (azaz a nyomólap felező 
v o n a l á b a n ébredő t a lpnyomás ) csökken, vagyis q ér téke is csökken (18. ábra ) . 
K i s e b b ér tékű g-hoz pedig — az I . jelű kép le tünk szerint — nagyobb e0 t a r -
toz ik . Ezér t a nyomólap terhele t len széle késleltetve emelkedik fel a terhele t len 
a laps ík szintje fölé. 

Másrészt v iszont a ha rang a lak e l torzulásából (vagyis az áb ra sú lypon t j á -
n a k további jobbra- to lódásából) szükségképpen az is következ ik , hogy a t a lp -
nyomások szélső é r t éke (gmax) növeked ik . I t t f igyelembe kell venni , hogy a 
ke resz ta l j ak a l a t t k ia lakuló nyomófe lü le tek hossza (b) a szélességének (v) 
k b . a háromszorosa. Ezé r t a szélső é r ték , vagyis a koncent rá lódás sem foko-
zódha t ik kor lá t lanul . Ugyanis az elmélet i t a lpnyomások egy bizonyos h a t á r o n 
t ú l m á r nem képesek va lóban k ia lakuln i , mer t az ágyazási anyag szemcséi 
a röv idebb v i r ányban , vagyis a keresz ta l j ke resz t i rányában (a vágánytenge ly 
i r á n y á b a n ) a n a g y o b b ágyazási n y o m á s alól könnyebben k i t é rhe tnek , m i n t a 
hosszabb b i r ányban . Ezé r t indokol tnak látszik az a fe l tevésünk, hogy az ex-
centr ic i tás növekedése fo ly tán a t e rhe l t oldal a l a t t fokozódó t a lpnyomások 
szélső ér téke legfel jebb 8 —10%-kal léphet i tú l a k i indulásként vá lasz to t t 
q • q0 = 1,7 q0 é r t éké t . Eszerint az a mechanikai fel tétel , amely a lka lmas 
e 0 valószínű gyakor la t i é r tékének megha tá rozásá ra , a következőképpen í rha tó 

4í = <7o * [ßi I4 ~ßoJ3 + ßz f 2 - M I)] , 

ahol q0 = — > 1 = — . ßt = 2- ( 3 0 — + 8o - 15 
S x 

(D 

I . 

f e l : 

<Zmax = 1 , 0 8 - 1 , 7 0 - g 0 = 1,84 q0. I I . 
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Fokoza tos megközelítéssel a köve tkező eredményhez j u t u n k : ha о = 1,445 
és (az 1. jelű képle t szerint ennek megfelelő é r tékű) ea = 0,115, akkor az e l tor-
zult haranggörbének megfelelő függvény : 

Ж = 9o • [ - 4,4 (* - 5,0 £3 + 9,4 £2] . 

A zárójelben levő kifejezésnek szélső é r t éke £ = + 0 , 0 9 2 helyen van, és a szélső 
é r t ék : 

Jm«L = 1,84. 
9o 

T e h á t az I . és I I . jelű fel tétel t egya rán t kielégítő v i szonyí to t t excentr ici tás: 

f 0 = 0,115 = — é s az ennek megfelelő ip (a 26. képlet szerint) : 
8,7 

V = ( 2 1 ) 
Db2 e0 Db2 Db2 

Ezzel indokolha tó az ellenálló n y o m a t é k n a k az az elméleti ér téke, ame-
lyet — kísérleti ada tok h i ányában — a pé ldá ink kidolgozásánál a lka lmaz tunk . 

I sméte l ten hangsúlyozni kell, hogy ez а гр csak olyan elméleti é r t éknek 
t ek in tendő , amellyel a megfelelő kísér le t i ada tok h i á n y á b a n számolha tunk 
nagyságrendi megközelítésként. De ez az e lmélet a r ra is f igyelmezte t , hogy a 
kísér leteket nem elég egyes izolált ke resz ta l j a la t t végezni, m e r t a t a l pnyomá-
sok vá l tozásának mér t éké t , va lamin t az ezt előidéző tényezők ha t á sá t a 
vágányban fekvő a l j a la t t kell megvizsgálni , ahol az ágvazási nyomások az 
egymással szomszédos a l jak a l a t t kölcsönös egymás raha tá s közben fe j lőd-
nek ki. 

TT. 

Az egységtényezők kiegészítése a fellovaglás hatását kifejező taggal 

Az egységtényezők 20<7 és 20b számú képleteiben n e m ju t te l jes m é r t é k -
ben kifejezésre a fel lovaglás ha tása . U g y a n i s ezeket a képle teket azzal a fel-
tevéssel veze t tük le, hogy a kereszta l j középső szakasza a k a d á l y nélkül lehajol -
ha t a két vég lap já t t á m a d ó egységnyi nyoma tékok h a t á s a a l a t t . Eszer in t 
f igyelmen k ívül marad t a középső szakasznak a fellovaglást okozó ágyazásba 
t ö r t é n ő besüllyedése fo lytán az al j alsó felületén ébredő reakciónyomások 
ha tása . Mivel ezek a felfelé i rányuló passz ív nyomások a t ö rz s t a r tó В és ./ 
jelű csuklóinál keletkező elfordulási szögeket , vagyis az egységtényezőket is 
módos í t j ák , ezért — lia b á r csak kis mér t ékben — befolyásol ják a s z á mí t á s 
végeredményé t , azaz a mér tékadó , nega t ív é r te lmű n y o m a t é k kia lakulását is. 

Fe lada tunk a n n a k a h ibának é r t e l m é t és nagyság rend jé t megvizsgálni , 
amely hiba abból származik , hogy az egységtényezők képletéből ennek a módo-
sí tó ha tásnak megfelelő t ago t e lhanyago l juk . A vizsgálatot — az egyszerűség 
kedvéér t — a sz immetr ikus terhelési vá l toza t esetére végezzük el. 

A sz immetr ikus terhelésnél MB (2. számú) képle tének nevezőjében sze-
replő egységtényezők összege (feltéve, hogy E 1 — E 2 = E ) a következő: 

mn + m12 = 2EJ1 • y + b + • d. 
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H a f igye lembe vesszük az t az ágyazási nyomás t is, amely az összekötő 
r ú d lehajlása f o l y t á n a rúd közepének környezetében ébred, akkor az egység-
tényezők összegének képletét Am kiegészítő taggal kell bőví teni : 

aho l 
mn -f- m12 + Am , 

Am. = 2 EJlV 
i •/, 
4 ./., 

(d* - a1) (27) 

d 2 - a 1 

2 EJ, y> • b°- + 8—2 + 1 ( d - a)2 • (d + 2a) 
D j 

(28) 

4У. dbra 

P 0 k g а fellovaglás fo ly t án a t ö rz s t a r tó közbülső szakaszának (összekötő r ú d n a k ) 
egyik felére h a t ó ágyazási nyomások eredője, mely P erő helyén t á m a d 
akkor , amiko r В és J jelű csuklóknál az összekötő r ú d két vég lap ján 
egyidejűleg egy-egy egységnyi n y o m a t é k (MQ) ha t (19a ábra) . Ugyan i s 
ennek a k é t n y o m a t é k n a k h a t á s a a l a t t behaj ló összekötő rúd az a l a t t a 
levő ágyazásba benyomul, és így az alsó felületén k ismér tékű reakció-
nyomások éb rednek . 

J D ^ C V t v — , 

aho l v1 cm az összekötő rúd alsó fe lüle tének szélessége, és 
C1 kg/cm 3 a fellovaglást okozó ágyazás tényezője . Ennek ér téké t a 

példa kidolgozásánál a sinek a la t t fekvő ágyazás tényezőjének 
felére v e t t ü k fel: 
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A 27. és 28. számú képletek magya ráza t a a köve tkező . 
Fel tesszük, hogv ez a l a t t az „elméleti k í sé r le t " a l a t t a kereszta l jnak a 

ké t szélső szakaszában a szilárdsági tengely elgörbülése e lhanyagolható a 
középső szakasz a lakvál tozásához képes t . 

A 19& ábra a t ö r z s t a r tónak az t a terhelési vá l t oza t á t m u t a t j a , amely 
i l / 0 egységnyi nyomatékok ha tá sá ra a lakul ki. Az összekötő r ú d behaj lása 
fo ly tán ébredő Pn erők a r u d a t — és ezzel e g y ü t t В és J csuklókat is — fel-
emelik , miközben a szélső szakasz cp1 szöggel elfordul О k ö z é p p o n t j a körül . 

Az ú j egyensúlyi helyzet kia lakulása közben kifej lődő Pa erő meghatá ro-
zása véget t a következő egyenlet í rha tó fel (a 19ó ábra jelöléseinek alkalma-
zásával ) : 

b 
Ув = <Р1— = Уа — У 

p b P0 , , „ 
<Pl = V • 1 0 • — . У — -pr- > Уа = Уа + Уа-

- 'К 

ahol y'a cm P0 erő helyének gá t lás nélküli lesüllyedése volna M0 egységnyi 
nyomaték ha tásá ra , 

y"a cm ugyanennek a pon tnak ver t ikál is e lmozdulása (felfelé) a két 
/J

(l erő n y o m a t é k a fo ly tán . 

Ezek szerint 
(P — a2  

У a = + - , • ( l k g c m ) 
HEJ., 

- P° - a f - ( d + 2a) 

• ;; 
25 EJ., 

v> • 
1)1 • P ' 0 
4 

э b2 

0 ' Г + 4 

iP- - a* 
HEJ., 

P o = 

- H • (d — n)2- (d + 2a) 
í)t 24 EJ., 

d2 — a - • ( I kgcm) 
8 F / 1 

2EJ., y>b2+ 2 + -- (d - a)2 • (d + 2a) 
D1 3 

Ezzel P„ erő 28. számú képletének helyességét igazol tuk. Ennek a képletnek 
segítségével P 0 „e lméle t i " erő nagysága előre k i számí tha tó a keresz ta l j mére-
te iből és a rugalmas beágyazásra vona tkozó ada tokból . 

Az egységtényezők kiegészítő t a g j a : 

Am = 2EJ1 • (AP + Ax"), 

ahol Ax' a szélső (ЛИ) szakasz véglapjának e l forduláskülönbsége P0 erő 
h a t á s á r a В csuklónál, és 

Ax" a középső ( B.J) szakasz véglapjának e l forduláskülönbsége P0 e rő 
ha t á sá ra В csuklónál. Eszerint 
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HEJ., 
T e h á t 

J m 2EJlV) - — - J] • (cP — a'1) 
2 4 J « Л -

Ezzel a 27. számú képle t helyességét is igazol tuk. 
* 

A kiegészítő t a g e lhanyagolásából származó h iba ér te lmének és nagyság-
rend jének megvizsgálása cél jából k i számí to t tuk P a e lmélet i erőnek, va lamin t 
Am kiegészítő t a g n a k számszerű é r téke i t a sz immetr ikus terhelési vá l toza t ra 
kidolgozot t I . sz. pé ldánk a d a t a i n a k felhasználásával (a 27. és 28. számú 
képle tek a lap ján) . A rövidí tés k e d v é é r t ezút ta l csak a számí tás részeredmé-
nve i t közi 

= _ 4608 cm 2 • (1 kgcm) = J ? ] [ 1 Q _ 3 

(121 + 139 + 9) • 10» cm3 

Am = [20 782 — 3364] • 1,71 • 10" 3 = 29,785 — 3u kgcm2 . 

Az ezzel j av í t o t t számér ték : 

M B 2920 
— — = = — 3.587 cm 

S 784 + 30 
M B = — 35 870 k g c m . 

T e h á t a keresz ta l j közbülső szakaszáná l a vágánytenge ly függőleges s ík jában 
levő keresz tmetsze t re balról h a t ó n y o m a t é k n a k k i j a v í t o t t szélső é r téke : 

J í m i n = — 35 870 — 0,20 • ' 2 7 2 4 ' 10 000 = — 83 870 k g c m . 

Ezzel szemben a kiegészítő t a g e lhanyagolásával az I . pé ldában k i számí to t t 
i l / m i n = —85 300 kgcm, t e h á t az e lhanyagolásból s zá rmazó hiba százalékos 
é r t éke (a j a v í t o t t ér tékhez v i szonyí tva) : 

Bár ennek az egy s z á m p é l d á n a k az e r edményé t n e m fogadha t j uk el 
t é t e l ünk te l jes é r t ékű b i zony í t ékakén t , mégis a lka lmasnak t e k i n t h e t ő a r ra , 
hogy a vizsgál t h iba ér te lmére és nagyságrend jé re á l t a l ában is köve tkez te t -
hessünk. Eszer in t t e h á t megá l l ap í tha tó , hogy azzal a közel í tő képle t te l szá-
molva , amelynél a szóban forgó kiegészítő t ag h a t á s á t a végeredményre 
f igyelmen k ívü l hagy juk , o lyan kis m é r t é k ű és o lyan é r t e lmű e lhanyagolás t 
k ö v e t ü n k el, amely a gyakor la t s z á m á r a annál is i n k á b b e l fogadható , mer t a 
h iba m i a t t a szerkezet b iz tonsága n e m csökken. 

Érkeze t t 1963. márc ius h ó b a n . 
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