
DR. RÓZSA LÁSZLÓ a m ű s z a k i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a 

KOVÁCS (1ÁROR 

KOHLMANN LÁSZLÓ 

RUGALMAS SÍKBAN FEKVŐ KÖR ALAKÚ KIVÁGÁS 
PEREMÉN HATÓ TANGENCIÁLIS ERŐK OKOZTA 

FESZÜLTSÉGEK ÉS ALAKVÁLTOZÁSOK 

A műszaki gyakor la tban gyakran előforduló eset, hogy ruga lmas közeg-
ben lé tes í te t t kör a lakú k ivágás — f ú r t lvuk — mentén keressük a tangenciál is 
e rőhatások á l ta l k ivá l to t t feszül tségeket és a feszültségek h a t á s á r a bekövet -
kező a lakvál tozásokat , a közeg különböző p o n t j a i b a n . 

Pé ldaképp megeml í t jük , hogy ilyen f e l ada to t kell megoldani abban az 
esetben is, ha a kör keresz tmetsze tű a l agú t fa lazat és az az t körü lvevő kőzet 
közö t t fellépő súrlódás h a t á s á t f igyelembe a k a r j u k venni . Ezt a h a t á s t hosszú 
ideig csak közelítőleg, bizonyos elhanyagolásokkal t á r g y a l t á k . Rugalmasság -
tan i lag helyes megoldás az [1] i roda lomban ta lá lha tó , ahol a f e l ada to t lassan 
konvergáló végtelen sorokkal o ld ják meg. Ezen dolgozatban szerzők a fe lada t 
megoldására z á r t a lakú véges fo rmulá t dolgoztak ki. 

Matematikai bevezetés 

Köve tkező fej tegetéseink során szükségünk lesz az a l ább iakban t á r g y a l t 
Fourier-sorok összegfüggvényeire. H a t á r o z z u k meg t e h á t az a lábbi végtelen 
sorok összegét : 

C, — sin n a sin n ß cos n в ; S, = V R" sin n a sin n ß sin n в 
л=2 п-2 

~ „„ sin n a sin п ß cos nO ~ sin n a sin п ß sin nO Gn = ^ " - ; = / i 

л = 2 п л 2 

л 2 га — 1 п 2 

г — Т?п sin га a sin nß сон пв _ -
и л + 1 — А . , > л + 1 — - 1 1 

n 

sin n и sin га ß sin га 0 
n — 1 

sin га a sin га ß sin га 0 

л 2 га + 1 л 2 га + 1 

п " р„ sin га a sin га jö cos га б ~ _п sin га a sin га ß sin п в 
^n(n-i) = ^ —; 77 > "л(л—1) = ^ e -га(га — 1) 

п ~ sin га a sin га ß cos га О 
л(л-Ь 11 = _ ' ' . » " л 

га(га+1) 
( л - 1 ) 

rv=2 w ( r a - f l ) 

sin « а sin га ß sin га О 

г ra(ra-fl) 

(17) 
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Mivel 
1 1 1 

n(n — 1) n — 1 n 

1 1 1 
n(n + 1 ) n n + 1 

első lépésként be lá tható , hogy a (2)-ben szereplő sorok az (l)-es összefüggések 
segítségével kifejezhetők a következőképpen. 

ffn(n-i) = G n - i — С n és Sn(n-i) — — S n , 

С — Cn — Cn+1 és öT
n(n+1) — Sn — Sn+l. 

A továbbiakban t e h á t csak az ( l)-ben levő kifejezésekkel kell foglalkoznunk. 
Ismeretes , hogy 

(4) 

sin na sill П ß COS П в = — [cos n.r1 — COS nx2 -f- COS nx3 — COS «3-4] 
4 

Sin П a sill П ß Sin П в — — [sin ПХХ — sin ПХ2 + Sin ПХ3 — Sin ПХц\ 

ahol 

Xl = в - (a - ß) ; x3 = в + (a - ß) 

x2 = 6-{a + ß); Xi = e + (a + ß). 
Ezen összefüggések felhasználásával be lá tható , hogy az (l)-ben felírt Four ier , 
sorok az alábbi a lakú tagokból álló összegekre bon tha tók szét: 

ч (2) = >' R" cos nz ; 

cos nz 
Cn ( 2 ) = У'?' 

n= 2 » 

51 (2) = У ff" S ' H ) lZ 1 

sin nz sn (z) = > ' R" -
n = 2 n 

(5) 

Gl-l(2) = ff" ; 
n-2 П — 1 

W 2 ) = V ff" —— — ; 
,T~2 n + 1 

n 2 П— 1 

n- 2 n + 1 

(6) 

ahol z a (4)-nek megfelelően rendre xx és x2, illetve x3 és x4 ér téket veszi fel, s 
magá t a szóban forgó függvényt úgy kapjuk meg, hogy az ily módon nyert 
ú j sort összegezzük. 
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A (6)-ban megado t t Fourier-sorok az (5) sorok segítségével fe jezhetők 
k i , ugyan i s 

cos 

л =2 n — 1 n = 1 
A = V fí("+D c o s (n + 1) z

 = 

= R 

= R 

> - j ? " C O S ( n + 1 ) 2 + iüCOS2: 
n=2 

П-2 

W 

COS nz Sin WZ . cos z sin z n w 
R cos 2 z 

Cn+iG) 

= ß \cn(z) cos z — sn(z) sin z + R cos 2 z] , 

- p „CQ8WZ_ pn^ i COS ( n - l ) z _ у Rn r r ^ r = у R 

n =2 W + 1 n = 3 « 

1 
у ti" -

9 ß 

1 
R 

л = 2 W 

' COS nz 

П = 2 

Sin WZ . 
cos z -j sin z 

w w 

ß 
— cos z 
2 

= - - K ( 2 ) c o s 2 + Sn(2) sin Z] -
R 

- cos z 

, n _ l ( 2 > = V R" = V Ä"+1 S i n + 1 > 2 

n = 2 n — 1 Л=1 n 

--- R 

= R 

; sin(w + 1); V R 
л = 2 

ß s i n 2 z 

•Г, (Sin WZ COS WZ . 
> / Г | - — COSZ-j —Sinz 

w 
+ R sill 2 z 

Ln 2 \ n 

= R [sn(z) cos z + c„(z) sin z + R sin 2 zj 

^ + i ( 2 ) = У Ä" = Y Ä 
Sin WZ sin (w — l ) z _ 

n=2 W + 1 „ r 3 W 

1 

n = 2 R 

1 
ß 

- sin(w — 1)2 R2 . 
> ß sin z 

2 R" 
n =2 

И 

sin WZ COS WZ . 
— COSZ S111Z 

w w 
ß 2 . 
— sin z 
9 

= — Г»л(2) c o s 2 - C„(z) s i n Zj 
ß 

Slll z 
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Ezzel beb izony í to t tuk , hogy az á l ta lunk vizsgált (1) sorok előál l í thatók az 
(5)-ben felír t Four ier -sorok segítségével. Az (5) sorok összegfüggvényei ped ig 
megha tá rozha tók a komplex síkon ér te lmeze t t geometr ia i sorból. I s m e r e t e s 
ugyanis , hogy w k o m p l e x számot fe l té te lezve 

w 
v w" = — -

/1 i 1 —w 
ha Itt'l < 1 . 

A w — R(cos z + i sin z) összefüggés behelyet tes í tésével 

R (cos z + i sin z) 
У R"(cos nz + i sin nz) = 

( 1 — R cos z) — г R sin : 
ha IR < 1 

összefüggést k a p j u k . Az egyenlőség jobboldalán álló t ö r t e t a nevező k o n -
jugá l t j áva l bőv í tve és rendezve az a lább iakra j u tunk 

Мог. I - M o - i? cos z — R2 . 
x R" cos nz -f- г У R sm nz = r ——|- i 

R sin z 

n = 1 

h a \R\ < 1 
T o v á b b á az 

В cos 2 - В 2 

1 — 2 R cos s + R2 

1 — 2 R cos 2 + R2 1 2 cos г + R2 

1 - R2 

1 - 2 R cos s + R2 

összefüggés fe lhaszná lásáva l 

^ R cos nz = — 
— 2 

1 - R 2 

1 — 2 R cos г + R2 

R sin 2 
VI?" sin nz = — 

f 1 — 2 R cos z -j- R2 

ha IR < I 

Az (5) kifejezés másik ké t s z u m m á j á n a k meghatározása érdekében a geometr ia i 
so r t az alábbi a l akban haszná l juk fel: 

> ' w"~1 = 
ni 1 —W 

h a w < 1 . 

A geometriai sor t a g o n k é n t in tegrá lha tó , t e h á t m indké t oldalt in t eg rá lva 

~ w" 
V = — In (1 — w) ; h a 'w\ < 1 

—, n 1 1 

n 1 

és a w = R (cos г + i s i n z) he lyet tes í tés t i t t is elvégezve kap juk , hogy 

cos nz , i sin nz} У R" 
n 1 

= — l n [ ( l - R cos z) — г R s in 2]; ha jl? < 1 

108 



Az 

( 1 — R cos z) — г It sin z = Q e"" 

helyettesítést alkalmazva az egyenlet jobboldala 

— In [(1 — R cos z) — i R sin z] = — In q ei(p = — In q — icp 

alakú lesz, ahol 
q = ]f( 1 — R cos z)2 + (Ä sin z)2 

es 

azaz 

tehá t 

tg y = 
/í sill ; Й sin z 

1 — R cos z i? cos z — 1 

Ii sin z 
9? = arc tg It cos z — 1 

Jv R" 
n-i 

cos №Z sin nz + г y R" 
n n = l n 

111 + г arc tg 
It sin ; 

Y1 — 2 Ii cos z + /Г2 " 1 — /í cos z 

A valós és képzetes részek egyenlőségéből következik, hogy 

1 
as z 4- R2 

ha 

cosnz = l n  

/ТГ, n 
°° „ sin nz у ЦП J Ü Ü J i = a r c tg 

f l — 2ÄC0SZ + Ä2  

Д sin z 

n = l 1 — Д cos z 

A fenti összefüggés R = 1 esetére is értelmezve van, így 

~ cos nz 1 . ro/1 ,, 1 , ~ 
У —- = In [2(1 — cosz)] In (4 sin — 

Г"! n 2 Г 

es 

1 . 

í zl = - In z 4 sin — = - In 2 sin — 
l 2 2 

" sin nz 
> = arc tg 

п = 1 П 
sin Z 

1 — COS z 
= arc tg c o t g - | = 

л z , 
lia z > О 2 2 

л z , n 
ha z < О 

9 2 

összefüggést nyer jük . 

Ezzel az (5)-ben felírt Eourier-sorok összegfüggvényeit meghatároztuk, hiszen 
a fentiekből következik, hogy 
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Cj(z) = У К" cos nz = 
ri —2 

cos nz 
cn(z) = yR" -

n — 2 П 

s4(z) = y R " sin nz = 
n= 2 

S n [ z ) = = n 

1 — Rr 
1 

1 — 2R cos г + 

1 
|/l - 2 R cos г + Л 2  

if? sin z 

In 

— Rcosz, lia Ä j < l 

— Rcosz, ha 

1 — 2 R cos z R2 

R sin z 

\R2<1 

— Ä s i n z, ha R < 1 

arc t g 
1 — R cos z 

d • 1 | 0 < z < 2 л 
i t Sinz, lia. 

\R2< 1 

( 7 ) 

i l letve /£ = ] ese tében, 

cnl(2) 
cos nz 

V 

/Г~2 W 
In 2 sin cos z , ha — л < z < л 

9 

sin nz 

77 = 2 П 

z — л 
— sin z , h a 0 < z < л 

sin z , 
(8) 

h a л < z < 0 . 

Ezek ismeretében pedig a fent iek fe lhasználásával az (1) sorok összegfüggvé-
nye i t könnyűszerre l fel t u d j u k írni. 

Ha b e v e z e t j ü k az alábbi vek to roka t : 

i l letve R = 1 ese tében 

c * = К te) 
= [c„ fo) 

s? = f.h (%) 

« í = г«,7 te) 

Továbbá 

m = K i t e ) 

K i t e ) 

c* = [cos a-!, 
c* = [cos 2x 4 , 
s* = [sin x 4 , 
s* — [sin 2x 4 , 

1 e* = 
e* = [ 1 

te), c4 (x3) , 
С/г te) > cn (x3), 

iX2) > Sl (X3) ' 
Sn ( ) > Sn te) ' 

C/ilte) ' c n l (x 3 ) , 

Cl te)] 

c„ te)] 

«1 te)] 

•n te)]. 

Cnl(®í)] 
4(x2), s n l (x 3 ) , s„i(a?4)] 

cos X„ , COS X. l>2 , 
c o s 2 x 2 , cos2x 

-cos x4] 

cos 2x4] 

— sin x 9 , sin x 3 , —sin x4] 

sin 2x4J 

- 1 ] 

1 ] • 

2 > 
sin 2x2 , sin 2x3 , 

(9) 
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Akkor 

4 

c„ 
4 

c * e 1 

; &h 

s., = 

s* Pi 

s* e, 

es 
Cn-r = R - [с* с - s* .s + Ä c * e j ; Л'Г|_1 = - - [s* с + <3 s + R s* e , ] 

4 4 

n и л + 1 — 
1 

4 R 

R 1 * 
с* с + s* s — — c* e2 

• V 
> °n + l 

1 
4 R 

s* с ^ et s -
Ä2 

s ' е . , 

(10) 

Ezzel az á l ta lunk keresett Fourier-sorok összegfüggvényeit megha tá roz tuk . 
Vezessük be még a 

Cn> 
sin n a sin ti ß cos n 0 

(11) 
n 2 П-

Fourier-sor t , melv az S n p r imi t ív függvényekén t á l l í tható elő. Vagyis 

Cn. = \ 'SndO. 

A feladat ismertetése 

Adva van a minden i r ányban végtelen ki ter jedésű ruga lmas közegben 
egy egyenes tengelyű, körkeresz tmetsze tű végtelen hosszú f u r a t , amelynek 
fa lára az a lkotó mentén egyenletes megoszlásban hatnak erők. Ezek ha tá sá ra 
a rugalmas közeg ún. síkbeli alakváltozási állapotba kerül. A tovább iakban 
a rugalmas közegből a f u r a t tengelyére merőlegesen k ihas í to t t elemi vas tag-

7. ábra 

ságú szeletet vizsgálunk. E z t az elemi szele te t a következőkben rugalmas 
síknak nevezzük. A vizsgált rugalmas s íkban a fu ra tnak megfelelően kör 
a lakú kivágás van . Az polá rkoord iná ta - rendszer kezdőpon t j á t a f u r a t közép-
p o n t j á b a n vesszük fel (1. ábra) . 
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A kivágás pe remén tetszőleges, a síkra merőleges q(6) erőrendszer h a t . 
A sík p o n t j a i b a n az erőrendszer h a t á s á r a keletkező feszültségállapot , m i n t az 
az i rodalomból ismeretes , a 

(p(gí 0) = b0 r2 In + b1 Г Q в sin 6 -f- b[ r Q In cos в + d1 rs cos в + 

+ y (bnrn Q~"+2 + dnrn+2g-") cos n( (12) 
ll=2 

feszül tségfüggvénnyel jellemezhető. A függvényben szereplő b0, blt h[, dv bn, d„ 
ál landók, melyek a fe lada tnak megfelelő kerület i fe l té telek függvényeiként 
ha t á rozha tók meg. A (p{gO) f üggvény ismeretében a crg radiális, a ae t a n g e n -
ciális és a r nyírófeszül tség az a lább i ruga lmasságtan i alapösszefüggésekkel 
h a t á r o z h a t ó meg : 

1 д(р 1 32<p 
q2 dO2 ' 

ffe = 7 Bn 

d2cp 
с« = , 

6 Эр2 

_ a /1 a<p 
dg lg 90 

A fent i komponensek ki kell elégítsék az 
' Э2 . 1 9 1 Э2 

(13) 

u d (*е + ao) (14) 
dg2 + g dg g2 Э02/' 

összeférhetőségi egyenle te t és az a lább i kerület i fe l té te leke t : 
1. A kör a l a k ú kivágás pe remén , azaz a g = r helyen a feszültségek a 

terheléssel egyensú ly t t a r t a n a k , t e h á t 
°t(r, 6) = - ?e(0) 
r (r, 0) = - qT(d) , 

aho l gQ(6) a terhelés radiál is i r ányú , qT(0) pedig a terhelés tangenciális i r á n y ú 
komponense (2. ábra ) . 

2. ábra 
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2. A végtelen távol i pon tokban , azaz a q = oo helyen a feszültségek 
zérussal egyenlők: 

<re(oo,0) = 0 

<xe(oo,fl) = 0 

r (oo , 0) = 0 . 

A ruga lmasság tan f izikai egyenleteinek segítségével a feszültségek és az a lak-
vál tozások közöt t i összefüggést m e g á l l a p í t h a t j u k . Ehhez az á l t a lános í to t t 
Hooke- tö rvénv t használ juk fel: 

1 - и 
eq = [<re — f*(ae + g«)] 

ÍJ 

1 ' ," 
E 

= - [ae — fi(ae + ae)] , 

I ± ü f 2 
E 

[ 2 r ] , 

(15) 

ahol E a rugalmassági modulus és /t Poisson-féle tényező. A sík p o n t j a i n a k 
e lmozdulásá t , ill. az elmozdulás rad iá l i s и és tangenciális v komponense i 
a Cauchv-féle di f ferenciá legyenlet - rendszer megoldásáva l k a p h a t j u k meg: 

du 

до ' 

1 |Эг 

в |ЭО 

dv 
£

ее = 1 " -
do о 8О 

(16) 

Az и és v i smeretében pedig megha t á rozha tó a szóban forgó e rőha t á s köve tkez-
tében kialakuló e lmozdulás . 

A feladat megoldása szakaszonként egyenletesen megosztó 
tangenciális terhelés esetén zárt alakban 

Hasson a kör a lakú kivágás m e n t é n a O = + a és 6 = — a helyek 
környeze tében 2ß ívhosszon azonos in tenz i tású , de a középpon t ra vona tko -
zóan el lentétes forgási ér te lemmel b í ró egyenletesen megoszló tangenciál is 
terhelés (3. ábra) 
L á t h a t ó , hogy a te rhe lés t pára t lan 2л szer int periodikus függvény í r j a le. í g y 
a t(0) t e rhe lés függvény az alábbi Four ier -sorra l á l l í tható elő: 

/(0) = 2 ' cn sin n 0 . 
n = 1 
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H a az egyenletesen megoszló terhelés intenzi tása tv akkor 
+л л a + f í 

1 Г 21 С 2 f. Г 
cn = —- í j sinта 0 d 0 = — 1 t ^ m n O d Q = — 

Я J Ж J 7Г J 
sin n d d 6 

a-ß 

2 t 4 í 
= — h [cos та(а — ß) — cos та(а ß)] = — 1 sin та a sin n ß . 

n ж пж 

3. ábra 

Tehá t 
4 í j ~ sin n a sin n ß sin n 0 

m = — ^ 
я n I П 

4 í j í ~ sin n a sin n ß sin n 0 •V 
я [n=2 

+ sin a sin ß sin в 1 = in ö j 

Я (п_2 
sin n x-L — sin n x2 + sin nx 3 — sin та x4) + 

-j- [sin Xj — sin x2 + sin x3 — sin x4] 

ahol 

Xj = в - (a - ß) ; х3 = в+(а — ß) 

x2 = 0 - (« + ß) ; x4 = в + (а + ß). 
A (9)-ben beveze te t t vektorok felhasználásával fel írható a terhelésfüggvény 
z á r t analitikus a lakban : 

' ( 0 ) = - ( s*i e i + s * ег) • ж (17 ) 
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Az így k a p o t t függvénynek a k ivágás pe remén az alábbi é r t ékeke t kell fel-
vennie : 

0 ; ha (a + ß)<0 

hi lia (a- ß)<0 < (a + ß) 
0 ; ha - (a - ß) < 0 < (а - ß ) 

~hi h a -(a + ß)<0< - ( a - ß ) 

0; lia o<~ (a + ß) 

Mivel 
X2 — Xl = 0 — a — ß— 0 +a — ß = — 2 ß 

x4 - а?, = 0 + a + ß - 0 - a + ß = + 2 ß , 
így 

(x2 — xx) + (x4 — x3) = 0. 

Ezek ismeretében vizsgáljuk meg a /(0) é r t éké t a kereset t in t e rva l lumokban , 
miközben fe lhaszná lha t juk a (8), (9) és (17) összefüggéseket. 

H a (a -)- ß) < 0 akkor x1,x2,x3,x4 p o z i t í v o k , t e h á t : 

t(0) = —-h- ( — xx л -j- x2 — л — x3 л — л) = 0 . 
2л 

IIa (<x — ß) < 0 < (a + ß) akko r ^ > 0 ; x2 < 0 ; x3 > 0 ; x4 > 0 , 
t e h á t 

1(0) = -!±-(-Хл + Л + Т2 + Л-Х 3 + л + Х4-Л)=11. 
2 л 

1 la — (а — ß) < 0 < (а — ß) akkor хх < 0 ; х2 < 0 ; х3 > 0 ; х4 > 0 , 

t e h á t 

Ha 1(0) = хх — л х2 + л — х3 + л + х4 —л) = 0. 
2 л 

— (а + ß) < О < — (а —ß) akko r < 0 ; х2 < 0 ; х3 < 0 ; г4 < 0 , 

t e h á t 

/(0) = —h- (— х4 — П + ж2 + Я — Х3 — Л + х4 — Л = — tx . 
2 л 

Végül pedig h a 0 < — (a -j- ß) akko r xx, x2, x3, x4 negatívok, 
t e h á t 

1(0) = —- ( — л-j — л 4- x,2 + л — x3 — л -(- ,r4 -f л) — 0 . 
2 л 
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T e h á t a (17)-ben megha tá rozo t t f ügg v é n y valóban az á l ta lunk megado t t 
te rhe lés t í r j a le. 

Ese tünkben a feszül tség-komponensekre előírt peremfel té te lek az a láb-
b iak lesznek: 

ae(r, 0) = 0 
г(r, 0) = — {(0) 

ae le=- = 9 
ae le=- = ® 

\s=° 

(18) 

A z t á l l í t juk, liogv az imént felírt kerüle t i fe l té te leket az a lábbi qo(q6) feszültség-
f ü g g v é n y elégíti k i : 

<р(д,в) = Уд2 Ir 

X sin a sin ß cos 0 

ahol R 

0 sin a sin ß sin 0 -\— 
2 ( 1 - / 1 ) 

R21 
(1 - 2/t) l n i ? -j- (3 - 2 Ц)— X 

V f f 
n = 2 n{n— 1) 

- A2 1 

+ 1) n2 
sin n a sin n ß cos n 01 

H a a (2) és ( l l ) - b e n megismert jelöléseket a lkalmazzuk, akkor 

<р(д,в) = Уо2 \R 6 sin « sin ß sin в + 

X sin a sin ß cos б 

(1 - 2 p ) In В + ( 3 - 2 / a ) 
R-

2 ( 1 — /*) 

Ún(n—1) ~ ff2 Г^л(п + 1) — 2 Cn2] 

X 

Az így adódó <p( qO) függvény és a (13)-ban felírt összefüggések fe lhasználásával 
m e g h a t á r o z h a t ó k a a , ae és т feszül tségek. Alkalmazzuk i t t is az ( l ) -ben 
megismer t jelöléseket akkor , 

a. = 2 I]- ( 1 - R2) [R - - s i n a sin /? cos б + Ci + 2 С д 
7Г I 2 ( 1 - / 4 ) 

' H í й 
t r „ = — - 1 1 I ( 1 — 2 /í) — (3 — 2 /«) Л2] sin a sin ß cos б + я 1 2 ( 1 - / 4 ) 

+ (1 -R2)Cx-2(\ + R2)C „j 

2 / , I ff 
Я ( 2 ( 1 - / 4 . ) 

- (1 - R2)SX + 2R2Sn\ . 

1 — 2/4) + (3 — 2/4) Д2] sin a sin / ísinö — 

(19) 

ш 



Mivel pedig az i t t szereplő Су, Cn, Sv Sn végtelen sorok összegfüggvé-
nyei t a (10)-ben megha t á roz tuk , így ezek helyébe a megfelelő összegfüggvénye-
ket í rva , e lőá l l í tha t juk a feszültségek függvényei t z á r t anal i t ikus a l akban . 
A tovább i fe j tegetéseink során t e h á t ezeket a zá r t a lakú függvényeket fog juk 
fe lhasználni . 

Belá tha tó , h o g y 

2/ , 
+ Ов = 

1 - 4 
11 sin a sin ß cos 0 + 4 Cn 

kielégíti a (14) összeférhetőségi egyenle te t . A (19) feszültségek pedig eleget 
tesznek a (18) kerü le t i fe l té teleknek, m e r t q = r esetén R = 1, így ( 1 - R2) = 0 , 
t e h á t : 

<7„(r, 0) = 0 , 
t o v á b b á 

r (r ,0) = 4L 
sin a sin ß sin 0 H s*, e Л = — —l- (s*, ei -f s*e.,) = — t(0). 

4 j л 

A feszültségek a végte lenben mind zérussá vá lnak , hiszen q = oo ese tén 
R = 0, így ezen fe l té te lek teljesülésének be lá tása nem k íván részletesebb 
b izonyí tás t . 

A feszül tségfüggvények t ehá t va lóban kielégítik a peremfel té te leket . 
A terhelés ha tá sá ra kele tkező síkbeli a lakvál tozás é r téke i t az te , re, 
vények szo lgá l t a t j ák . A (15) fe lhasználásával 

R 
ee = 

ea = — 

2(1 + p)ty 
E - ! 2 ( 1 - 4 ) 

+ (1 - R2) С у + 2 [1 -

2 ( 1 - b 4 ) ' i I 7? 

л 1 2 ( 1 - 4 ) 

+ ( 1 - R2) С, - 2 ( 1 -

4 ( 1 - г 4) L Í л 

- [(3 - 4 p) — (3 — 2 p) R2\ sin a sin ß cos 0 + 

[1 — (3 — 2 p ) R2} sin a sin ß cos 0 + 

Ел [ 2 ( 1 - 4 ) 
[(1 — 2 p) + (3 — 2 p) R2] sin a sin ß sin 0 

(20) 

— (1 — R2) Sy + 2i?2Nn|. 

Ebből a sík p o n t j a i n a k elmozdulás-komponensei a (Ki) Chauchv-féle dif fe-
renciálegyenlet-rendszer megoldásaként adódnak : 

Ел 
R 

2 ( 1 - 4) 

R2 

(3 — 4p) Ing + (3 — 2p) — sin a sin ß cos 0 

+ 2 ( 1 - 2 p + R2) C n - ( 3 - 4 p ) < ? < „ _ , ) - + / 1 ( ° ) 
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2 ( 1 + 6 ) ? ! V = — - - — о 
Ел 

R 

2 ( 1 - 6 ) 

RI 
1 + (3 — 4р)1пр — (3 — 2б) — sin a sin ß sin 0 + 

+ 2 ( 2 - 2 ft-R*) S ° n i (3 - 4 Ц) S(n_iy + R2 flT(n+1)J - f F,(B) dB + F2(q) , 

ahol /((6) és / 2 (о) az integrálásból a d ó d ó függvények. T o v á b b á (16) a l a p j á n . 

s.g = — - I _ 11 m _ 2 и) + (3 - 2 и) R2] sin a sin ß sin в — 
e" Ел U ( l - 6 ) 

_ (1 _ Д») S í + 2 Ä 2 5 n J + | ( j 7 i ( 0 ) dB + m ) + m - l / 2 ( e ) . 

Az ra és V f üggvényekben szereplő f,(B) és /2( q) az integrálásból adódó függ-
vények megha tá rozása céljából hason l í t suk össze £ge f en t i a l a k j á t a (20)-ban 
fe l í r t a l ak jáva l . Az összehasonlí tásból az következik, hogy 

i ( j A ( 0 ) d B + m ) + m - j/2(o) = о . 

H a ezen egyenle te t g-val megszorozzuk, és először B. m a j d д szerint d i f feren-
c iá l juk , akkor a 

m + m = o , 

q№) = о . 

d i f ferenciá legyenle teket nyer jük , a h o l a differenciálegyenletek megoldása meg-
a d j a az integrálási függvényeke t : 

f j ) = К, cos 0 + K2 sin B, 
és 

Ue) = к3д + к , . 
H a f,(B) és / 2 (g) megha tá rozo t t é r t éke i t и és v függvényekbe behe lye t t e s í t jük , 
a k k o r az 

,m = 2 J 1 + 6 K 
Ел 

R 
(3 — 4 / Л п р + (3 - 2 6) 

R2 

2 ( 1 - 6 ) 

+ 2( 1 - 2 Ц + R2) Cn - (3 - C M 

2 ( 1 + 6 ) ? ! 

sin a sin ß cos 6 + 

R2 C, (n+D + K , ces В + K 2 sin В 

v = — 
E 

- 6 ) ? i f R 
л J2(l — 6) 

R2 

l + ( 3 - 4 p ) lnp —(3—2б) — 
2 

sin a sin ßsin В + 

+ 2 (2 - 2 /I - R2) Sn - (3 - 4 6 ) Ч - i ) + R 2 - V + p } ~Kisin 6 + 

+ K2 cos В + K3 q + К, 

összefüggéseket k a p j u k . 
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Tek in te t t e l ar ra , hogy az и és v függvények ki kell hogy elégítsék 

V |e_o = 0 

9 и 

90 
= 0 

fe l té te leket , ezekből pedig rendre köve tkez ik , hogy 

A ' 2 + E 3 g + K t = 0 

K., = 0 

így 
M = 2 ( l + / 0 * i e f * 11-

( 3 - 4 / i ) I n g + ( 3 - 2 / 1 ) — + К X 
En [2(1 - / / ) 

X sin a sin ß sin 9 + 2(1—2/1 + R2) Cn — (3 - 4 ц) C(n-i) — R2 C(n+1) 

e = _ 2 ( l + _ & 

En 

R 

2 ( 1 - / i ) 

J£2 
1 + (3 — 4 /г) In g — (3 — 2 ^í) - - + К X 

X sin « sin ß sin 0 + 2(2 — 2/i — A2) S„ - (3 - 4 p) + A2 A ( n + 1 ) j 

= 2 ( 1 о j — — Г1 — (3 — 2 u ) A2] sin и sin ß sin 0 -
Е л I 2( 1 — /л) 

R 
2 ( 1 - / « ) 

( 3 - 4 / г ) In g + ( 3 - 2 / * ) — + A sin « sin /9 sin 0 

- 2 ( 2 - 2 / г - A2) Sn + (3 - 4 /г) Ö V n - Я2 <S(n+I)J 

ahol A' = - A ' 2 

sin a • cos ß 

Н а az e lmozdulásokat va lamilyen g = constans sugarú körök men tén 
v izsgál juk , l á t h a t j u k , hogy a körvona l minden p o n t j a egyrészt merev tes t -
szerű Z, másrész t u n , v0 re la t ív e lmozdulás t végez [1]. A kör középpon t j a 
ugyanis 

Z= — 
(1 +/i)tx 

Ел ( 1 — /г) 

Jß 2 
(3 — 4 ц) In g + (3 - 2/i) — + К 

2 
sin a sin ß 

ér tékke l a terhelés eredője i r ányába el tolódik. A terhelet len á l lapotban fe lve t t 
p = cons tanssugarú körhöz képes t pedig az alábbi r e l a t ív elmozdulások 
kele tkeznek : 

2( l + g)*i  
Ел 

g {2(1 - 2 /г + R2) Cn - (3 - 4 /г) Cn_x - R2 Cn+l) 
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va = - 2 ( 1 : / < ) - 1 о ( - Г1 - (3 - 2 u) IP] sin « sin ß sin 0 + 
Ел [ 2 ( 1 - / 4 

i 2 ( 2 - 2 / / - R2) Sn - ( 3 - 4 Ц) Sn_, + R2 Sn+i 1, 

ahol u 0 és v0 a sík pon t j a inak a körkivágás középpont jához viszonyí to t t 
r e l a t í v e lmozdulásá t jelenti . 

A gyakor la t i esetek többségében a kör a lakú k ivágás merevtes tszerű 
e lmozdulásának megha tá rozása nem szükséges, és csak a körvonal re la t ív 
e lmozdulásának ismerete a számí tás célja. Ezér t a szóban forgó z merev tes t -
szerű elmozdulás f igyelmen kívül hagyható , és elégséges a t ovább iakban csak a 
r e l a t ív e lmozdulásokkal fogla lkoznunk. Befejezésül í r juk fel az u 0 és v0 r e la t ív 
e lmozdulásokat a körk ivágás men tén , vagyis a g = r, i l letve R = 1 helyeken 
a (9), illetve (10) fe lhasználásával : 

uk = 2 ( 1 + f l ) ' ' r f ( l - /4 <•*,(<>, - C) + 1 ~ - 2 / < s*, s 
Е л I 2 

3 - 4 / t 1 I 
- - с* е. ; с* е.Л 

4 8 "J 

Е л ( 2 

3 — 4 « _ 3 #   s e , s е. 
4 8 

A levezetet t и és v radiális, i l letve tangenciál is elmozdulások lehetőséget 
a d n a k arra , hogy érintő i r ányú erő h a t á s á t a közeg tetszőleges p o n t j á b a n 
megha tá rozzuk . 

A fen t l eveze te t t ek a l a p j á n a terhelés helyzeté től függően a mérnök 
számí tás t m e g k ö n n y í t ő t áb l áza tok is összeál l í thatók, ugyanis az e r edményű 
n y e r t kifejezések e lekt ronikus számológépre szubru t inok fe lhasználásává 
könnyen p rog ramozha tók . 
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