DR. ROZSA LASZLO a miiszaki tudoményok kandidatusa
KOVACS (GABOR
KOHLMANN LASZLO
RUGALMAS SIKBAN FEKVO KOR ALAKU KIVAGAS
PEREMEN HATO TANGENCIALIS EROK OKOZTA
FESZULTSEGEK ES ALAKVALTOZASOK

A miiszaki gyakorlatban gvakran elGfordulé eset, hogy rugalmas kizeg-
ben létesitett kor alakt kivagas — fart lyuk — mentén keressiik a tangencidlis
erGhatasok dltal kivaltott fesziiltségeket és a fesziiltségek hatdsira bekovet-
kezd alakvéltozasokat, a kozeg kiillonbozé pontjaiban.

Példaképp megemlitjiik, hogy ilyen feladatot kell megoldani abban az
esethen is, ha a kir keresztmetszet( alagit falazat és az azt koriilvevs kézet
kozott fellcpo surlédas hatasat figyelembe akarjuk venni. Ezt a hatdst hosszt
ideig csak kozelitéleg, bizonyos elhanyagolasnl\kal targyaltak. Rugalmassag-
tanilag helyes megoldas az [1] irodalomban taldlhaté, ahol a feladatot lassan
konvergalé végtelen sorokkal oldjak meg. Ezen dolgozatban szerzdk a feladat
megoldasara zart alaka véges formulat dolgoztak ki.

Matematikai bevezetés
Kovetkezd fejtegetéseink sordn sziikségiink lesz az aldbbiakban targyalt

Fourier-sorok 6sszegfiiggvényeire. Hatarozzuk meg tehat az alabbi végtelen
sorok Osszegét:

(B — > R"sinnasinnfcosnll; S, = \‘ R" sin nasinnfsinn0
n=2 n= 2
sinnasinnfcosnf e sin nasinnfsinnf
— v pn v o v pn
Cll = \ R S 5 ‘sn —— ,-\ Ig I
n z n =2 n
_— i
= sinnasinnfcosn = sin nasin 7 f sinn
— A n B ] o N n SR S ol
Cps= 3 il g = B S
n-2 n—1 =2 n—1
~ R sinnasinn ff cosn0 g \‘ P sinnasinn fsinnf
Copr= 2 — — 5 S =
n=2 n + i n Z n + 1
o ~ RU sinnasinnfcosnf g S B sin nasinn ff sinn0
n(n—1) = ———————— Sy = ettt iltin A ot i
— n(n —1) oy n(n+1)
" - R sin n a sin n /3 cos n b g \, S sin n a sm npsinn0
C"("'*'U = ———— = Bam=dy= =
no2 n(n+ 1) A2 n(n + 1)
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Mivel

1 1 1

n(n -+ 1) n n 41 ’

elsé 1épésként belathatd, hogy a (2)-ben szerepld sorok az (1)-es dsszefiiggések
segitségével kifejezheték a kovetkezGképpen.

Cn(n—l) = Cn—l i Cn és Sn(n~1) S Sn—l — Sn ’
Cn(n+1) = On = On+1 és Sn(n+1) = Sn — Sn+1'
A tovabbiakban tehat csak az (1)-ben levd kifejezésekkel kell foglalkoznunk.

Ismeretes, hogyv

. s 1
sinnasinn fcosnl = —[cos nx; — cos nr, + cos nxy — cos nr,]
1 2

sinnasinn fsinn = — [sin na, — sin nx, + sin nry — sin na,|, (4)
" 2

ahol
ry=0—(a—p); =0+ (a—p)

Ty =0—(a+ph); =0+ (a+p).

Ezen osszefiiggések felhasznalasaval belathatd, hogy az (1)-ben felirt Fourier.
sorok az aldbbi alakt tagokbdl allé 6sszegekre bonthatdk szét:

6y (B)= Y h" ¢oSnz; 8 ()= 3 R"sinnz;
n=2 n=2
: (5)
= cos nz A b smnz
o ()= SEIER . = Sp B,
n=2 n n=2 n
L Ccos nz = sinnz
Cp—af2) = 3 B ——; W .8
ey n—1 o n—1
sn sin n (©)
= COS nz = S z
Gale) = 3B 2B, Supa(2) = SR ;
n=2 n+1 n=2 n—+1

ahol z a (4)-nek megfelelGen rendre x, és x,, illetve x, és x, értéket veszi fel, s
magat a széban forgd fiiggvénvt ugy kapjuk meg, hogy az ily médon nyert
1j sort Osszegezziik.
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A (6)-ban megadott Fourier-sorok az (5) sorok segitségével fejezhetSk
ki, ugyanis

(-n_l(z) i ;v l{n CcOS nz - {w R(n+l) COS ())y, + 1) 2

n=2 n—1 = n
= ﬂl \R”(m( L + Bcos2z|=
n=2
=R 3‘ il v T ¥ 117/12 sin ~J 4+ Rcos2z | =
A2 n %

= R [c,(2) cosz — s,(z) sinz + Rcos2z],

= pn COSTZ o waey BO0iR—1) 8
Cnsal2) = el L =

=2

1 2 B cos(n —1)z  R%cosz
R n 2
1 n[cos nz sin nz 1 R

= — OS2 + — sinz|| — CoNgZ | =
R n n 2 j

= '[lé_ [cn(z) cosz + 8,(z) sinz] — l_R_ o z] ,

2

sin nz =5 sin (n 1)z
tpale) = SEA I Spra 0t Dz
n=2 n—1 5 n

sin(n 4 1)z

n

i + Rsin 2z

N\
A
qm nz 08 nz

z + —— N 7J 4 Rsin2z

n

“|;
) l

) cosz + ¢,(z) sinz + Rsin2z],

-_ 2 pn SN sin nz N R sin(n — 1)z _
n=2 n + 1 n—3 n
%m — 1 z R2 ]
:-— 23" ) - — —sinz| =
n 2
sin nz cos nz . R?
2 Vi [ — €08 2 — ———sin z] — —ginz

n 2

2

1 . R .
= — [8,(2) cos z — ¢,(2) sinz] — | —sinz|.
- [an(2) () sinz] ‘
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy az altalunk vizsgdlt (1) sorok eléallithaték az
(5)-ben felirt Fourier-sorok segitségével. Az (5) sorok osszegfiiggvényei pedig
meghatarozhaték a komplex sikon értelmezett geometriai sorbél. Ismeretes
ugyanis, hogy w komplex szamot feltételezve

A w = R(cos z + i sin z) Osszefiiggés behelyettesitésével

as. R (cos z + ¢si
R”(COS nz -+ i sin 7’&2) = (COS + 2 sin Z) : ; s h]l)‘ 2k
(1 — Rcosz) —iRsinz

ers

n

Osszefiiggést kapjuk. Az egyenl@ség jobboldalan allé tortet a nevezd lon-
jugaltjaval bévitve és rendezve az alabbiakra jutunk

\ofR" cosnz -+ 1 ;‘R sin nz = il L i - it = :
n—1 =l 1 —2Rcosz+ R? 1 — 2cosz 4 R?
ha |B| <1
Tovabba az
R cosz — R? _ 'km”_!—RL’ B 1"
1 —2Rcosz -+ R? 2|1—2RFRcosz+ R?

Osszefiiggés felhasznalasaval

\ I _R2 .
N’ R cos nz:l[___m 1 —1J
n—1 2|1 1—2Rcosz -+ R? |

R si i ha ‘R‘ = 1
MR sin nz = sin z ]
= 1— 2 Rcosz | R?

Az (5) kifejezés masik két szummajanak meghatarozasa érdekében a geometriai
sort az alabbi alakban hasznaljuk fel:

Mt = : ha |w|<1.
| 1 —w

A geometriai sor tagonként integralhatd, tehat mindkét oldalt integrilva

_S:‘ u;} =—In(l —w); ha |w| <1
A=1 ™

és a w = R (cos z 4 i sin z) helyettesitést itt is elvégezve kapjuk, hogy

= cos nz i sin nz - ; o ;
Dk — = = —In[(1 — Kecosz) —{Rsinz]; bha |B|<1

n=1
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Az
(1 — Rcosz) —iRsinz = pel?

helyettesitést alkalmazva az egyenlet jobboldala
—In[(1 — Rcosz) —iRsinz] = — Inpei?= —1Ing —ig

alaku lesz, ahol

o =V(1 — Rcos z)? + (Rsinz)?

€s
T 7 Rsin z R sin z
i I—Rcosz Rcosz—l
azaz
o A g R sin z
Rcosz — 1

tehat

= Ccos nz sin nz 1 Rsinz

R LR = + darct —
Foa 2 V1—2R00qz—{—182 gl—ltcos~

A valds és képzetes részek egyenlGségéhil kovetkezik, hogy

S prlosmz _1,[1 12:31_ = l

] n — 2t cosz :

" - . - ha |[R|<1.
o Rn sinnz sEa ke Rsmg

n-1 n 1 —Rcosz

A fenti osszefiiggés R = 1 esetére is értelmezve van, igy

= 1 e (2
~ cosnz _ __l_ln[2(1—cosz)]= — ol 2l —ln‘2sm—
= n 2 2 ’

és

g—% ha z>0
S . \ ( .
\ in nz R tg( sin z — arctg cotg—z— =
.. ,
= 1 —cosz , 2 n_ 2
———— ha 2<0
2 2

osszefiiggést nyerjiik.

Ezzel az (5)-ben felirt Fourier-sorok 6sszegfiiggvényeit meghatéroztuk, hiszen
a fentiekbdl kiovetkezik, hogy
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1 — R?

2 1
¢,(z) = YR"cosnz= — — — 1 — Rcosz, ha [Rl<1
= ] - )R(,()sz—f—R-
cosnz _ 1 0<z<2nm
2R” — — Rcosz, ha‘ )
= Vl» ’Rcos~—{—R" | R2<1 7)
7
S e Rsinz ' . ;
8(2)= SRsinnz= |[|———— - | — Rsing, ha IR <1
= 1—2Rcosz+ R?
sin nz Bsinz . 0=z <2n
ZR” = |arctg— — Rsinz, ha } A
1 — Rcosz B2 1
illetve B = 1 esetében,
cos nz . B
Eq(3)= B —In2sin— —cosz, ha —a<z<a=z
neD n 2
2—7 .
'~-~777—s1n:, ha O0<z<=n
9
= sinnz ¥
Snl(z) == - , = A gy (8)
= 2 z 4 .
= |—~~-~smz, ha z<2<0.
D)

Ezek ismeretében pedig a fentiek felhasznalasaval az (1) sorok osszegfiiggvé-

nyeit konnyftszerrel fel tudjuk irni.
Ha bevezetjiik az alabbi vektorokat:

¢t =l[¢ (%), ¢ (), ¢ (T3), 0y (@)]
cx = [c, (%) , cn (T3), ¢, (T3), Cn (T4)]
st =[s (%) , 81 (%), 8 (24), 8y (24)]
. sh =[s, (zy) 8p (Ty), 8, (T3), Sn ()],
illetve R = 1 esetében
¢k = [emfay) cn1(Xg) s Cpy(g), (%) ]
Tovibbs st = [Sm()) Smf®a),  Spa(@s), Sp1(y)] (©)
c* =[cos x,, —COS T,, COS Xy, —COS &,]
c* = [eos 2z, , cos 2x,, cos2x;, c0s 2, |
s* =[gin z;, —sin =,, sin z;, —sin @]
s* = [pin 22y, sin 22, sin 2%y,  min 2u]
¢ =[ 1 , =1 L o« =& ]
et =0 X ) 1 [ ] |13




Akkor

1
0, =-—cte i B =aLih
n g i} i | ’ n on 1
1 4

6s B B (10)
Oy = s [ete —sks-F BeYey]: Spmq= i [s¥c+cks + R s*e]

9 2

R-
stece—cks — 73*02

1 2
O = iR ckcHsks — T,"c* e,

Asv — l
G 2 e
1r|
Ezzel az altalunk keresett Fourier-sorok osszegfiiggvényeit meghataroztuk.
Vezessitk be még a

)

= sinn asinn fcosn 0
Ciw = M R" - :

(11)

n2

N

n
Fourier-sort, mely az S, primitiv fiiggvényeként allithato els. Vagyvis

Cnt —_— \ Asv” d() .

A feladat ismertetése

Adva van a minden irdanyban végtelen kiterjedésii rugalmas kozegben
egy egyenes tengelyl, korkeresztmetszeti végtelen hossz furat, amelynek
falara az alkoté mentén egyenletes megoszlasban hatnak erdk. Ezek hatasara
a rugalmas kozeg un. sikbeli alakviltozdsi dllapotba keriil. A tovabbiakban
a rugalmas kozegbdl a furat tengelyére merdlegesen kihasitott elemi vastag-

i
6-0

1. dbra

sagl szeletet vizsgalunk. Ezt az elemi szeletet a kovetkezSkben rugalmas
stknak nevezziik. A vizsgdlt rugalmas sikban a furatnak megfelelGen kor
alaka kivagas van. Az polarkoordinata-rendszer kezdSpontjat a furat kozép-
pontjaban vessziik fel (1. abra).
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A kivagas peremén tetszbleges, a sikra merdleges ¢(0) erérendszer hat.
A sik pontjaiban az erérendszer hatdsira keletkez§ fesziiltségéllapot, mint az
az irodalombdl ismeretes, a

®(0,0) = by r?In %J +b,rp0sin0 4 b{roln % cosf + d, 3o~ cos O -+
-+ S (b, 0~ "*+2 4 d,r"+2p~") cosn 0 (12)

n=2
fesziiltségfiiggvénnyel jellemezhets. A fiiggvényben szereplé by, by, by, d4, b, d,,
allanddk, melyek a feladatnak megfeleld keriileti feltételek fiiggvényeiként
hatdrozhaték meg. A ¢(g0) fiiggvény ismeretében a o, radidlis, a o, tangen-
cidlis és a 7 nyiréfesziiltség az aldbbi rugalmassigtani alaposszefiiggésekkel
hatarozhaté meg:

1 93¢ 1 8%
¢ p Bo 0% 902
0%
O =t—=ru 13
"7 Bg? (13)
1 @
. —"’).
% o 90

A fenti komponensek ki kell elégitsék az

(82 1 8 1 B2
%* o 8o  o* 00
osszeférhetségi egyenletet és az alabbi keriileti feltételeket:

1. A kor alaka kivagis peremén, azaz a o = r helyen a fesziiltségek a
terheléssel egyensulyt tartanak, tehat

GQ(T’ 6) - qg(a)

T (T, 0) = QT(B) ’
ahol ¢,(0) a terhelés radialis irdnyu, ¢,(0) pedig a terhelés tangencidlis irdnyd
komponense (2. dbra).

}(o‘e+09):(> (14)




2. A végtelen tavoli pontokban, azaz a p =

oo helyen a fesziiltségek
zérussal egyenlfk:

0,(00,0) =0

n

09( oo, 0) ==t}
T (50;0) =10..
A rugalmassagtan fizikai egyenleteinek segitségével a fesziiltségek és az alak-

valtozdsok kozotti osszefiiggést megallapithatjuk. Ehhez az altalanositott
Hooke-torvényt hasznaljuk fel:

l |

6, = ; - [0, — u(o, + a4)],

s ;*‘ [0, — (0, + 00)1 (L)
l V

Egp = = l 27],

ahol £ a rugalmassigi modulus és p Poisson-féle tényezd. A sik pontjainak
elmozdulasat, ill. az elmozdulis radialis » és tangencialis » komponensei
a Cauchy-féle differencidlegyenlet-rendszer megoldasaval kaphatjuk meg:

L
o= é? )
1 Bv
&y :—Q— 8() —|—1/’. (16)
i C ou
W= 81) g (]‘ a —83

Az u és v ismeretében pedig meghatéarozhaté a széban forgé erGhatas kivetkez-
tében kialakulé elmozdulas.

A feladat megolddsa szakaszonként egyenletesen megoszlé
tangencidlis terhelés esetén zdrt alakban

Hasson a kor alakd kivagds mentén a 0 = +a és 0 = — a helyek
kornyezetében 2f ivhosszon azonos intenzitist, de a kozéppontra vonatko-
zéan ellentétes forgdsi értelemmel biré egyenletesen megoszlé tangencidlis
terhelés (3. abra)

Léthat6, hogy a terhelést paratlan 2z szerint periodikus fiiggvény irja le. fgy
a t(0) terhelésfiiggvény az alabbi Fourier-sorral allithaté elG:

oo

t0) = 3 c,sinnf.
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Ha az egyenletesen megoszlé terhelés intenzitasa ¢,, akkor

+7 7 a+-8
1 : 28 €, . 21 :
Cp=— {lsmnGd():—lJilsnlnf?d@:—ljsmnﬂdﬂz
7 T 7
-7 0 a—pf

2t 41 :
= "2 [cosn(a — B) —cosn(a + B)] = —Lsinnasinnf.
7 nm

3. dbra

Tehat
41, = sinnasinnfsinn 0
Hf) =L W pRRH Y
T =i n
41 = sinnasinnfsinnf : . .
=i P -4 sin asin Bsin O} =
T |n=2
7| T e : i :
= — 2‘ — |sinna; —sinna, 4 sinnx; —sinna,) | +
T \n=2| N
+ [sinx; — sin x, + sin &3 — sin x4]} .
ahol

o= B—{5—B); dy=04 (6—pf)
Xy =10— (a + f); 2y =10+ (¢« + p).

A (9)-ben bevezetett vektorok felhasznalasaval felirhaté a terhelésfiiggvény
zart analitikus alakban:

1) = % (sk, e, +5%e,). (17)
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Az igy kapott fiiggvénynek a kivagis peremén az alabbi értékeket kell fel-
vennie:

0l 1ha (@+p) <0
t; ha  (a—p) <0< (atp)
1(0) = 0; ha —(a—p)<0<(a—p)
—by; e =(et1-P<LP<=ja—f)
0; ha 0 < — (a+P).
Mivel
Zy— 2 =0—a—pf—0+a—pf=—28
ty—ty=0+atf—0—atp=+28,
12y

(X, — ;) + (T4 — @5) = 0.

Izek ismeretében vizsgaljuk meg a ¢(0) értékét a keresett intervallumokban,
mikozben felhasznalhatjuk a (8), (9) és (17) osszefiiggéseket.

Ha (a + p) < 0 akkor xy,x,, x,, ¥, pozitivok,tehat:

t(e)ZE[L(A-’1'1+7T+-Tg~n—.r3+n+a'4—n)=0_
b/ A

Ha (a—p)<0O0<(a+p) akkor a;,>0; 2, <0; 23>0; 2,>0,
tehat

l
H0) = 2 (—a,+rnta,+a— a3+ + 2, — 7)=1,.

27
Ha —(a—B)<0<(a—p) akkor 2, <0; 2,<0; x3>0; 2,>0,
tehat

Ha 1(0):?—(—xl—n+a‘2+7t—;rs+n—l—a'4—n)=0.
JT

—(e+pf <O —(a—p) akkor 2, <0; 2, <0; 23<0; x,<0,
tehat

14
HE) = 2‘ (—x,—ata,+a—ag—ata,—a=—1.
T

Végiil pedig ha 0 < — (a + p) akkor a,, x,, x;, x, negativok,
tehat
[l

0)=—(—v,—a4+v,+a—a3—n4+2,+7 =0.

2n
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Tehat a (17)-ben meghatarozott fiiggvény valéban az Aaltalunk megadott
terhelést irja le.

Esetiinkben a fesziiltség-komponensekre elGirt peremfeltételek az aldb-
biak lesznek:

o (r, 0) =

™(r, 0) = — 1(0)
@, .:Q—:m =) (18)
g lgm= =0

% s =1

Azt allitjuk, hogy az imént felirt keriileti feltételeket az alabbi ¢( o) fesziiltség-
fuggvény elégiti ki:

2¢, )

@(0.0) = ~~—oz [R[Osmasmﬁsm() +—ﬁl_. (1—2p)InR -+ (3— —’/1)R— %
x| 2(1—w) 2

~ 1 5 1 2 l

X S g Rl | - \ B sul & l — — =||sinnasinn ff cosn0!

n= 2 (72—1) )2()3 o 1) n2 ’

ahol R — ‘

L4
0
Ha a (2) és (11)-ben megismert jeloléseket alkalmazzuk, akkor

@(0,0) = Qt {R [0 sin a sin § sin 0 + ‘ ) In B + (3 — 2 u) IiHJ X

T 1—u)l 2

X sin a sin f cos 0] — Uy — A | Gy = & an]} g

Az igy ad6do () fiiggvény és a (13)-ban felirt osszefiiggések felhasznalasaval
meghatdrozhatdk a o, o, és 7 fesziiltségek. Alkalmazzuk itt is az (1)-ben
megismert jeloléseket akkor,

2 3 9
0, = :11(1—R‘“’)JR»-;—r~—fx1naqmﬂcos@+C +20,
7 | 2(1— u)
26, ( R
By = - [(1 —2u) — (3—2u)R*]sinasinfcosl +
7 ll(l—,u)
e L= B, —2(1 4 B G, (19)
T :V;[!,[73,,[(1_2/4)+(3—QN)R2] sina sin fsinf —
5T 12(1—/1)
— (1 —R»)S, + 2R*S,
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Mivel pedig az itt szeleplo c,, C,, S;, 8, végtelen sorok osszegfiiggvé-
nyeit a (10)-ben meghataroztuk, igy ezek helyebe a megfelelS osszegfiiggvénye-
ket irva, eloa.lhthat]uk a fes7ultse(rek fiiggvényeit zart analitikus alakban.
A tovabbi fejtegetéseink soran tehdt ezeket a zért alaku fiiggvényeket fogjuk
felhasznalni.

Belathaté, hogy

21,
G, + 0g =2

JT

- 135111as111/5‘0090+40}

kielégiti a (14) osszeférhetGségi egyenletet. A (19) fLS/ultsegek pedig eleget
tesznek a (18) keriileti feltét elel\nck mert o = resetén R = 1,igy (1 — R?) —-O
tehat :

o (r,0) =0,
tovabba
; 4, . o By e 1 )
7(r,0) = — — sinasin fsin0 + —s¥, e, = — — (s}, e; + s*e,) = — 1(0) .
4 4 7

A fesziiltségek a végtelenben mind zérussa valnak, hiszen p = oo esetén
R =0, igy ezen feltételek teljesiilésének belitdsa nem kivan részletesebb
bizonyitast.

A fesziiltségfiiggvények tehdat valoban kielégitik a peremfeltételeket.
A terhelés hatdsdra keletkezd sikbeli alakvéaltozds értékeit az Epr €gy €5 TligE-
vények szolgaltatjak. A (15) felhasznilasaval

. 2(1 +u)t, R
§ Exn 2(1—pu)

+(1—BYC, +2[1—2u— R 0,,}

(83— 4u)— (83— 2pu)R?]sinasinfcosl 4

2
g = _ 2+t Ai_ﬂll_ 3 — 2p) R?} sin asin ff cos O 4
7 2(1 —u)
(20)
+ (1 — R?) C, —2(1—2,u—%—13'-’)0,,}
g = — et »—L[(l — 2u) + (3 — 2 u) B?] sin asin fsin 0 —
Ex 2(1 — pu) '

—(1—R»)S, +2R? s}

Ebbél a sik pontjainak elmozdulis-komponensei a (16) Chauchy-féle diffe-
rencidlegvenlet-rendszer megoldasaként adodnak:

5) 2°
w = il 0 & (3—4u)Ino + (3 —2u) i
Exn 2(1 -— u) 2

sin a sin f cos 0 -

+2(1—2u+4 RH)C, —(3—4p)C—yy— If“-'C(,,ﬂ)} -+ £,(0)
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¢ g 2
2(1+4 ”19{) - s )‘1—Q—(3—4,u)lng-(3—2/4)%]sinasinﬂsin9—i—
2(1—p) |

42(2—2u—BA8,; —(8—4u) 84+ RzS(nﬂ)} = f F(0)do + Fyo),

ahol f,(0) és f,(0) az integrilasbo6l adédo figgvények. Tovabba (16) alapjan.
.| o LY

S = e l271——;5[(1—2,u)—}—(3~~fZ,u)R2]sinozsinﬁsin@—

— (1—R*»S, +2R? Sn} + %(j‘fl(ﬂ) do + £1(0)) + fa(e) — %fz(e) -

Az u és v figgvényekben szerepls f,(0) és f,(p) az integralasbél adédé figg-
vények meghatirozasa céljabél hasonlitsuk Gssze e, fenti alakjit a (20)-ban
felirt alakjaval. Az osszehasonlitasbdl az kovetkezik, hogy

1 " ; 1
?(jfl(e) do + fl(e)) + f3(e) — zfz((’) =1
Ha ezen egyenletet p-val megszorozzuk, és elGszor 6, majd o szerint differen-
cidljuk, akkor a
fi(8) + f(6) =0,
efzle) =0.

differencidlegyenleteket nyerjiik, ahol a differencidlegyenletek megolddsa meg-
adja az integralasi fiiggvényeket:
f1(0) = K, cos 6 + K,sinf,
és
fale) = Kzo + K, .

Ha f,(0) és f,(0) meghatarozott értékeit u és v fiiggvényekbe behelyettesitjiik,
akkor az

Al Tk, {_R_

2(1 — p)

2
[(3— 4,ulng+(3—2y)£—]sinasinﬂcos@+
Exn 2

+ 21l —2p 4 B Oy — (3 — dp) Uy — R2C(n+1)} + K, cesf 4 K,sin0

R2

21+ pty ll +(3—4u)Ing—(3—24) ;] sin a.sin #sinf -

Exn 0{2(1—/1)

=2[2—Bp— B8, — (B— L) S g+ RzS(nH)} —K,sin6 +

P =

+ K,cos0 4+ Ky0+ K,
osszefiiggéseket kapjuk.

118



Tekintettel arra, hogy az wu és » fiiggvények ki kell hogy elégitsék
Vlpo =0
ou

— =10
o0

6=0

feltételeket, ezekbdl pedig rendre kovetkezik, hogy
K, + K;o+ K;=0
K=l

fgy

2(1 + u) t, R ’ R .
- =pl—|[(8—4u)Inp S—2u)— 4+ K| X
e eﬂl_yﬂ( @) Ing + ( m2 .

X sinasinfsinf + 2(1 —2u+ R?)C, — (3 — 4 u)Cy—,y — B2 C(”H)}

"’H.K’x
2

Y=

SEU N
2(

1+3—4u)lnp—(3—2
e I—MJ ( @) Ing —( )

X sinasinfsinf 4 2(2 —2u — B?) S, — (3 — 4 p) Sp—yy + B2 S(n+1)} -

. "5 . [1 — (3 —2pu)R*]sinasinfsinf —
Ex | 201—p)
R B2

sin a sin ffsin 0 —

= 2(2 = = R‘_’) Sn iy (3 = 41“) S(n—l) = e S(n-i-l)}

ahol K = — Ky _
sin a-cos f}

Ha az elmozduldsokat valamilyen ¢ = constans sugari korck mentén
vizsgaljuk, lathatjuk, hogy a korvonal minden pontja egyrészt merev test-
szer(i Z, méasrészt u,, v, relativ elmozduldst végez [1]. A kor kozéppontja
ugyanis

Z——<(1+'U)ll &

En '(1—,u)

[(3—4,u)1ng+(3—2;;)%2-{—K]sinasinﬂ

értékkel a terhelés ereddje iranydba eltolédik. A terheletlen allapotban felvett
o = constanssugari korhoz képest pedig az alabbi relativ elmozduldsok
keletkeznek:
2(1 t
Uy = ‘(_;:!Ll e{2(1 —2u+ R%)C, — (83—4p) 0, — B2Cpy,}
T

119



0 +mty, [ B

En X 2(1 — u)

=t ==

[1— (3 —2pu)R?]sinasinfsind +
+22—2u—R)S, —(B3—4u)S,_,+ RS, .},

ahol w, és v, a sik pontjainak a korkivagis kozéppontjahoz viszonyitott
relativ elmozduldsat jelenti.

A gyakorlati esetek tobbségében a kor alaku kivagds merevtestszerii
elmozduldsinak meghatdrozdsa nem sziikséges, és csak a korvonal relativ
elmozduldsinak ismerete a szamitas célja. Ezért a széban forgé z merevtest-
szerl elmozdulas figyelmen kiviil hagyhatd, és elégséges a tovabbiakban csak a
relativ elmozdulasokkal foglalkoznunk. Befejezésiil irjuk fel az u,és v, relativ
elmozduldsokat a korkivagas mentén, vagyis a o = 7, illetve R = 1 helyeken
a (9), illetve (10) felhasznalasaval:

2(1 + u)t 1—2u
Up = ( ]jf_; )'"l' r :(1 — ) ekl — el + )*IL* sk s —
3 —4u_
: 'f'“'c*e, e=ugte
4

Vp = — - —

2wt (120,
Exn 2

A levezetett w és v radialis, illetve tangencidlis elmozdulasok lehetGséget
adnak arra, hogy érint§ iranyu erd hatdsit a kozeg tetszdleges pontjaban
meghatarozzuk.

A fent levezetettek alapjan a terhelés helyzetétdl fiiggen a mérnok
szamitast megkonnyits tablazatok is osszedllithaték, ugyanis az eredményii
nyert kifejezések elektronikus szdmolégépre szubrutinok felhasznilasava
koénnyen programozhatdk.
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