HORVATH IMRE
A HASONLOSAGROL

1. Bevezetés

A kismintakisérletek elterjedése a miiszaki kérdések megoldasaban az
utolso szazad folyaman jelentGs mértékben haladt elére. Az ipar és kereskede-
lem fejlédésével egyre tobb olyan kérdés meriilt fel, amelyeknek gazdasagos
megolddsa csupan a hasonldsiag-elmélet segitségével lehetséges.

gv a matematikailag korillményesen vagy egyaltalin meg nem oldhato
jelenségek vizsgalatanal: pl. a vizépitésben alkalmazott hordalékos vizfolyasok
kismintakisérleteinél, a hidépitéshen a tartéracsoknak, fiiggGhidaknak az
alakvaltozasok figvelembevételével torténd vizsgalatanal, tartok rezgési jelen-
ségeinek megfigyeléseinél elengedhetetleniil fontos a modellkisérlet alkalma-
zasa. Természetesen tovabb lehetne folytatni a felsorolast a hétan, az aramlas-
tan, a gépészet, az épitészet sth. teriletén. Tovabbmenden a modellkisérlet
a hidraulikai, statikai stb. szdmitdasok felitlvizsgdlatira is alkalmas azért, mert
megbizonyosodhatunk arrdl, hogy lényeges hibat, illetéleg tévedést nem
kovettiink-e el. A kismintakisérlet alkalmas ritkan elGfordulé jelenségek vizs-
galatara. Pl. egyes vizfolydsok ritkan bekovetkezd arvizeinek részletes vizs-
galatara. Végiil, de nem utolsésorban, a hidraulikai, statikai stb. jelenségek
oktatasaban is elengedhetetlen a kismintakisérletezés alkalmazisa.

Lathatjuk tehat, hogy a gyakorlat szempontjabdl a lmsnnlosagelme]e
és a kismintakisérletezés ]elcnt()segc nagy. Alkalmazasaval a kutatd teret és
wd6t nyer, végss soron a létesitmények miikodésének és iizemelésének miiszaki
megbizhatosdga és gazdasdgossdiga fokozédik.

2. Az invarians fiiggvény fogalma

A hidromechanikaban alkalmazott klasszikus kismintatorvények — mint
ismeretes — egyidejiileg csupan két-két eré miikodését tételezik fel. A nehéz-
ségi, surlodasi, rugalmassagi és kapillaris erék egyvenként a tehetetlenségi
erovel vald egyiittes miikodése az elmélet szerint a Froude-, Reynolds-, Cauchy-
Rayleigh- és a Weber-féle modelltorvények érvényességét jelenti. Amint a
Helmholztol szarmazé matematikal bizonyitdas mutatja, pl. a Froude- és
Reynolds-féle torvények egyidejii figyelembevétele 1 : 1 méretaranyi modellt
eredményezne. Azaz a mintat a valdsiggal azonos méretiinek kellene meg-
épiteni. Ebbdl kovetkezik, hogy egyidejiileg csupan egy kismintatorvényt és
ennek megfelel6en csupdn két eré miikodését tudjuk figyelembe venni. Miiszaki
feladdtmnkn(tl pedig gyakran nem elégséges ez, mivel tobb erd egyideji miiko-
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dése &all fenn. Ez viszont azt jelenti, hogv a klasszikus Azannntatonmzwl
elfogadhato eredményii alkalmazisa nem )mnrlz(/ lehetséges.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy egv feladat megoldasanal nem arra kell
torekedni, hogy tobb kismintatorvény egyideji érvényességét biztositsuk
— mert ez ugy is lehetetlen és nincs is ra szitkség —, hanem arra, hogy olyan
— a folyamatot jellemz6 — dimenzid nélkiili szdmot vagy szdmesoportot alkos-
sunk, amellyel minden mitkodés erét szamitdasba vettiink.

Egy korabbi, sa]to alatt levé tanulmanyomban eljardst mutattam be,
amellvel tetszéleges szamu erd miikodését flgvelembe vehetjiik kisminta-
kisérleteinkben [2, 3]. S6t a klasszikus kismintatorvények e moédszerrel is
logikusan értelmezheték. Megjegyzem, hogy a bemutatott médszer értelem-
szeriien alkalmazhaté statikai, hétani, elektromos, kémiai sth. jelenségek
vizsgalatara, csupan mindig a kérdéses folvamatra jellemz alapegvenleteket
kell figvelembe venni.

Nevezett tanulményom alapgondolatit és a szivargdsi folyamatok vizsgdlatdara
torténd alkalmazdsat 1962. oktéber 24-én a Magyar Tudoméanyos Akadémia Mfiszaki
Tudomdnyok Osztdlya , Kismintavizsgdlatok o vizganzdalkoddsban” targyu ankétjan

hozész6ldsomban is ismertettem. Az alabbiakban azonban mégis célszertinek tartom
a bevezetett moédszer lényegét ismertetni, mivel ezt a késébbiek érthetdsége indokolja.

*

Mint ismeretes, a Newton-féle altalanos hasonlésagi torvényt, amely az
Gn. mechanikai hasonlésdg esetén érvényes barmely idépillanatban, barmely
erénél és barmilyen hosszaknal, matematikai formaban a

L =N (1)

egyenlGséggel irhatjuk fel, ahol

P, a folyamatra jellemzG erd,
o slriiség,

I jellemz& hosszméret,

v jellemzd sebesség,

N Newton-szam.

A specialis kismintatorvényeknek a Newton-torvénybdl torténs levezeté-
sekor a szamlaléban csupan egyetlen erét — a kérdéses folyamatra leginkabhb

jellemz6 er6t — helyettesitjiik. A jelenségeket viszont ketténél tobb erd is
befolyasolhatja.

A tovabbiakban tekintsiik a dinamika vetiiletr egyenleteit és osszuk végig
azokat a tehetetlenségi erével. Ily médon természetesen egy, a Newton-szamhoz
hasonlé osszefiiggéshez jutunk. Eltérés csupan a szamlaléban van. Most «
szamldlé nem egyetlen eré, hanem az adott jelenségre jellemz6 erdk ereddje. Ha a
sz&mldloba az erdk algebrai szamértékét helyettesitjitk be, akkor ahany er6bal
all a szamlalé, a nevezdvel torténd osztas utan ugyanannyi dimenzi6 nélkiili
szamot kapunk:



Tehat Newton masodik tétele alapjan a miikods osszes erck figyelembe-
vételével kaptunk egy dimenzid nélkili figgvényt, amely a kérdéses folyamatra
jellemza.

Vizsgaljuk meg a tovabbiakban az eljaras fizikai lényegét.

Egy tetszileges természeti folyamat egyértelmi leirasat annak alapvetd
egy enlctu adjak meg. Az egyenletek matematikai alakja lehet véges mennyi-
sv(rel\l\el felirhato algel)ral e(rvenl(*t differencial vagy integral egyenlet, vagy
szukcessziv approximaciov al i felirt, zart alakban ki nem fejezheté végtelen sor.
Egyes esetekben, ha egyenlet alakjiban nem jellemezhet a folyamat, a
fu(rg()seg tablézatosan is mcgadhdto A tovabbiakban egy tetszdleges ter mé-
szetl folyamatot minimalis szamu vialtozéval egyértelmiien leir egyenletet a
kérdéses folyamat alapegyenletének neveziink. Bdrmilyen matematikai formd-
ban is adott a kérdéses folyamat, az alapegyenlet vagy tablazat dimenzio nélkili
alakra hozhaté. Nevezziik a tov Lb])ldkl)dn a minimalis szamu valtozoval felirt
dimenzié nélkiili egyenleteket invaridans figgvényeknek. (Dimenzié nélkiili
egyenleteken olyan o.ssmfutrtreseket értiink, amelyekben a viltozék dimenzid
nélkiili esoportok, mint a Froude- szam, Reynolds-szém stb. | Invaridns”-nak
a tovabbiakban azt a csoportot tekintjiik, amelynek szamértéke a kiilonbozd
méretaranyu berendezések esetében allandé.) Ha az eredeti alapegyenlet a
kérdéses folyamatot jellemezte — mar pedig e tény fennall — gy kell, hogy
dimenzio nélkili alakja is jellemz6 legyen. Tehat kovetkezik, hogy példaul a
hidrodinamikai folyamatoknal a hasonldsag feltételét a miikods erckre fel-
irhaté vetiileti egyenlet, illetGleg az energiamegmaraddsi egyenlet dimenzié
nélkiili alakja adja meg a folytonossaig megteremtése mellett.

A (2) dimenzié nélkiili figgvénnyel definialt hasonlosagi feltétel értelem-
szerfien még altalanosabb formaban is felirhaté. Ez abbdl a meggondolashol
adodik, hogy a miikodd erdk koziil tetszéleges erdt tekinthetiink eredének,
azaz mindegy, hogy koziiliik melyiket irjuk az egyenlet jobb oldalira. Mas
szoval, mindegy, hogy melyik erdvel, illetGleg energiaval osztjuk végig az
egyenletet. Az irodalom dltaliban az inercia erét tekinti eredd erénele Newton
masodik torvénye nyoman. De dltalanos esetben egy természeti folyamatra az
energiamegmaraddas elve alapjan irhatjuk:

=K, 3

B ®3)
ahol E; tetszilegesen vialasztott, a folyamatra jellemz$ energiafajta, K pedig
allandé. Attol fii;_,g(ien hogy az alapegyenletet melyik tagjaval osztjuk végig,
eltérd alakd invarians fiiggvényeket kapunk ugyanazon folyamat leirasara, de
kell, hogy mindegyik a folyamatot jellemezze. (Megjegyzem, hogy teljes
altalinossagban egy kordabbi tanulmanyomban csoportelméleti alapon igazol-
tam, hogy a miikodds erdk, illetleg energiak koziil barmelyik irhaté a (2),
illetGleg a (3) osszefiiggés nevezdjébe [3].)

A fentiekben csupan a dinamikai folyamatokat tekintettiik, de altalaban
eqy kérdéses természeti folyamat alapvets eqyenletének alkalmazdisdaval a jellemzd
dimenzio nélkuli figgvénykapesolat megallapithaté. Bz egyittal a kérdéses
folyamatot jellemzG differencidl-egyenletnek a hasonlésiag-elmélet segitségé-
vel torténG megoldasat is jelenti. Az esetben, ha egy folyamat alapegyenletét
nem ismerjiik, kisérletekbdl kapott adatokbdl irhatd fel egy dimenzi6é nélkiili
fliggvény-kapesolat. (Pl. a Colebrook —W hite-féle osszefiiggés.) Ily médon a
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kisérletet hasznaltuk fel a jellemz6 folyamat egvenletének felirdsara, ami a
kérdéses differencial-egvenlet integralasat is jelenti egvuttal.

A fentieket dsszefoglalva

1. A klasszikus kismintatorvények alkalmazasai alapvetd ellentmonddso-
kat rejtenek magukban.

2. Az ellentmondasokat, illetGleg azok okait vizsgalva megallapithat-
juk, hogy

a) a fenti kismintatorvények csupan két-két erd egyvidejii miikodését
tételezik fel,

b) a két fGerén kiviil miikods egyéb erdk elhanyagolisaval egyidejtileg
a kismintan az ered§ eré dltal meghatarozott l\lll(‘lndtlkdl és hidraulikai
mennyiségeket tudjuk csupan mérni. Példaul egy kisérletnél, ahol a Froude-
torvényt alkalmazzuk hasonldsagi feltételként, csupan a tehetetlenségi és
nehézségi erdket vessziik figyelembe. A kisminta tetsz6leges pontjaban mért
sebesség viszont az Osszes miikod6 er6k hatasara alakul ki vagy valtozik.

3. Két kismintatorvény egy feladat megoldasanal torténd egvidejii
alkalmazasinak kisérlete minden esetben helytelen és eredménytelen.

4. Nem arra kell torekedni tehat, hogv egvidejtileg tobb kismintator-
vényt érvényesitsiink, hanem arra, hogy olyan — a kérdéses folyamatot jel-
lemzé mentat()rvenv alkossunk, dmellyel minden mkods erét szami-
tasba vet‘tiink.

5. Kav tetszéleges természeti folyamatot jellemz6 kismintatorvénynek a jelen-
séget eqyértelmiien leird, minimdlis szamii wvdltozot tartalmazé alapegyenlet
dimenzio nélkili alakjat tekintjitk a dimenzio nélkili keriileti feltételek figyelembe-
vétele mellett. Kzt invaridans figgvénynek nevezzik.

Hidrodinamikai folyamatokat egvértelmiien a tomegmegmaradds
(kontinuitas-tétel) és az energiamegmaradas (Bernoulli-, illetve Navier —
Stokes-egvenletek) tételei jellemzik. KEzeknek minimalis szama valtozot tar-
talmaz6 dimenzié nélkiili alakjait tekintjiilk a hidrodinamika kismintatorvé-
nvének. (Megjegyezziik azt, hogyv a Navier —Stokes-egyenletbdl az ismert
hagvomanyvos moédszer szerint a Froude- és a Reynolds-szamok levezethetdk.
Javasolt modszeriink ettdl elvileg és gvakorlatilag is egvarant fiiggetlen,
hiszen hasonlésagi feltételként nem csupan dimenzié nélkiili szamokat képe-
ziink, hanem azoknak jellemzé figgvény-kapesolatit.)

Az invarians fiiggvényekkel a klasszikus kismintatorvények egy-
értelmiien és logikusan értelmezheték. E kismintatorvénvek az invarians
fuggvénynek csupan specialis esetei.

8. Az invarians fiiggvényekkel meghatarozhaték a kérdéses folyamatot
befolyasolé dimenzié nélkiili szamok és azok matematikai kapesolata. A kisér-
leti allanddk mérésekkel allapithatok meg.

9. Az invarians fiiggvényekben szerepl minimdlis szami valtozd kivda-
lasztdsa fizikai megfontolisokon tulmenden — amint a késGbbiekben igazol-
juk — csoportelméleti megfontolasok alapjan lehetséges.

10. A fentiek értelemszeriien alkalmazhatdk tetszéleges természeti
folyamatra és annak minden részjelenségére (mechanika, kémia, elektromos-
sagtan sth.), a kérdéses alapegvenliségek figyelembevételével.

*
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Benedek Pdl és Ldszlo Antal 1961-ben alkalmazta elGszor a csoport-
elméletet a hasonlosagi kérdések vizsgalatanal [1]. Dimenzids és dimenzio-
mentes rendszerek esetében igazoltak, hogy a valtozék torzidmentes, szabad
Abel-féle csoportot alkotnak.

Egy tetszbleges folyamatot jellemzd valtozok a csoport elemei. A valto-
z0k koziil kivdlaszthaté minimélis szamu elem, amellyel a folyamat egy-
értelmtien leirhaté. Ezek a csoport bdzisrendszerét képezik. A csoportot geo-
metriailag egy p dimenziés pontracs racspontjai képezik, ahol p a bazis elemei-
nek a szama. (A csoportelmélet alaptételeivel ezittal nem foglalkozunk, mivel
ez a vonatkozo szakirodalomban megtalalhato [1, 7, 8, 10].)

A tovabbiakban a korabban bevezetett invaridns fiiggvényt definidljuk
a csoportelmélet segitségével 3.

Tételezziik fel, hogy egv vizsgalandé folyamat a

Tpg) =0 (4)

dimenzié nélkiili fiiggvényvkapesolattal felirhato, ahol 7, a folyamat dimenzié
nélkiili baziselemei, n a dimenzidval biré valtozok szama, & a dimenziématrix
rendszama. I fiiggvényvkapesolat minden esetben felirhato, akar elméleti, fél-

JT0 5160 10T
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empirikus vagy empirikus osszefiiggés f()rma](ﬂmn Mivel a z; valtozék rend-
szere bazisrendszert képez, az (n—k) szamu valtozd egvér telmtien jellemzi a
folyamatot.

Azonban az alabbiak szerint igazolhato, lmgy a bazisrendszer elemei kozti
figgvényka ])(‘.solﬂt m(u/lmmro dsdval a valtozok szamdt eqqyel csikkenthetjitk.

Az egyszerliség kedvéért tekintsiink olyan dimenzié nélkiili rendszereket,
amelyek harom bdaziselemet reprezentalnak, tehat a rendszerek valtozoi
— mint csoportelemek — haromdimenziés pontrics racspontjaiként deter-
minalhatok. Legyenek a bazis elemei A, B és C. (1. dbra) A térbeli pontracs
elemi cellajat felfeszité vektorok ily médon abrazolhatok. A bazis-
rendszer elemei egyenként egy racspontot hatéroznak meg. (Az dbran korrel
jelolve.) TovabbmendGen az a tény, hogy a bizis elemei kizott dsszefiiggést irhatunk
fel, ismét eqy racspont meghatdrozisdt jelenti. (Az abran kettGs korrel jelolve.)
Ebbdl a esoportelméleti axiémak figyelembevételével kovetkezik, hogy p szamai
baziselem esetén (p — 1) vdltozo szitkséges és elégsp’qe.s- az osszefiiggés kifejezésére.
Ennek algebrai bizonyitasat Benedek Pdl és Laszlo Antal tanulmanyukban
megadtak [1]. K valtozé csokkenés egyébként belathaté abbdl is, hogy a
(p — 1) szamu valtozobol allo osszefiiggés egy kotottséget jelent, illetGleg egy
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raltozot teljesen meghataroz. Amikor a rendszer dimenziéval biré valtozéibol

dimenziématrixot képeziink, a dimenziématrix sorai altal képezett, egyméastil
fiiggetlen homogén linedris egyenletek szama, azaz a dimenziématrix rendje
adja meg a dimenzioval biré valtozékrdl a dimenziémentes valtozokra torténd
attérés esetén fellépd valtozdszam csokkenést. A fentiek szerint azonban belat-
haté, hogy a bdziselemek kizti osszefiiggés, mint eqy 1ijabb eqyenlbséy, a valtozok
szamat tovabbi eggvel csokkenti.

Az invarians fiiggvény fogalmanak bevezetésénél azt ugy definidltuk,
mint egy tetszGleges folyamatot minimalis szamu valtozdval leird alapegyenlet
(differencial-, integralegvenlet stb.) dimenzié nélkiili alakjat. Fenti csoport-
elméleti meggondolasaink segitségével a minimdlis szami vdltozé meghatdroz-
hato. A vdltozok szama daltalanossagban : (n — k — 1). Ily médon az invaridns
figgeény definicidja .

P Ty - oo T e Ty egy) = O (5)

egvenldséggel adhaté meg.
Pl. ha egy folvamat bazisrendszerét a Froude- és a Reynolds-szamok
allotjik, és a koztiik levd osszefiiggés

e, Fr+ ¢, Re=0
alaki, akkor a Re szammal torténd végigosztas utan a

Fr
G

Re

By =0

egyetlen dimenzié nélkili valtozot tartalmazoé osszefiiggést kapjuk (¢y és ¢,
kisérletelkkel meghatarozhaté allandok).

Az invaridns fiiggvény gvakorlati példdkon torténd alkalmazasara ezit-
tal nem térek ki, de korabbi dolgozataimban mar néhany példiat bemutat-
tam [2, 3]. fgy igazoltam, hogy a A - Re = const osszefiiggés a lamindris
aramlds invarians fiiggvénye (ahol 2 az un. ellenallasi tényezd). A Colebrook —
W hite-féle vsszefiiggés a teljes turbulencia tartomanyara adja meg az invarians
fiiggvényt. Ezen osszefiiggésekbil a kérdéses folyamatra a méretnovelés fel-
tételei meghatarozhatok.

A fentiek szerint a hasonlosdig fogalmat a kovetkezSképpen értelmezziik:

Az invarians fiiggvény alkalmazasakor nem koveteljilk meg azt, hogy
az alkoté dimenzié nélkiili szamok egyuttal invariansok is legyenek. Hiszen
ezt gyakorlati esetben &ltaldban nem is tudjuk megvaldsitani. Csupan azt
koveteljiik meg, hogy a fiiggvény legyen invarians. Ezen feltételbél pedig az
un. atszamitdsi tényezok meghatarozhatok [2, 3]. (Tehat a dimenzi6 nélkiili
szamok ezittal nem kismintatorvények. Kismintatorvények a dimenzic nélkili
szamok figgvénykapesolatai, az invaridans figgvények.) Természetesen, ha adott
esetben az invarians fiiggvényt alkoté dimenzié nélkiili szamok is invariansok,
akkor a klasszikus hasonlésdag-elmélet értelmezése szerint is hasonlésdg dll fenn .
Ha az invaridns fiiggvény csak egyetlen dimenzié nélkiili szamot tartalmaz
(pl. a Froude- vagy Reynolds-szamot stb.), akkor az invarians fiiggvény specia-
lis esetéhez, egy klasszikus kismintatorvényhez jutottunk.
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3. Néhany megjegyzés az tgynevezett rokon jelenségek fogalmahoz

Dr. Ivicsics Lajos az Epités- és Kozlekedéstudomanyi Kozlemények 1962/3.
kotetében kozolte a ,,Gondolatok a fizika rokonjelenségeinek fogalmardl” eimfi,

nagy érdeklédést kelté dolgozatat. A tanulmannyal kapesolatban — fenti
elgondolasaim alapjan — néhany megjegyzést kivanok tenni,

A Szerzé az un. rokon jelenségek fogalmat az

Flog @y o 05) =0y 5, e - 80D =D O 50 e O = (0 W |- 0T). (6
osszefiiggéssel definidlja altalanossagban, ahol o, x, ..., a folyamatot jel
lemz6 mennyiségeket jelenti, w,, w, ..., az v, x,, x,, menny ISC(’CI\ meghata-
rozott fu;,,gvenyu, Mot T o5 W dimenzié nclkull sz(xmol\, % a dimenzi6-

matrix rendszama, f, ¢, @ és fug,gven_vck jelolései. Az egvenldség utolsé tagja
szerint (n — k) szamu dimenzi6 nélkiili valtozoval irja fel a kérdéses folyamat
alapvaltozoi kozti osszefiiggést. Fenti csoportelméleti meggondolasaink szerint
ezen Osszefliggés a rokon jelen.ségek definici()ja — nmem minimdlis szami
valtozobdl dll az daltalam bevezetelt invaridns figgvény qurtlmuho~ viszonyilva.
A minimalis szama valtozé alkalmazasanak gyakorlati és kisérleti elényei
kozismertek.

A tovabbiakban a Szerz6 megallapitja azt, hogy a . Froude-szam,
Reynolds-szam stb. kismintatorvényként val alkalmazdsa lényeges, bar nem
alapvet6 hidnyossaga a kismintavizsgalatok elméletének”. I kérdéssel kap-
csolatban nézziik meg azt, hogy nevezhetjitk-e a Froude-, Reynolds-, Cauchy—
Rayleigh- és Weber-szamokat kismintatorvénynek.

Tekintsiink olyan rendszereket, amelyekre csupan a nehézségi és tehe-
tetlenségi erdk miikodnek. A rendszerek hasonlésiganak algebrai leirdsat a
Froude-szam adja meg. Azzal, hogy a »*/gl invarianst az Fr-jellel azonositot-
tuk, csupan az algebrai kifejezést szimbolizdiltuk. De a Froude-szam fizikai
jelentése egyaltalin nem a jelolés modjaban van. A fizikai jelentés abban all,
hogy a */gl dimenzié nélkiili invarians hasonlé rendszereknél a nehézségi
és tehetetlenségi erd egyiittes miikodése esetén allando, és ebbdl a feltételbdl
az un. atszamitasi tényezk meghatarozhatok.

Ebben a fizikai értelemben a Froude-szaim véleményem szerint kisminta-
torvénynek tekintheté |4]. Az invarians fiiggvény definiciéja még inkabb ramutat
a torvényszertiségre (pl. a Froude-szam a Bernoulli-torvény specialis alakja
a tehetetlenségi és nehézségi erdk egyiittes miikodése esetén).

Tehat végs6 soron nem indokolt a klasszikus kismintatorvények torvény-
szeriiséqét kétségbevonni.

Erkezett 1963. méarcius hoban.
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