HASZPRA OTTO
A KVADRATIKUS BUKO PROBLEMAJA

MELLEKARAMU VIZMENNYISEGMERES A SZABAD FELSZIN
MEGSZAKITASA NELKUL

A vizmennyiség mérésére (tehat az idSegységenként atfolyd vizhozam-
nak az id6ben valé osszegezésére) szamos médszer ismeretes. Ezek koziil egy-
szer(isége folytan ttinik ki a mellékdramkori vizmennyiségmérés [1], amely tiszta
vizben minden tovabbi nélkiil, szennyezett vizben pedig megfeleld sziirG-
berendezéssel hasznalhato.

A mellékaramkorti mérés alkalmazhatosaganak feltétele, hogy a vizérat
miikédtets nyomdskillonbség a fédgban folyd vizhozammal kozelitéleg négyzetes
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kapesolatban legyen. KEbben az esetben a mellékagon at allandéan az Osszes
1 9y
vizhozammal aranyos vizhozam folyik, fuggetlenul a vizhozam nagybag atol.
Kz azt jelenti, hogy a mellékagon l)ll()llV()h idé alatt atfolyt, a vizéra altal
Je g) g

mért Vlzmennwbcgbol a teljes vizmennyiséget az aranyossagi tenyezovel tor-
ténd egyszerl szorzassal kapjuk. Elké )A(,lhet-o a melléka, fl)L]I vizéra szamlap-

Du d
janak olyan beosztasa is, hogy réla kozvetleniil a teljes vizmennyiség legven
leolvashato.

Olyan berendezés, amely zdrt csévezetékben vagy nyilt felszini vizfolyasba
helyezett zart szelvény segitségével a vizhozammal négyzetes aranyban levs

tolt .

n\()masl\ulnnbseﬂe allit el6, szamos — s6t elvileg végtelen sok — ismeretes.
Ha a vizfolyds nyzlt felszinét nem akarjuk zdrt szelvénnyel megszakitani — amit
példaul a felszini uszadék fennakadasanak elkeriilése indokolhat —, a probléma
megoldasat az an. kvadratikus bukdé megalkotdasa jelentheti.

A kvadratikus buké alakjat, az 1. dbra jeloléseivel, a kovetkezd integral-
egyenlet hatarozza meg:

h
Q=|2nV2g | fx)V (1}

Ebben az osszefiiggésben @ a vizhozam, u az allandénak tekintett viz-
hozamtényezs, ¢ a nehézségi gyorsulds, f(x) a bukd fél szélessége a buko also
élétdl szamitott x magassaghan, 4 a ) vizhozamhoz tartozé atbukasi magas-
sag, B ardnyossagi tényezd.
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2. dabra. A kvadratikus buko és a vizora elvi elrendezése a vizfolyas hossz-szelvényeében

Az 1. abran, valamint a rendszer miikodését vilagosabban szemléltetd
2. dabran bejeloltiik a mellékarama vizora elhelyezésének maodjat is. Eszerint
v mellékdg valahonnan a mindenkori felvizszint aldl agazik ki, s a rajta atfolvé
viz. a buké alsé élével szineld szabad kifolyén omlik vissza a fGcesatorndaba.
[ly médon az orat miikodtetd nyomaskiilonbség a mindenkori atbukasi magas-
sag. Minthogy ez a vizhozammal négyzetes kapcsolatban van, mellékaramu
vizora mikodtetésére alkalmas. A vizora ellendllisa ugyanis a rajta atfolyo
vizhozamnak ugyancsak a masodik hatvanyaval aranyos, tehat a két viz-
hozam aranya allandé.
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Az (1) integrdlegyenlet néhany megolddsit, koztiik a két gyvakorlatilag
megvalésithaté megoldast is, urobben sikeriilt meghat(trn?m és ezekrol
1)170nv0s m(*rt(*kben a nv1]vanos~;(w el6tt is tortént emlités [1, 2]. Az egyenlet
altalinos megoldasat Dux Erik* hatérozta meg. A kisvetkezékben ennek
kozoljiik bizonyos mddositott alakjat, és az emlitett két gyakorlati megoldast
is ebbdl vezetjiik le.

A megoldast legeélszertibb

Bk

f(x)= P V*"q‘vh == g(x) (s

alakban felirni, ahol a mar ismert jeloléseken kiviil g(x) olyan tetszdleges
fiiggvény, amelynek a (0, /) intervallumban vett hatarozott integralja 1, azaz

o
~

[ g(x)de =1. (3)

Valéban, ha (2)-t behelyettesitjiik (1)-be,

2#V2gf BV}{ dr—BV—J (4)
0

2p Vzg
Ez pedig (3) figyelembevételével
o
Q=Blh j g(x)dx = Bh, (5)

vagyis valéban az (1) egyenlet elSirt jobb oldalat kapjuk.

Minthogy olyan g(x) fiiggvény, amelynek integralja a (0, 4) mtcrvallum-
ban 1, végtelen sok van, ezért az (1) egyenletnek is végtelen sok megolda-
sat kaptuk.

A tovabbiakban néhany fiiggvénysereget irunk fel, és megvizsgaljuk a
megoldds alkalmazhatdsigat a gyakorlat szempontjabdl.

1s g(z):%, ha 0L z< ¢ (6)
glx)y=0, ha c<az<h. (7)
Valéban (3)-ba behelyettesitve
h c h
jg(x)dx:f%dx & J‘()dxz 1L 0=1,
0 0 c

Magédnak a bukéélnek az alakja tehat (2) alapjan
BVA
2ul2gcfh—=’

f((l’): ha ng{;('ﬁ (8)

* A Budapesti Miiszaki Egyetem Gépészmérnoki Kara Matematikai Tanszékénel
adjunktusa.
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illetve
fx) =0, Rha, c<w<h, (9)

Ez a bukdél-alak azonban, mint (8)-bol lathatd, fiigg a mindenkori
atbukasi magassagtol, A-tol, gyakorlatilag tehat altalaban nem alkalmazhato.
Jeyébként nem valédi bukét, hanem nyildst ad.

Ennek a megoldasnak a hatarértéke azonban esetleg a gyakorlat szem-
pontjabdl is érdekes lehet. Jeloljiik f(x) hatarértékét f (x)-szel, ha ¢— 0.

folz) = lim — iyhf = lim - —=—— b Q=mee (10)
0 2ul2gclh—= ¢ -0 2/41/2(/4'
folx) =0, ba <l (O

[o(x) elsé része nyilvanvaléan a végtelenhez tart, ha ¢ tart a 0-hoz,
viszont A-tél fiiggetlenné vélik. A | buké” tehat tulajdonképpen végtelen
széles, végtelen alacsony nyilas (3. dbra), amelyen keresztiil a nyilason valé
kifolyasnak megfelelGen, azaz a @ = B)h osszefiiggéssel megadott maédon
folvik ki a viz.

X
S — . b ¥
o (x) = lim flx)
c=0
[~
y=Fx)
| I I Y
R [
2uV2gc ‘ 2uV2gc

3. dbra. A kvadratikus ,,buké” egyik megvalosithato alakja

Ez a ,bukd’’-alak érdekes hatarhelyzete a
Q — ah” (12)

egyenlettel jellemzett, kiillonboz6 n értékekhez tartozo kozismert bukéalakok
sorozatanak (4. abra). Ezek kozott a @ = ah® egyenlettel jellemzett para-
bolikus buké semmi kiilonos nevezetességgel nem bir, a ,,parabolikus’ elneve-
zés egyvébként is jol jellemzi, a kvadratikus elnevezést tehat indokolt a @ =
— BJh egyenlettel jellemzett bukéra lefoglalni.

A levezetett , bukd’-tipus a gyakorlatban is megvaldsithaté hosszi
vizszintes nyilas formajaban, melynek ¢ magassiga az elGfordulé legkisebb
atbukasi magassighoz viszonyitva nem jelentss.
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= h—a)". (13)

Ez az oOsszefiiggés egymagaban is végtelen sok megoldast képvisel.
n értéke tetszéleges, de n &= —1, mert ekkor g(z) és vele egyiitt hatarozott

&= ah”

n=5/2 n

]
N

n=3/2

=i n=12

{. dbra. Nevezetesebb buko-alakok

integralja is zérussa valik. Egyéb n értékekre valéban (3)-nak megfelelGen

h I

3 .l o i |
l g(x) de = fded (h—x)"dx = = %][(h 7) =
X . hn! 1 pnt1 — ()]v _{,_ ]) o
0 0
__ pn+1
Al = =, (14)
Rl — (n 4 1)

A bukdéél alakjat a (2) képletbe vald behelyettesitéssel kapjuk:

f(x) = EV,}’ N it
2ul)2gVh—=x A"+
: -
- B('l+17)_(hr ') . (15)
2ul)2g R
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Ez a megoldéds-sereg rogzitett # esetén minden 7 értékre mas-més buko-
alakot ad. Gyakorlati megvaldsitdasanak tehat nines értelme, s6t szinte lehetd-

sége sem. Kivételt jelent az n = — —1;— -hez tartozé megoldas:
1
B-; (h — )1
sl
‘),u V2 h
. S (16)
4ul2g h—=

Ez ugyanis olyan bukdéélt ad, amelynek alak]a nem, osupan helyzete
valtozik az atbukdsi magassaggal. Ez a valtozas is igen egyszerfi: a hiperbola
vizszintes aszimptotdja mindig - magassdgban van, azaz a felvizszinthez van
kotve, azzal egyiitt mozog. Ezért, ha a koordinata rendszer y tengelye a felviz-
szintbe esik, és az x tengely lefelé mutat, a (16) egvenlet a kovetkezé még egy-
szeriibb alakot olti:

ft) = e (17)

4p ) 2ga

(5. dbra). Megfelel$ Gszokhoz erGsitve ez a bukdél a gyakorlatban is alkal-
mazhaté. Problémat okoz még vizszintes iranyu végtelen kiterjedése. Ezen
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5. dbra. Hiperbola alakt, mozgé kvadratikus buké

azonban konnyen lehet segiteni, ha a mérni kivant vizhozam alsé hatarat
nem zérusnak vessziik, hanem bizonyos véges értéknek. Erre lehetdségiink
van pusztan az alkalmazott vizora alsé mérési hatara miatt is. A gyakorlat-
ban ugyanis a vizéra nem indul meg, illetve nem megfeleléen mutat, ha a
rahaté nyomaskiilonbség bizonyos minimalis értéket nem ér el. Kz az érték
vizoszlopban kifejezve 1—2 cm nagysagi. A hiperbola felsé 1—2 cm magas-
sagu szakaszat tehat olyan derékszogli bukdalakkal helyettesithetjiik, mely-
nek nemecsak magassdga, hanem vizszallitasa is a hiperbola felsd szakaszdéval
azonos. A 6. dbra jeloléseivel a derékszogli szakasz b szélessége, az 6ra vagy
mas szempontok altal meghatarozott minimalis atbukasi magassaghol sza-
mithaté:

208



A hiperbolikus bukdéél felsé szakasza altal szolgaltatott vizhozam,

Qunin = B Vhimin (18)

egvenld kell, hogy legyen a derékszogii szelvény altal atengedett vizhozammal:

Min

Qmin=2p ﬁ& b ‘ Vh;,; — zdx

0

B e o
= V2 bk (19)
- ' vl
e > o
. 3 &
N /

|
|
|

- b , ! o b__,_‘
SN
|

6. dbra. A mozg6 hiperbolikus buké véges kialakitassal

(18) és (19) egvenlGségébil megkapjuk a derékszogii szakasz vizszintes
b méretét:

= 8 (20)
4 u lFZ q hmln
illetve Q,;,-nal kifejezve
3
= —3—_37—‘ . (21)
4 n V2 g9 anin

A véges hiperbolikus buké vizszintes iranyu legnagyobb méretét tovabb
csokkenthetjiik, ha nem sik, hanem henger formajaban valdsitjuk meg. A hen-
ger keriilete elvileg egyenld 2b-vel. Az atbukéasi szelvényt két vagy tobb,
egyenletesen elosztott hiperbolikus bevagassal célszerti létrehozni, hogy a
hengerre hat6 oldalnyomas ereddje zérus legyen, és a henger be ne fesziiljon.
Bzt a megolddst ortogonalis axonometridban, bizonyos mértékig idealizlt
vizfelszinnel, a 7. dbrdan vazoltuk. A bukélemezt tiszok tartjdk, ezeket az dbra
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bonyolitasinak elkeriilése érdekében elhagytuk. Hengerfeliilet helyett ter-
mészetesen hasabfeliilet is alkalmazhato6.

el
3. A g(x) = g ey @ (22)

7. dbra. A véges méreti hiperbolikus buké hengeres kialakitassal

fuggvénysereg az el6z6hoz hasonléan az n 4= —1 kikotés mellett végtelen sok
megoldast ad. Mivel azonban a buké alakja mindig fiige 4-t6l, a gyakorlat
szamdara nincs jelentGsége. Egyébként hasonléan csupan matematikai jelen-
t6ségili megoldast akarhanyat alkothatunk. Barmely olyan fliggvénybdl, mely-
nek tetszéleges (x,, x,) szakaszon vett hatarozott integralja véges, a két
tengely mentén végrehajtott megfelel6 nyujtasokkal és eltolasokkal olyan
g(x) figgvény allithaté els, amely a (3) feltételt kielégiti. Csak példaként

emlitjiikk, hogy az y = sin x fiiggvény integralja a |0, —| szakaszon azegység-
v P :
gel egyenld. A belSle kétiranyt nytjtassal alkotott

A
Yy = —— sin —
2h 2h

fiiggvény valéban ¢(x)-nek tekinthetd, mert hatarozott integralja 0 és 7

kozott 1. *
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Példa. Hatarozzuk meg annak a kvadratikus bukénak a méreteit, amely-
nek jellemzé adatai a kovetkezdk:

Qe = 0,1 m3/866, R =11, = 0,6, Qi =10,02m?/sec;
és ebbdl szamithatéan 7, = 0,04 m.

A B egyiitthaté (1) alapjan:

o 11) = _(il =0,1.

Vh 1

40

700

8. abra. A példa megoldasa

A felsé derékszogii szakasz b szélessége (19) alapjan :

S . S——Y 'Y
4-0,6-4,43-0,04

A hiperbolikus szakasz egyenlete (17) alapjan:
0,1 0,0094

X)) =—m —— —_— ~: i a
fiz) 4-0,6-4,43x %

A buké mérethelyes rajzat a 8. dbrdn mutatjuk be.
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Ez a buké a 7. abran vazolt hengerszer( kivitelben esetleg célszertibben
megvaldsithatd. A henger atmérsje, ha az atbuké felszint borddk nem sza-
kitjak meg, és ha a p tényezs mdédosulasat elhanyagoljuk,

20,705

([ ,,,,,,—A-:0,449m.
4

*

Az elGzGekben ismertettilk a kvadratikus buké alakjanak altalanos
elméleti megoldasat, tovabba két, a gyvakorlatban is megvaldsithaté alakjat
is levezettiik.

\ \V /

21 @

9. dbra. Jeldlés aszimmetrikus bukényilias esetén

A szamitas soran szimmetrikus bukodalakot tételeztiink fel, de ez ter-
mészetesen egvaltalan nem sziikségszerii. A hidraulikdban hasznalatos egy-
szer(isitett levezetésben ugyanis a bukényilds szimmetriaja nem jatszik szere-
pet, csupan a nyilasnak a bukdéél alsé pontja folott, ill. a felvizszint alatt
bizonyos, egvébként azonban tetszéleges mélységben mérhetd szélessége. A mi
esetiinkben ez 2 f(x)-szel egvenls. Levezetéseink aszimmetrikus bukényildsra
is érvényesek, ha f(x)-et az el6bbieknek megfeleléen a 9. dbra szerint értel-
mezziik.

ﬁsszefoglalés

A tanulmany olyan buké-alak meghatarozasaval foglalkozik, amelynek
vizatbocsaté képessége a Q = B|/h egyenletnek tesz eleget. Ez a buké-alak
lehetGvé teszi a bukdval parhuzamosan felszerelt mellékarami vizora alkal-
mazdasat, azaz a bukon atfolyd vizhozamnak tetszés szerinti idGszak alatt vald
egyszeri Osszegezését. A buké alakjat az 1. és a 2. abra jeloléseivel az (1)
integralegyenlet hatarozza meg. A megoldas (2) alaki, ahol a benne szerepld
g(z) fiiggvénynek csupan a (3) kikotést kell teljesitenie. [lven médon végtelen
sok megoldas adodik.

Nevezetes megolddas a (10) és (11) egyenletparral adott bukdalak, amely
valéjaban nem bukd, hanem végtelen széles, végteleniil alacsony nyilas

212



(3. abra), vagyis érdekes hatarhelyzete a ) = 2" egvenlettel jellemzett buké-
nyilasok sorozatanak (4. abra). Véges méretekkel megkozelithetd.

A masik gyakorlatilag megvaldésithaté bukdalakot a (16), ill. (17) egyen-
let szolgéaltatja. Ez hiperbola alaki mozgd bukéél, melynek vizszintes aszimp-
tétaja a mindenkori vizszinnel szinel (5. abra). Zérustol kiilonb6z6 minimalis
atbukasi magassag (ill. vizhozam) megadasa esetén a hiperbola felsd, végtelen
kiterjedésti szakasza véges derékszogli nyilassal helyettesithets (6. abra).
Az igy véges kiterjedés(ivé tett.buldt hengerszerii kialakitdssal is megval6-
sithatjuk (7. abra).

Az (1) egyenlet tobbi megoldasa az atbukéasi magassaggal valtoztatja
alakjat, és ezért a gyakorlat szamara nem hasznalhato.

A mozgé bukdélre kidolgozott példa eredményét a 8. abra mutatja.

A levezetések aszimmetrikus bukonyilasra is érvényesek a 9. dbra sze-
rinti értelmezéssel.
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