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A dolgozat görbetengelyű, vékonyfalú rugalmas ívtartók (héjívek) antimetrikus teher 
hatására bekövetkező oldalirányú kihajlását vizsgálja energia-módszerrel. Kétféle megtámasz-
tási esetre részletesen tárgyalja a megoldást, s bemutatja az antimetrikus és szimmetrikus 
terhek együttes hatásának f igyelembevételét is. Adatokat közöl az elérhető pontosságra 
vonatkozóan. Számpéldán szemlélteti a módszer gyakorlati alkalmazhatóságát. 

1. A feladat kitűzése 

A csarnokok lefedésére igen jól használható héj ívek (vékonyfalú, héj-
keresztmetszetű görbe rudak , 1. ábra) stabilitását nemcsak az ív síkjában, 
hanem oldalirányban is meg kell vizsgálni. Korábbi dolgozatainkban két 
terhelési alapesetre o ldot tuk meg az oldalirányú stabil i tás problémájá t : köz-
pontos nyomásra (2a. ábra) , valamint t iszta liajlításra (2b. ábra). Mind a két 
eset állandó igénybevételt okoz az ív tengelye mentén. Oldalirányban csuk-
lósan megtámasztot t ívre az egyensúlyi-módszert használ tuk [1, 3], más 
módon megtámasztot t ívekre pedig az energia-módszert [4]. 

A gyakorlatban azonban e két terhelési alapeset közül csak a központos 
nyomás fordul elő (totálisan terhelt ív esetén), a tiszta haj l í tás nem. E helyett 
az íveket féloldalas hóteher , vagy antimetr ikus szélteher ha j l í t ja . A gyakorlat 
igényeinek kielégítése céljából meg kell tehát vizsgálnunk a héjívek oldal-
irányú stabilitását ant imetr ikus teherre, valamint ant imetr ikus és szimmet-
rikus -teher együttes ha tásá ra . 

2. Kiinduló feltevések 

Az energia-módszerhez [4] mindenképpen szükséges, hogy a liéjív anyaga 
tökéletesen rugalmas legyen, de egyébként a módszer tetszőleges alakú, 
terhelésű és megtámasztású héjívek oldalirányú stabili tásvizsgálatára is alkal-
mas. Mi azonban az egyszerűség kedvéért a következő megkötésekkel fogunk 
élni: 

MTA VI. Osztály Közleményei 39, 1961 



188 K O L L Á R L A J O S és G Á R D O N Y I ZOLTÁN 

a A 

Súlyponti v 
dvtengely j? 

Nyirásközéppohti 
ivtengely 

eix=bx 
Gif С 
elz с, 

т 

à 
R 

tv 
f 

Keresztmetszeti lehetőségek: 

> 

4 - ь - f - ь - f 

1. ábra 

a) Az ív hossztengelye kör ív , keresztmetszete állandó. A keresztmetszet 
d magassága az ívtengely R görbüle t i sugarához képest kicsi (d R). 

b) Terhelése a 3a. á b r á n a k megfelelő antimetrikus radiális teher, mely 
az ív hossztengelye mentén 

. 2 7t 
p = p2 sin —-— s 

törvényszerűség szerint vá l toz ik . Ezenkívül feltételezzük, hogy az ív a s a j á t 
s ík jában kétcsuklós , t ehá t nyomóerő- és n y o m a t é k á b r á j a а ЗЬ—c. áb rák 
szerint a lakul . 

Az egyidejűleg ha tó totális teherről k ikö t jük , hogy egyenletesen meg-
oszló és radiál is i rányú legyen (2a. ábra) . A te rhek k iha j lás közben is meg-
t a r t j á k eredet i i r ányuka t . 
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c) Az ív megtámasztása oldalirányban tetszőleges lehet . Részletesen 
azonban csak kétféle esetre fog juk bemuta tn i a megoldást: oldalirányban 
csuklós, szabad végű ív, va lamin t oldalirányban befogott, diafragmás végű 
ív esetére. 

d) Végül a részletes levezetésben feltételezzük, hogy az ív oldalirányú 
hajlítási merevségét végtelen n a g y n a k vehet jük a csavarási merevséghez képest . 
Vizsgálataink szerint ez a feltevés az 1. ábrán fe l tünte te t t keresztmetszetű 
héj ívek esetén gyakorlatilag mindig teljesül, 1. [1—4]-et. 

3. Az energia-módszer egyenletei totális és antimetrikus teherre 

Az energia-módszerhez szükséges belső és külső m u n k a kifejezéseit 
először az általánosság kedvéért véges oldalirányú hajlítási merevséggel í r j uk 
fel, s csak a 4. fejezettől kezdve vesszük ezt végtelen nagynak. A levezetéshez 
szükséges geometriai mennyiségeket és elmozdulás komponenseket az 1. ábrán 
t ü n t e t t ü k fel. A z(u>) tengely i ránya mindig érinti az ív tengelyt . ç>(s)-sel az 
egyes keresztmetszetek elcsavarodását jelöljük, ur(s)-sel pedig a T nyírás-
középpontok oldalirányú el tolódását . 

Totális (q) teherre [4] szerint a következő kifejezés a d j a meg a belső 
m u n k á t : 

~ f >4 xds. 
2 J о 

I t t 
a d(p 1 dvT 
17 r- - — - -\ 

ds R ds 
a fajlagos elcsavarodás, 

fP 
R 

d2 vT 

ds2 

(1) 

(2) 

(3) 

pedig az oldalirányú meggörbülés. 
A külső munka két részből tevődik össze. Az egyik rész a nyomóerő 

m u n k á j a : 

Ц№> = qR I : Í 2R 2R21 2 У ds 

+ 1 dvT 
2 dcp dvT 1 

2 ds 
в  

ds u r j 

(4a) 

^ l ^ l l . d s ; 

a másik rész pedig a teher radiális eltolódásából származó munka : 

f í 
i —<p2ds. 
Jo 2 Г 

L<«> (4b) 
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Antimetrikus p teherre a belső munka kifejezése teljesen megegyezik 
(l)-gyel. A külső m u n k a felírásához azonban figyelembe kell v e n n ü n k , hogy 
a változó p teherből nemcsak nyomóerő, hanem haj l í tónyomaték is ébred, 
mégpedig az ívtengely mentén vál tozó nagysággal. így az állandó igénybe-
vételekre [4]-ben levezetet t munkaképle teket úgy használhat juk fel, hogy a 
teher, a nyomóerő, valamint a ha j l í tónyomaték kifejezését bevisszük az 
integráljel alá. 

Ezt könnyen be lá tha t juk , ha meggondoljuk, hogy a külső munka 
kifejezései eredetileg 

a ds a lakúak, 
8s 

ahol w az ívtengelyirányú eltolódás (lásd pl. [6] 8.4. pon t j ában vagy [4]-ben). 
Amikor a (vagyis az igénybevétel) á l landó az ívtengely mentén, kiemelhet jük 
az integráljel alól, ha azonban vál tozik, vissza kell tennünk. 

I ly módon a külső munkáka t a következőképpen í rha t juk fel (felhasz-
nálva (4a — b)-n kívül az állandó nyomatékra [4]-ben levezetett kifejezést is) 

- í 
LÍN>> = I Np 

e 
2 R 2R2 J 2 

dep dv1 

2 I ds I ds ds 

г 

ds 
+ 

+ J _ f 4 v ) 2 _ e # i s r ' ( 5 a ) 

4 p ) = f P -^-<p2ds, (5b) 
J о 2 

L ( M p ) = J ' M p 
1 L »h] 2 1 19 j • 

x ер2 — 12 e d j x 2 R \ dR Г 2 
2 

№ . ] 2 + J _ d v r y _i_ éol ds 
d I I ds I 2R ds ! ds ds 

(5c) 

I t t jx és jy az ív geometriai adatai tól függő mennyiségek, lásd [3]-ban vagy 
[4]-ben. 

A következőkben felhasználjuk a 2. pontban szereplő d) közelítést: 
a Bx oldalirányú haj l í tás i merevséget végtelenül nagynak t ek in t jük . Emiat t 

= \ 0 lesz, azaz (3) szerint kifejezhető qp-vel: 

vT = A - ( I w df 
R JJ 

ds ds fej s -)- k2. (6) 

A /tj és k2 integrálási állandókat a megtámasztási feltételek szab ják meg. 
A belső munka (1) kifejezése így a következő a lakúra egyszerűsbödik: 

2 Jo 2 J { ds j (7) 
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A 2. pont b) megkötésének megfelelően az antimetrikus t e rhe t a 3. ábra 
szerint vesszük fel. A görbe r u d a k elméletéből (pl. [5] 397. o.) könnyen 
levezethető, hogy az igénybevételek a következő alakot öltik (ha minden 
mennyiséget a haj l í tónyomaték maximális M 2 értékével fejezünk ki): 

ahol 
M p = 

m, = 

p2sin A2s = + M2 |A| — 
1 

R* 
sin A2 S , (8a) , M2 . , 

-| — sin A2 S , 
R 

(8b) 

— M2 sin A2 S, (8c) 

Pi 
Ц - l/R°-

(8d) 

A (8a—c) kifejezéseket behelyet tesí t jük (5a—c)-be és összevonjuk a 
(4) —(5) részmunkákat . Ennek során két tag összege zérust ad, egyéb tagok 
pedig a 2. pont a) megkötése (d <§ R) folytán elhanyagolhatóan kicsik más 
tagokhoz képest. í g y a következő kifejezést k a p j u k a külső munkára : 

Lk = qR. t — e 

2 R 

+ 
-

2Ä2 

1 I dv 

1 cp2-ds + i - ( £ 2 + i2 + e2) 
о 2 

f 
dcp 

Jo ds 
ds + 

+ M 2 

R 

tR Af 

( ds 

1 
2 

1 -

R 

2 

R í > 

2 e - djx 

sin A2 S • 

ds — e 
dcp 

о ds 

b'4y I 
dR )_ Гsin 

b2Jy } sin 
Jo d ) 

sin 
Jo 

dcp dv7 - ds 1 . 

ds 
ds 

dcp 

ds 
ds -

ds ds 
(9) 

Ezek u tán a ip(s) elcsavarodásfüggvényt kell a megtámasztási feltételek-
nek megfelelően felvennünk, s a belső és külső munkák kifejezésébe helyet-
tesítve, meghatározhat juk a kr i t ikus teherintenzi tást . 

4. Oldalirányban csuklósan megtámasztott , szabadon öblösödo végű héjív 
kifordulás vizsgálata 

4.1. Az egyenletek levezetése általános terhelési esetre 

[6] vagy [4] szerint, ha az ívet oldalirányban csuklósan t ámasz t juk 
meg s a végkeresztmetszetek öblösödését nem gátol juk meg sem diafragmával , 
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sem más módon, akkor az alábbi peremfeltételek érvényesek: 

vf = 0, 

•tx <P 
R 

d2v-r 

ds2 
= 0, azaz (10c) mia t t : 

d2v. 

ds2 
- = 0, 

<p= 0, 

d&y d2w 1 d2 v-r 
T - = tL + — = 0, azaz (10b miat t : 

ds ds2 R ds2 

d2<p 

ds2 
= 0. 

(10a) 

(10b) 

(Юс) 

(lOd) 

Ezeket a következő elcsavarodásfüggvény elégíti ki: 

ahol 

<p — 2 <Pn sin К s (» = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 
n 

xn = n 
l 

(И) 

(12) 

Könnyen meggyőződhetünk róla, hogy a (6) alapján meghatározot t vr 
is kielégíti ezeket a peremfeltételeket, ha k1 = k2 — 0 . 

Ezzel a belső munka (7) kifejezése a következő alakot ölti: 

l _ J _ í C 

2 2 ^ X2 U s -
R2 

(13) 

A külső munka (9) képlete pedig így alakul: 

Lk= qR 
l t — e 

2 R 2 R2 

+ m2 l 
R 2 + 4 - [ - 1 + ^ + t r 4 2 л,« • <pn n) + 

2 l dR I nck 

2 e - djx - '"'M 2 (Jh\x • <Pn К <Pk K) + 
d I n<k 

R 

2 

T - - 2 
6 n<k 

Jn.k • <Pn <Pk + ^ (14) 
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I t t jh}ic-val és J j í^-val a köve tkező integrálokat je löl tük: 

4 Cl • 
Jl„ik = sin Л2 s • s in Xn s • s in Xks • ds — 

l j о 

(14a) 

(14l>) 

E képletekben n = 1, 2, 3, . . . és к = 1, 2, 3, . . . , de mind Jn i k , mind Jl
n]k 

zérus, ha n -f- к = páros, t e h á t a J - k e t t a r t a lmazó szummázásokat csak a 
pára t lan összeget adó n -f- íc-kra kell ki ter jeszteni . 

A t ovább i akban t ehá t úgy kell e l já rnunk , hogy у (11) sorából kellő 
számú tagot veszünk és behelye t tes í t jük (13)-ba és (14)-be. Mivel az M2\qR2 

a rány a valóságban adva van, ezt a tovább iakban ismert á l landónak t ek in t jük 
s így az energia-módszer szabályai szerint [4] az egyes cpn-eк szerint differen-
ciálva az egyenlővé t e t t belső és külső m u n k á t , homogén lineáris egyenlet-
rendszert k a p u n k a (pn-ckre. E n n e k determinánsát zérussal egyenlővé t éve 
annyiadfokú egyenlet adódik (qR)icr = Nqkr-ia, ahány tagot v e t t ü n k tp sorából. 

Ez a módszer azonban á l ta lában hosszadalmas számítás t igényel. A mini-
mális tagszám, amit qp-re fel kell vennünk, legalább ke t tő . Az ant imetr ikus 
nyomatékábra mia t t ugyanis kell legalább egy ant imetr ikus t ag is, viszont 
szimmetrikus t ag ra is szükség van, mert t iszta an t imet r ikus elcsavarodás-
függvénnyel mind az an t imet r ikus , mind a szimmetr ikus (totális) teher zérus 
külső munká t szolgáltat . E z t szemléletesen úgy is megfogalmazhat juk , hogy 
az ív a legkönnyebben egy félhul lámban haj l ik ki. 

Két qn-taggal azonban á l ta lában még igen ponta t lan eredményt kapunk . 
K é t szimmetrikus és két an t imet r ikus qo-taggal már gyakorlat i lag elfogadható 
a közelítés, h a t taggal pedig pontosnak mondha tó . Ez azonban negyed-, ill. 
ha todfokú egyenlet megoldását k ívánja meg, de ettől e l tekintve is igen t e r j e -
delmes a számí tás . 

A következő gondola tmenet alapján azonban lényegesen egyszerűsít-
h e t j ü k a számítás i m u n k á t : 
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A kihajlást okozó, különböző q/p arányokhoz tar tozó (N*, M*) igénybe-
vétel-párok az (Nq, M2)koordináta-rendszerben ábrázolva a 4. ábrán lá tha tó 
görbét ad ják . Ha fel t u d j u k rajzolni ezt a görbét, a következőképpen kapha t juk 
meg az adott (q, p) teherkombinációhoz tar tozó kritikus (N*, M*) igénybe-
vétel-párt : 

A valóságban működő q és p terhekből meghatározzuk az ívre ható 

N = qR és M2 — Pï 

Ц - 1/R2 

4. ábra 

igénybevételeket. Feltételezve, hogy a teherintenzitások növekedése közben 
nem változik a qlp a rány, a 4. ábra origóján és az (Nq, M2) ponton átmenő 
egyenes ábrázolja a növekvő intenzitású valódi terheknek megfelelő igénybe-
vétel-párt . Ahol ez az egyenes metszi a kritikus (N*, JVf2)-igénybevétel-párok 
görbéjét , annak a pontnak a koordinátái ad ják meg a vizsgált qlp a ránynak 
megfelelő kritikus igénybevételeket. A kritikus (N*, M*) igénybevétel-párok 
görbéjét csak meglehetősen hosszadalmas számítással lehet meghatározni. 
Minden számítás nélkül is megállapí that juk azonban, hogy e görbe szimmet-
rikus az Nq tengelyre, hiszen az ív stabilitása szempontjából közömbös, hogy 
melyik felén ébred pozitív és melyiken negatív nyomaték. A görbe tehát 
vízszintes érintővel metszi az iV^-tengelyt. Az M2- tengelyt azonban nem 
metszheti függőleges érintővel, mer t az ívre ha tó nyomóerő nyilvánvalóan 
csökkenti a kritikus nyomatékot , a húzóerő viszont növeli. Az érintőnek 
tehát az Nq-tengely nyomást jelentő ága felé kell haj lania. Mindezekből 
következik, hogy á görbe közel áll egy másodfokú parabolához (4. ábra). 

A továbbiakban tehát azt a közelítést fogjuk alkalmazni, hogy meg-
határozzuk a pontos (N*, M*)-görbének az Nq és M2 tengelyekkel való 
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metszéspon t ja i t , s másodfokú pa rabo lá t f e k t e t ü n k á t ezeken a pon tokon . 
El lenőrzésképpen a 4.3. pon tban k i számí t juk a kr i t ikus (N*, M*) igénybevétel-
p á r t a pontos módszerrel is, és összehasonl í t juk a másodfokú parabola ad ta 
é r t ékke l . 

A görbének az lV9-tengellyel való me t széspon t j á t , Nqi ír-t má r korábbi 
dolgozata inkban [1, 4] megha t á roz tuk . A következőkben t e h á t a t iszta 
an t ime t r ikus t ehe rhez ta r tozó M2kr megha tá rozásáva l fogunk foglalkozni. 

4.2. A tiszta antimetrikus p teherből származó M2kr meghatározása 

A tiszta an t imet r ikus teherbő l származó M2kr kr i t ikus ha j l í t ónyoma-
t é k o t úgy k a p h a t j u k meg, hogy a (13) és (14) kifejezésekből e lhagy juk a g-t 
t a r t a l m a z ó t a g o k a t . Így lényegesen egyszerűbbé válik a számítás , mer t négy 
v a g y öt t ag esetén is még csak másodfokúra redukálódik a megoldandó 
egyenlet , ha t t a g esetén pedig h a r m a d f o k ú r a . 

Az 5. á b r á n vázolt számpéldára k i számí to t tuk q = 0 esetén M2kr ér tékét 
különböző g>-tagszámokkal, a n n a k t i sz tázására , hogy h á n y tagot kell f igyelem-

h=4cm 
$c/-40cm E=360Mp/cm2 

6= 150 Mp/cm 

5. ábra 
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be vennünk (p sorából a megfelelően pontos eredmény eléréséhez. Az eredmé-
nyeket az I. t áb láza t negyedik oszlopában foglaltuk össze. 

A táblázat azt m u t a t j a , hogy négy t ag ra már valóban elég jó egyezést 
kapunk, ha tnál több tagot pedig nem érdemes figyelembe vennünk. 

Kiszámítot tuk ugyanerre a számpéldára a kritikus M 2 ha j l í tónyomatékot 
kiegyenesített rúdtengely (azaz a = 0) esetére, 2—5 99-tagra. Az eredmények 
azt muta t t ák , hogy a konvergencia nem sokat javul az a = 45°-os esethez 
képest. 

I. táblázat 

Antimetrikus p teher okozta kritikus M2 hajlítónyomaték 

A y - t a g o k 
s z á m a 

összesen 

A szimmet-
r ikus t agok 

száma 

A z ant i -
m e t r i k u s 

t a g o k száma 
M'.kr ( M p m ) 

A megoldáshoz szükséges 
egyenle t 

2 1 1 198,53 tiszta másodfokú 
3 2 1 54,00 tiszta másodfokú 
4 2 2 33,55 vegyes másodfokú 
5 3 2 32,08 vegyes másodfokú 
6 

• 

3 3 31,71 harmadfokú 

A gyakorlat i számításokhoz az a lábbiakban adjuk meg négy f igyelembe 
ve t t (jp-tag esetére az M2kr meghatározására szolgáló, M2-ben másodfokú 
egyenlet együt tha tó i t : 

ahol 

A-M*2 M t + B - M 2
k r l t + C = 0, 

A = (cj c3 c2 c4)-, 

В = — (ef a3 a 4 + c| ^ ax + c | ax a2 + c\ a2 a3), 

С — ala2 ая a,, 

R 1 
— + C X | , « = 1 , 2 , 3 , 4 , 

Cl = 0,3395 ' 1 b 2 j y + trxl 
R dR 

+ 

+ 1 , 6 7 5 5 — \2 e - djx — 

c2 = 0,2425 — i—àL + tRX\\ + 

vjy - 0,1273 
R 

R dR 

+ 10,7712 — 2 e — djx 
b2jy + 0 , 1 5 1 6 - — , 

R 

(15) 

(16a) 

(16b) 

(16c) 

(16d) 

(16e) 

(16f) 
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Co = 0,2263 — 
R 

^ + tRX l] 
dR iJ 

+ 

+ 23,4571 2 e — djx — vjy 

c4 = - 0,09701 

l 

ь'чу 

+ 0,1862 
R 

(16g) 

R dR 
+ tr№ 

- 6,2233 — 2 e - d j x -
Vjy — 0,5729 

R 
(16h) 

Tájékozódó számítások céljára közöljük még a z l + l é s a 2 + l para-
métert tar talmazó megoldást, amelyeket ugyan sokkal egyszerűbben számít-
hatunk, de az I. táblázat tanúsága szerint számottevően nagyobb értéket 
szolgáltatnak a pontosnál: 

F«1 «2 
[2 kr 

l2kr 
ax a2 a3 

(17a) 

(17b) cf a3 + c2 ax 

Az a és с állandókat most is a (16d—g) képletekből kell számítani. 

4.3. A kritikus (N*, M*) igénybevétel-párok görbéje 

E görbének másik jellegzetes pon t j á t , a központos nyomáshoz tar tozó 
Nqkr kritikus nyomóerőt már [l]-ben meghatároztuk és a következő kifejezés-
ből számíthat juk: 

1 

Nq k r = 
4 R2 (C+ CxX\) 

R2 R 
i2 

__ 
R2 + (% +Ц + e2) X\ 

(18) 

Magát a görbét a 4.1. pontban mondottak szerint közelítésképpen másodfokú 
parabolával fogjuk helyettesíteni. 

E közelítés helyességének ellenőrzésére kiszámítottuk a pontos (13) — (14) 
egyenletekből az 5. ábra adataival a kri t ikus terhet, mégpedig az 

my 
N„ 

32,1 
3,98 

m. 
N. qkr 

aránynak megfelelő teherkombináció esetére. A II. táblázatban megadjuk e 
számítás eredményeit különböző figyelembe vett y-tagszámok esetére. Ezu tán 
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meghatároztuk a kri t ikus terhet úgy is, hogy az MZkr = 32,1 Mpm és Nqkr = 
= 3,98 Mp pontokon át fekte te t t másodfokú parabolát elmetszettük a fenti 
teherkombináció egyenesével. Eredményül a következőt k a p t u k : 

N*kr = 2,46 Mp, M*kr = 19,83 Mpm . 

II. táblázat 

Totális q és antimetrikus p teher okozta kritikus Л'* = qR és igénybevétel-pár 

A 9>tagok 
száma 

összesen 
A sz immetr ikus 

t a g o k száma 
Az- an t imet r ikus 

tagok száma N J , Mp M f , Mpm 
A megoldáshoz 

szükséges egyen-
let fokszáma 

2 1 1 3,90 31,45 2 
3 2 1 3,85 31,05 3 
4 2 2 2,64 21,27 4 
5 3 2 2,60 20,93 5 
6 3 3 2,57 20,70 6 

Amint l á t juk , a közelítő módszerrel ebben az esetben 4 ,3%-kal kap tunk 
kisebb eredményt a pontosnál, ami igen jó egyezésnek mondható, s a biztonság 
javára tér el. 

Ha nagyobb pontosságra t a r t u n k igényt, vagy a bemuta to t t számpélda 
arányaitól erősen eltérő ívet számítunk, természetesen a lkalmazhat juk a 
pontosabb módszert képviselő (13) — (14) egyenleteket is. 

5. Oldalirányban befogott, öblösödésében meggátolt (diafragmás) végű héjív 
kifordulásvizsgálata 

A peremfeltételek erre az esetre így í rha tók fel [4, 6]: 

v r = 0 , (19a) 

dvm 
—£- = 0 , (19b) 

ds 

<p = 0 , (19c) 

9T 

dtp 

ê T = O l + _ L ^ J L = 0 , azaz (19b) miat t : 
ds R ds 

= 0 . (19d) 
ds 

A cp elcsavarodásfüggvényt most két részben í r j u k fel. A szimmetrikus részt 
célszerű 

•Pszimmetr = У <Pn (1 ~ COS Xn s) , (n = 2, 4, 6, . . . ) (20) 
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alakúra választani. (19a —b) teljesítéséhez (6) szerint előállítjuk t>r-t. А 
és k2 integrálási ál landókat úgy határozzuk meg, hogy s = 0 és s = l esetére 
teljesüljön (19a): 

<Pn 1 
R JÉ 

• ( 1 — cos Xn s) -| (l — s) 
• 2 

a (19b) peremfeltétel pedig akkor teljesül, ha fennáll a 

2<pn = о 
n 

egyenlet. Ennek folytán (20) a következő alakúra egyszeríísbödik: 

T'szimmetr 

Az antimetrikus elcsavarodás-részt viszont 

9?antimetr = Фт Sin Am S , (m — 2, 4, 6, . . . ) 

c o s % s • (n = 2, 4 , 6 , . . . ). 
• n 

(21) 

(22) 

(23) 

alakban vesszük fel. Ez csak a (19a) és (19c) feltételeknek felel meg. A másik 
két követelmény kielégítése céljából, (6)-ot felhasználva, a következő egyen-
leteket kell felírnunk: 

m 
Ф 

—
 m = o . 

m 

(24) 

(25) 

« Mindebből az következik, hogy akkor lesz mind a szimmetrikus, mind 
az ant imetr ikus részben egy-egy szabad paraméterünk, ha < p S z i m m e t r - b ó l két, 
< P a n t i m e t r " b ó l pedig három tagot veszünk fel. Minden további tag egy további 
szabad paraméter t jelent. 

Az elcsavarodásfüggvény két részét most behelyettesí t jük a belső és a 
külső munka (7) és (9) képletébe. A (21), (24) és (25) megkötések alapján 
kifejezzük valamelyik cpn együt thatót és két Фп együt tha tó t a többivel , majd 
elvégezzük a cpn és Фп szerinti deriválásokat. Végül most is annyi egyenletünk 
lesz, ahány ismeretlen rpn és Фт paraméterünk van együttvéve. 

A belső munka (7) képlete a következő alakot ölti: 

Lh — 
l 

2 

y ÉL — ) 

eíö 12 
. n Rj 
Г 

Xk-
1 ]2 

. n Xk- R? J 

Ф2 

m Âm 

1 
R2 + 

(26) 
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A külső munka (9) pedig így alakul: 

Lk = qR 
l 

2 R 2R2 2<р'п+ 2 ф ц + 

+ —(%+i2y + e2) 
z 

+ 
+ 

2R? 

M2 l 

R 2 

R 

n лп m лт 

2<р2пк + 2ф™щ + 
п 
Ф2 
^ m 

R 

b2j 

2>" + 2 ГГ + 

Я§ — i l — —LL 
2 ' 2 dß 2 (.фпфп+2 фп + 2фп) 

Л = 2 , 4 , 6 , . . . 

2; ^«+2 (<РпФп+2 - <Рп+2 фп) + 
Л = 2 , 4 , 6 , . . . 

+ т 
4 л = 2 , 4 , 6 , . . . п 

(27) 

A továbbiakban а 4. pont szerint járunk el: q = 0 esetre t i sz ta anti-
metrikus teherre ha tározzuk meg M2kTlt-t. A konvergencia vizsgálatához 
kiszámítot tuk az 5. ábra héjívére különböző tagszámú elcsavarodásfüggvény-
nyel M2krit nagyságát. Az eredményeket a I I I . t áb láza tban m u t a t j u k be. 

ü l . táblázat 

A figyelembe ve t t A független 

Mjkr l t (Mpm) A megoldáshoz szükséges 
egyenlet 

szimmetr ikus anti-
metr ikus 

szimmetr ikus ant i-
m e t r i k u s Mjkr l t (Mpm) A megoldáshoz szükséges 

egyenlet 

tagok száma tagok száma 

Mjkrl t (Mpm) A megoldáshoz szükséges 
egyenlet 

2 3 1 1 8 9 , 3 9 1 
3 3 2 j 6 8 , 8 5 {tiszta másodfokú 
3 4 2 2 6 2 , 1 0 1 
4 4 3 2 6 1 , 6 7 {vegyes másodfokú 
4 5 3 3 6 1 , 5 1 harmadfokú 

Amint lá t juk, valamivel jobb a konvergencia, mint az oldalirányban 
csuklós, szabadvégú ívnél volt. így gyakorlatilag most is megelégedhetünk 
a qp-ben is, Ф-ben is két független paraméter t t a r t a lmazó megoldással. A (15) 
alakú, M2-ben másodfokú egyenlet együtthatói most a következők: 

A = (c4 c2 — c3 c4)2, 

= 2 a1 2 a3 c2 c4 — 

+ 2 a12aic1c3 + 2 a1a3ic2c3 + 2 a2a3ic1c4 — 

В — 2 al2 a3 c2ci —-2 a12 a3i c1c2 — 2 a12 a3i c3 c4 -f-

2 2 2 — a 4 a 3 c2 — a 1 a4 с3 — a 2 a 3 c4 

C— (a1a2 — a f ) (o3a4 — a34) , 

a2 ai Cj , 

(28a) 

(28b) 

(28c) 
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ahol 

a, — 

•»12 

1 2 С 
h A S -

1 j2 С 
R2 A| h A S -

R 2 ) A2 

1 2 С + 4 + A S - M2 С 
R2 Ai 

+ 4 + A S -
R 2 ) "AS 

+ 4 

AS 
R2 xi 

xi 
r xi 

+ 4 + 41,3265 
1 с 

xi 
+ ca 

+ 20,8980 A| 
r- AS 

+ 4 

AI 
R2 Ai 

+ CJ + 6,6122 AS 
R2 ! U S 

+ 4 

+ 2,0408 |A2 - — 
Al 

+ 4 

a34 = A - Í 16,5306 

A S -

2 [ 

+ 6,5306 

AS 

R21 U 2 

R2 AS 
+ 4 + 

+ 4 

c , = Y— Í4,5714 
4 I 

t A 2 - — | i _  
" R 

b2jy 

+ 219,4286 — (2 e - djx 

dR 

ь'чу ' 

с» = — 3 , 0 t A 2 -
R 

d 

b2jy 

+ 

+ 9,5238 
R 

+ 1 0 6 , 2 8 5 7 — |2e - djx -

dR 

b2ïy 

+ 

c3 = — 12,0 t AS — 
1 l 

R 

d 

b2jy 

+ 381,7143 
P 

2e — dyx 

dR 

b\iy 

+ 6,3809 

+ 

R 

+ 25,9524 
R 

l 
c.= - 0,5714 iA| 

1 

R 

+ 36,5714 
P 

2 e - djfx. 

dR 

- 1 , 6 9 0 5 — . 
R 
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Most is megadjuk az 1 + 1 paraméter t t a r ta lmazó egyszerűen számítható 
megoldást, ismét megjegyezve, hogy a pontosnál lényegesen nagyobb kritikus 
nyomatékot szolgáltat, de előzetes számításokhoz célszerűen használható, 
tájékozódás céljából. 

Ж ? ! , (29) 
Cl 

M2 k r = 

ahol 

2 
j_ 2 

c i = — 1 4 , 0 

1 
B2 

2 с 
А? 

+ Q 
> 

( a i -
B 2 F l Ai 

( a í -
1 

B 2 1 
С 

AI 

+ + II. 
A| 

R'1 

с 

AI 
+ cA + 

t AI — 1 — 

+ 60,8 
p 

R 

2 e - d j x -

blhl 
dR 

ьчу + 9,4 
R 

Ha p = 0, akkor a kritikus központos nyomóerőt [4] alapján egy szabad 
paraméter t tar ta lmazó qp-sorral a következő képlet szolgáltat ja: 

ahol 

(qR)kr = Nqkr = — , 
tí 

a = с ц + ц - — + — 

В2 B4 

1 ^ 1 

As A; 

a4
2 + k - + A4

2) + A 

•2 

1 я B 2 

1 í 1 

- i l B 2 ( Ai - i l 

+ 

+ 4 
В 

(30) 

(Két szabad paraméterrel valamivel pontosabb eredményt kapunk , lásd 
[4]-ben.) 

Mivel a 4.1. pon tban mondot tak erre a megtámasztási esetre is érvé-
nyesek, most is az M 2 k r és Nqkr pontokon átmenő parabolával helyet tesí t jük 

. a kri t ikus teherkombinációk pontos görbéjét. 
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6. Számpélda 

Ellenőrizzük az 5. ábrán vázol t h é j í v oldalirányú stabil i tását 200 kp/m 2 állandó teher, 
32 kp/m 2 antimetrikus szélteher, v a l a m i n t 80 kp/m2 féloldali hóteher e g y ü t t e s hatására. 

Az ív két vége diafragmás és o ldal irányban befogot t , az igénybevéte lek számításához 
azonban eajàt s íkjában csuklósnak tek int jük . A geometriai és szilárdsági segédmennyiségeket 
ásd [3]-ban v a g y [4]-ben. 

6. ábra 

Az egyszerűség kedvéért e l t ek intünk attól, hogy a terhek nem radiál isak és az anti-
metr ikus teher nem szinusz-törvény szerint oszlik meg. Kiszámítjuk a m e g a d o t t terhekből 
keletkező nyomóerőt és az ívnegyedben keletkező haj l í tónyomatékot , s ezeket IVj-nak és 
M 2 - n e k tekintve határozzuk meg a rugalmas kihajlással szemben fennál ló biztonságot. 

Az igénybevéte lek közelítően a következők: 

K ö z p o n t o s nyomás: 

jyállandó Я*. g • к = 3 m • 200 kp/m2 • 14,14 m ^ = 8 ,49 Mp 

iVhó ^ J _ P j R = _ L . 3 . 80 • 14,14 = 1,69 Mp 
Li Li na = 10,18 Mp. 

pL2 3 • 32 • 202 

Hajl í tás : ^ = = 1,2 Mpm 

p L 2 3 • 8 0 • 2 0 2 , r „ 
Aí,hó = = 1,5 Mpm 

2 64 64 — 
M 2 = 2,7 Mpm. 

A héjív M 2 k r kritikus n y o m a t é k á t már az 5. p o n t b a n kiszámítot tuk. А II. táblázat 
adatai közül a 2 -f- 2 szabad paraméterrel számított M2kr = 62,10 Mpm értéket használjuk fel . 

A központos nyomóerő krit ikus értéke a (30) képlet te l 171 Mp-ra adódot t [4]. 
A másodfokú parabolával v é g z e t t stabi l i tásvizsgálatot a 6. ábrán mutat juk be. 
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A kritikus igénybevéte l -pár a k ö v e t k e z ő értékűre adódot t : 

Щ = 123,6 Mp, 

M* = 32,7 Mpm. 

A rugalmas kihajlással s zemben fennálló biztonság tehát 

Nq* _ M* 
Nq M, 

12,1-szeres. 
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