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VASTAG KÖRLEMEZ PROBLÉMÁJA 
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A M Ű S Z A K I T U D O M Á N Y O K D O K T O R A 

AZ M T A É P Í T É S T U D O M Á N Y I M U N K A K Ö Z Ö S S É G E , B U D A P E S T 

[Beérkezett 1966. július 27-én] 

A dolgozat a körszimmetrikusan terhe l t vastag kör lemez problémáját a Kirchhoff-
féle egyszerűsítő feltevések igénybevétele nélkül tárgyalja. A terhelést a f e ladat saját függ-
vényei szerint haladó sorba fejt i , s a sor á l ta lános tag jár»nézve megadja a fe ladat megoldását 
A dolgozat a sor első tagjának megfelelő pontosabb megoldást a Kirchhoff-féle közel í tő meg-
oldással egybevetve , megál lapítja , hogy v a s t a g a b b lemezek e se t ében a két megoldás lényegesen 
eltér egymástó l . 

1. Bevezetés 

A Kirchhoff-féle lemezelmélet az állandó vas t agságú rugalmas síklemez 
p rob lémá jának tá rgya lásakor a klasszikus rugalmasság elmélet szokásos fel-
tevésein felül több tovább i egyszerűsítő feltevéseket a lka lmaz. Ezek az egysze-
rűsítő fel tevések a technika i gyakor la tban leginkább használt vékony lemezek 
esetében minden képpen indokol tak, vastag lemezek esetében a z o n b a n általá-
ban nem a lka lmazha tók . I ly esetekben a lemezprobléma megoldására a rugal-
masságtan szigorú módszereihez kell folyamodni. Ezzel a p rob lémáva l Mi-
CHELL [ 1 ] , L O V E [ 2 ] és D O Ü G A L L [ 3 ] foglalkoztak, s ugyanezt a p roblémát 
t á rgya l ta szerző [4] is egyik előző dolgozatában. E b b e n a ruga lmasság tan 
alapegyenleteinek egy különleges megoldásrendszeréből kiindulva [5], a vas-
tag lemez p rob lémá jának megoldására ál talános é r v é n y ű eljárást dolgozot t ki. 
Jelen dolgozat az eml í te t t e l járásnak körsz immetr ikus megoszlású merőleges 
erőkkel t e rhe l t befogot t körlemez esetére való a lka lmazásá t m u t a t j a be. A 
szabadon felfekvő körlemez p rob lémája az i t t e lőadandókhoz hasonló módon 
t á rgya lha tó . 

2. Alapfogalmak, jelölések 

Vizsgálatainkhoz az 1. ábrán f e l t ü n t e t e t t 0 (r, q>, z) hengeres koord iná ta -
rendszert használ juk . 

Terhelésként a lemez z =+ t l a p j a i n működő z i r ányú , körsz immetr ikus 
megoszlású erőket veszünk számításba. A tárgyalás egyszerűsítésére a terhelő 
erőrendszert ké t erőrendszerre b o n t j u k szét. Az első (I . jelű) erőrendszer a 
2 = 0 síkra nézve an t imet r ikus , a másod ik (II . jelű) erőrendszer pedig a z = 0 
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síkra nézve sz immet r ikus e l rendezésű. A szóban forgó két t eher rendszer in-
t e n z i t á s á t a 2. áb ra szer int a pl = p\r), illetve p" — pU(r) t ehe r függvények -
kel je l lemezzük. 

A lemez p o n t j a i a te rhek h a t á s á r a e l to lódásoka t szenvednek . A létre-
j ö v ő el tolódások sugá r i r ányú a l k o t ó j á t a q = p(r) e l to lódásfüggvénnyel , a 
z i r á n y ú e l to lódása lko tóka t pedig a ( = £(r) e l to lódás függvénnye l jellemez-

zük . Az e l to lódása lkotókat pozi t ív koord iná ta i r ányokban t e k i n t j ü k pozití-

v o k n a k . 

<L ._$o=0 

1 ábra. Az 0 ( r , <p, z) koordinátarendszer 

A lemez feszül tségi á l l apo tá t a lemezből a 3. ábra sze r in t k imetsze t t 
elemi részecske l a p j a i r a ha tó k o o r d i n á t a i r á n y ú feszül tségalkotókkal jelle-
mezzük . E feszül t séga lkotókat a 3. ábrán f e l t ü n t e t e t t be tű j e l ekke l je lö l jük, 
s az áb rán l á t h a t ó nyí l i ránnyal t e k i n t j ü k poz i t í voknak . 

r T T T f f Ï Ï t t Ш TTTtf ТТТТГГтпттгтШ! 

Г' 

^ д щ в з ш щ щ т 

2. ábra. A p'(r) és p"(r) teherrendszer 

3. Alapösszefüggések 

Az el tolódások és feszül tségek kapcso la tá t kifejező á l t a l ános ruga lmas-
s á g i a m összefüggések az á l t a l u n k t á rgya l andó kö r sz immet r ikus esetben a 
köve tkező egyszerűbb a lakban je len tkeznek: 
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4 = 
2 G 

m — 2 
2G 

m —2 

2 G 

m —2 

T = G 

f + ( — D - ^ + f 
or r Эг 

f + A + ( — » f 
or Г 02 

(1) 

Эр + 9C_ 

3z 3 r 

A f e n t i kép l e t ekben G a l e m e z a n y a g ny í ró ruga lmasság i t é n y e z ő j é t , m pedig a 
Poisson-fé le s zámot je len t i . 

3. ábra. A oy, a^, oz feszültség 

T e r m é s z e t e s e n , a oy, o2 , x v á l t o z á s á t k i fe jező f ü g g v é n y e k kie légí teni 
t a r t o z n a k az egyensúly i f e l t é t e l eke t , me lyek a jelen k ö r s z i m m e t r i k u s e se tben 
a k ö v e t k e z ő egyenle tekke l f e j e z h e t ő k ki : 

Эг Эг r r 

-Üb + Ü + Jl « 0 . 
3z Эг r 

(2) 

Az egyensúlyi f e l t é t e l eken k ívü l , t e rmésze te sen , a f e l a d a t ke rü le t i fel-
t é te le i t is ki kell e légí teni . E z e k a fe l té te lek az I. teherrendszer e se tében a 

x(r,±t) = 0, 

r+t 
or (a,z) dz = 0, 

<*z{r,±t) =±pl (r), 

dC (a, 0) 
dr 

= 0 , f ( o , 0 ) = 0 

(3) 

(4) 

k é p l e t e k k e l f e j ezhe tők ki , а II. teherrendszer ese tében p e d i g így f o g a l m a z h a t ó k : 

T ( r , ± t ) = 0, ffz(r,±t)=-p"(r), (5) 

d t ( a , 0 ) r+t 
J «r 2) dz = 0, = 0 , С ( a , 0 ) = 0 . (6) 
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4. A tehertagok 

A px = px (r) és pu — pu (r) teherfüggvényeket a 

d2 Ф 1 d<P 
+ = + Л й Г . + Я2Ф = 0 (7) 

dr2 r dr 

differenciálegyenletnek az r = a helyen e l tűnő megoldásai t — sajátfüggvé-
nyeit — ta r ta lmazó sorba f e j t j ü k . 

A fenti differenciálegyenlet az J0(Ar)-jelű nul ladrendű Bessel-féle függ-
v é n y ismert differenciálegyenlete, a benne szereplő A fak to r pedig tetszőlegesen 
v á l a s z t h a t ó pa ramé te r , melynek alkalmas kijelölésével e lérhető, hogy az 
J0(Xr) függvény az r = a he lyen el tűnjék. E különleges X ér tékek meg-
ha tá rozásához természetesen i smernünk kell az 

JQ(Xr) = 0 

egyen le t (pozitív) gyökeit . U t ó b b i a k a t nagyságuk sor rendjében 

X1 < x2 < • • • < Xk < • • • 
b e t ű k k e l jelölvén, minden xv x2, . . . xk, . . . gyökhöz rendelhe tő egy-egy meg-
fe le lő X pa raméte r : 

3 3 X I 3 _ 
л1 9 Л2 9 • • • 9 а 

Az így nyert Ах, Л2, • • • , Ад, . . . er tekeknek megfelelő nu l l ad rendu Bessel-fele 
függvényeke t 

J0 (Aj a), J0(X2 a), ... , J0(Xka),... 
b e t ű k k e l jelöljük. 

Ismervén а fen t i s a j á t függvényeke t , a jo'(r) és />"(r) t eher függvényeke t 
a következő sorokkal he lye t t e s í the t jük : 

oo oo 
PI(r)=^PIk(r) = £clJ0(Xkr), (8) 

k = l k = 1 

P%) = J'pll(r)= j 4 ' J o ( 4 4 - (9) 
= 1 /£ = 1 

A fent i képle tekben szereplő Сд, illetve Сд1 e g y ü t t h a t ó k é r t éke : 

4 = „ J , , Г rPWо(4r)-dr, (10) <PJ\{Xka) 

= " T r ï T T — Г Г • J ° 4 • àr. ( 1 1 ) 
a-Ji(Xka) Jo 
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I t t Jx(Xkr) az e l s ő r e n d ű Bes se l - függvény é r t éke t j e l e n t i a Xkr h e l y e n . 
A (8) és (9) s o r o k egyes t a g j a i n a k megfe le lő t e r h e k e t tehertagoknak f og -

j u k n e v e z n i , s a k ö v e t k e z ő k b e n a f e l a d a t m e g o l d á s á t c supán ezen t e h e r t a g o k r a 
n é z v e f o g j u k b e m u t a t n i . A d o t t e s e t b e n a k e r e s e t t mego ldás t az egyes t e h e r -
t a g o k n a k megfe le lő mego ldások összegezésével l e h e t e lőál l í tani . 

5. A f e l a d a t m e g o l d á s a 
a középs ík r a nézve a n t i m e t r i k u s m e g o s z l á s ú teher ese tében 

Az a l á b b i a k b a n elegendő a c s u p á n 

Pk = ck Л (К rL 4 = k o n s t 

t e h e r t a g h o z t a r t o z ó m e g o l d á s t i s m e r t e t n i . A m e g a d a n d ó k é p l e t e k v a l a m e n n y i 
t e h e r t a g ese tében a l k a l m a z h a t ó k , a n n a k el lenére, h o g y a v o n a t k o z ó kép l e t ek -
b e n az eml í t e t t t a g s o r s z á m á r a u t a l ó fc-indexet n e m í r j u k ki . 

A [4] d o l g o z a t b a n közöl t á l t a l á n o s m e g o l d á s t szem e lő t t t a r t v a , e l toló-
d á s - f ü g g v é n y e k ü l a k ö v e t k e z ő k e t v á l a s z t j u k : 

Aí dj0 (Xr) ginh h ; ginh д  

dr 

m— 2 
m 

И 

cosh Xt • s i nh Xz — Xz • cosh Xt • cosh Xz) — 2B[ rz , 

с = A1 XJ0 (Яг) (Xt • s inh Xt • cosh Xz - f (12) 

n 
-f- cosh Xt • cosh Xz — Xz • cosh Xt • s inh Xz) + 

m 

+ ß 1 

m — 1 

I t t A 1 , В 1 és С á l l a n d ó t j e l en t . 
H a a fen t i e l t o l ó d á s f ü g g v é n y e k e t az (1) k é p l e t e k b e b e h e l y e t t e s í t j ü k , s 

t e k i n t e t t e l v a g y u n k a (7) a l a t t i a k a l a p j á n f e l í r h a t ó 

dr2 r dr 

összefüggésre , a f e s z ü l t s é g a l k o t ó k r a a k ö v e t k e z ő k é p l e t e k e t k a p j u k : 

ar = 2GA1-- • d J o ( A r ) ( - Я ! - s i n h Я < - s i n h Яг + 
r dr ( 

m 2 
H cosh Xt • s inh Xz + Xz • cosh Xt • cosh Яг 

m 
(13a) 

+ 2GA1 X2 J0 (Xr) (—Xt • s i nh Xt • s inh Xz + 

cosh Xt • s i n h Xz + Xz. cosh Xt • cosh Xz) 
4 G В 

m 
m — 1 j 

22 MTA VI. Osztály Közleményei 39, 1967 



3 2 8 c s o n k a pái, 

a - 2 G A ' . l . * ™ 
r dr 

Át • s inh Át • s inh Áz — 

(13b) ^ 2 
cosh Át • s inh Áz — Áz • cosh Át • cosh Áz m 

+ 

9 4 Г R1 ( 2 
+ 2GAl Á2 J0 (Ár) cosh Át • s inh Áz m г , 

m m — 2 I m — 1 

<тг = 2 G A1 Á2 J0 (Ár) • (Át • s inh Át • s inh Áz + 

-)- cosh Át • sinh Áz — Áz - cosh Át • cosh Áz), 

x = 2 G A1 Á • s inh Át • cosh Áz — — Áz - cosh Át • s inh Áz). 
dr 

Egyszerű p r ó b a azonnal meggyőzhe t arról, hogy a (13) feszül tségrend-
szer pon tosan megfelel a (2) egyensúlyi egyenleteknek, miért is á t t é r h e t ü n k a 
lemez z = i t lapjaira vonatkozó (3) jelű kerületi feltételek v izsgá la tá ra . 

A (3) a l a t t i első feltétel n y i l v á n v a l ó a n eleve te l jes í tve v a n , e n n e k betar-
t á s a é rdekében t e h á t semmi in tézkedés sem szükséges. 

A (3) a l a t t i második feltétel a (8) a la t t i ak f igye lembevéte léve l 

= (Г ± t) = ± c1 J 0 (Ár) (14) 

a l a k b a n í r h a t ó , ahol a (13) a l a t t i ak szer int 

cr2 (r , ± t) = 2 G A1 • Á2 J0 (Ár) (± Át • sinh2 Át ± 

i cosh Át • sinh Át i Át - cosh2 Át) = 

= 2 G A1 • Á2 J0 (Ár) • cosh Át • s inh Át q= Át) = 

= ± 2 G A • Á2 lJ0 (Ár) (cosh Át • sinh Át — Át). 

E z t az é r téke t a (14) fe l té te legyenle tbe behe lye t tes í tve , az eddig h a t á r o z a t l a n 
A1 á l landóra az 

Ai = ' 
2G Á2 (cosh Át • sinh Át — Át) 

i l letve az 

A1 = (15) 
GÁ2 (s inh 2Át — 2Át) 

é r t éke t k a p j u k . 
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E z e k u tán r á t é r h e t ü n k a lemez peremére vonatkozó (4) kerületi feltételek 
t á r g y a l á s á r a . 

A (4) a la t t i első feltétel e s e t ü n k b e n a terhelés an t ime t r ikus vo l t a fo ly tán 
eleve te l jes í tve v a n . 

A (4) a la t t i második feltétel (12) f igyelembevéte lével így f e j ezhe tő ki : 

AlX i : dJ0 (Яа) 
dr 

Xt • sinh Xt -j- — — cosh Xt + 2 B 1 a = 0 . 

Innen 

B1 = — X 
2 a 

dj0 (Хм) 

dr 
Xt • sin Xt -f- Á cosh At j • A1 

i l letve a 

dr 

összefüggés behelyet tes í tésével 

1 
B 1 

2a 
X2J, (Xa) Xt • s inh Xt -j- — cosh Xt 

m 
• A 1 (16) 

A (4) a la t t i harmadik feltétel a (12) a la t t iak f igyelembevéte léve l a követ -
kezőképp foga lmazha tó : 

+ В ' а 2 + С' = 0 . 
Innen 

C1 — — a2 B 1 . (17) 

Az А1 , В 1 , C1 é r t éké t m e g h a t á r o z v á n , f e l a d a t u n k a t t u l a j d o n k é p p meg-
o l d o t t u k . Nehézség c supán az r = 0 helyen m u t a t k o z i k , i t t t i . a (13) a la t t i 
első k é t képlet h a t á r o z a t l a n n á vá l ik . E helyeken a crr, illetve erv feszül tséget az 
r — 0 h a t á r á t m e n e t t e l kell megha tá rozn i , f igye lembe véve, hogy 

Jo (0) = ü l im Г— 
Г—о[ Г 

dJ0(Xr) 
dr 

X2 

2 
(18) 

Ezt t u d v a , a aT és feszültségre az r = 0 helyen a köve tkező kép le t e t k a p j u k : 

o,(0,z) = aT(0,z) = GAlX2 

m + 2 + 

— Xt • sinh Xt • s inh Xz + 

cosh Xt • s inh Xz -f- Xz • cosh Xt • cosh Xz I — 
m 

4 G B ' 

m — 2 
m 

m — 1 
z . 
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A lemezlapok k ö z é p p o n t j á b a n , vagyis az r = 0, г = p o n t o k b a n 

T (Ol ± 0 = °ç ± 0 = r t í ^ 1 A2 í/f + m + 2 sinh2At 2 m 

4GB 1 2 m — 
m —2 m — 1 

t , 

i l letve a (15) és (16) a l a t t i ak f igye lembe vételével 

< r r ( 0 , ± í ) = < r , ( 0 , ± f ) = 

2 

c1 At 
1 + 

m + 2 sinh 2At 

m — 2 
2 ] —Jy (Да) 

m - l а 

sinh 2At — 2At 

sinh At 4-

m 2 At 

2 m — 2 cosh At 

m At 
(19) 

6. A f e l ada t megoldása 
a középsíkra nézve sz immet r ikus megoszlású teher esetében 

A köve tkezőkben a megoldás t c supán a /e-adik 

Pk = 4 1 Л ( h r ) , с ' 1 = k o n s t . 

t e h e r t a g esetére m u t a t j u k be, de az egyszerűbb í r á smód kedvéér t az idevonat 
kozó kép le tekben a szóban forgó t e h e r t a g so r számára utaló к i n d e x e t nem 
tesszük ki. 

Most a [4] do lgoza tban közöl t á l ta lános megoldás t szem e lő t t t a r t v a , 
e l to lódás függvényekü l az a l ább iaka t v á l a s z t j u k : 

о = A u d J ° ( Я Г ) • 
dr 

At • cosh At • cosh Az 

m- 2 
sinh At • cosh Az — Az • sinh At • s inh Az + B n r , 

С = A1 1 AJ0 (Ar) (At • cosh At • s inh Az 

2m —2 

(20) 

+ • • s inh At • sinh Az — Az • sinh At • cosh Az — 

B 1 

m — 1 
•z + C " . 
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A fen t i kép l e t ekben A1 1 , B U és C " h a t á r o z a t l a n ál landó. 
A (20) a l a t t i e l to lódás függvényeke t a (1) kép le tekbe behe lye t t e s í tve , a 

feszül t séga lkotókra az a lábbi képle teket k a p j u k : 

/ 

o r = 2GAU • 1 • dJo (Ar) f - At • cosh h • cosh Az + 
r dr { 

— — sinh fa • cosh fa + Az • s inh fa • sinh Az\ + 
m 

+ 2GAU A2J0 (fa)(— fa • cosh fa • cosh fa + 

+ sinh fa • cosh Az + Az • sinh At • s inh Az) + 

2 GBU 

+ 
m — 2 ~ m — 1 ) ' 

= 2GA11- • d J ° ( ; ' r ) {fa • cosh At • cosh Az -
r dr ( 

sinh At • cosh Az — Az - s inh At • sinh Az 
m 

(21) 

2 2 Г В 1 1 / 2 
+ 2GAU faJ0(Ar) sinh At • cosh Az -j m -

m m — 2 ' m — 1 

0 г = 2 G A" • A2J0 (A r) (At • cosh At • cosh Az + 

+ sinh At • cosh Az — Az - sinh At • s inh Az), 

r = 2 G A" A dJ° ^ (At • cosh At • s inh Az-Az- sinh At • cosh Az). 
dr 

A fen t i feszül t ségrendszer egyszerű p r ó b á v a l igazo lha tóan pon tosan meg-
felel a (2) egyensúlyi egyenleteknek, miért is ezek u t á n r á t é r h e t ü n k a lemez lap-
jaira vonatkozó (5) alatti kerületi feltételek v izsgá la tá ra . 

Az (5) a l a t t i első feltétel m inden külön in tézkedés né lkül eleve t e l j e s í tve 
van . 

Az (5) a l a t t i második feltétel a (9) a l a t t i a k r a való t e k i n t e t t e l 

<rz(r,±t)= -c"J0(Ar) (22) 
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a lakban í r h a t ó . I t t a (21) egyenle t rendszer h a r m a d i k egyenlete szerint 

a2 (r, ± t ) = 2GAU A2 J 0 (Ar) (Ai • cosh2 At + 

-f- s inh Ai • cosh Ai — At • sinh2 At) = 

= GA11 A2 J 0 (Ar) (s inh 2At + 2At). 

H a ezt az é r t é k e t a (22) kép le tbe behe lye t t e s í t j ük , s az így nyer t egyen le te t 
А1'-та m e g o l d j u k , azt t a l á l j u k , hogy 

A 1 1 = - (23) 
GA2 (s inh 2 At + 2At) 

H á t r a v a n még a lemez peremére vonatkozó (6) kerületi feltételek vizsgá-
l a t a . 

A (6) a l a t t i első feltétel ar (21) a la t t i é r tékének fe lhasználásával a ki je löl i 
integrálás v é g r e h a j t á s a u t á n a köve tkező összefüggésre veze t : 

4 G A " - L . d J o (* a ) ( _ Xt • cosh At• sinh At + 
la dr \ 

+ — — s inh 2 At + It - cosh At • sinh At — sinh2 At) -j-
m 

+ 4GA11 A J0 (la) ( — At • cosh It - sinh A t -j-

-j- sinh2 It + It - cosh At • s inh At — sinh2 At) + 

4GB11  

m — 2 

Innen egyszerűsí tés u t á n az 

В 1 1 2 

0 . 

m — 1 
t +• 

la 

egyenlet köve tkez ik , ebből pedig a 

dj0 (Aa) 

dr 

d J о (Aa) 
dr 

IJx (Aa) 

sinh2 At = 0 

képlet fe lhasználásával ß " - r e az a lábbi egyenlet a d ó d i k : 

,, 2 (m - 2) J j (Aa) s inh 2 At B " = - -
m [m — 2/(tw — 1)] a 
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A (6) a la t t i második feltétel a terhelés a n t i m e t r i k u s vo l ta m i a t t eleve 
te l jes í tve v a n . 

A (6) a la t t i harmadik feltétel az eddig h a t á r o z a t l a n C n á l l andóra a 

C " = 0 (25) 
é r téke t szo lgá l ta t ja . 

I smervén az А1 1 , В1 1 , С11 é r t éke t , az e l to lódásoka t és feszül tségeket a 
lemez minden p o n t j á b a n számí tan i t u d j u k . Nehézség csak az r = 0 helyen 
m u t a t k o z i k , ahol t i . a r és a v képlete h a t á r o z a t l a n n á válik. I t t a a r és érté-
keket az r —>- 0 h a t á r á t m e n e t segítségével kell megha tá rozn i . E k k é n t e l j á rva , 
a (18) a l a t t i ak f igyelembevéte lével a a r és ov feszül tségekre az r = 0 helyen az 
alábbi képle te t k a p j u k : 

ar (0, z) = av( 0, z) = G A11 A2( — At • cosh Ai • cosh Az + 

m + 2 
m 

2GB" 

sinh At • cosh Az + Az • sinh At • sinh Az) -j-

2 
m — 2 m — 1 

A lemezlapok k ö z é p p o n t j á b a n , vagyis az r = 0, z = + í p o n t o k b a n 

ar(0,±t) = oT (0, ± t) = 

- GAU A2 — At -I ! sinh 2At -) 
2m I m — 2 m — 1 

illetve a (23) és (24) a l a t t i ak behelyet tes í tése u t á n 

ar (0, ± t ) = ov (0, ± t) 
At 

sinh 2At + 2At 

+ A . JiM . 
m Aa 

m + 2 sinh 2Aí 
2 At 

sinli2 At 

A212 
(26) 

7, A feladat Ki rchhoff - fé le megoldása 

A köve tkezőkben a fe ladat Kirchhoff-fé le mego ldásá t m u t a t j u k be, de 
csak 

Р/с = 4 " Jq ( 4 r) , 4 " = k o n s t 

t eher rendszer esetével fogla lkozunk. Az ide vona tkozó kép le tekben — az elő-
zőekhez hasonlóan — a t e h e r t a g so r számára u ta ló k- indexet a rövidség ked-
véér t ez a lka lommal sem fog juk k i t enn i . 
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A Kirchhoff - fé le lemezelmélet szer int a k ö r s z i m m e t r i k u s a n t e rhe l t kör-
lemez de fo rmá l t k ö z é p s í k j á n a k d i f fe renc iá legyen le te : 

d2 
J L 1 Y 8 ^ 3 ( m - l ) 

dr2 r dr ! 4mG í3 

Ez az egyenlet a s zóban forgó különleges terhelési ese tben így í r h a t ó : 

dr2 r dr 4mG t3 
( 2 7 ) 

Minthogy az i t t szerep lő J0(Ar) f ü g g v é n y a (1) je lű Bessel-féle dif ferenciálegyen-
let s a j á t f ü g g v é n y e , ny i lvánva ló , h o g y 

d'1 1 d \2 

T7 + - - "f Joür) = VJ0(lr). 
dr- r dr < 

(28) 

E z t t u d v a , a (27) d i f ferenciá legyenle t á l ta lános megoldásá t a z o n n a l megad-
h a t j u k : 

с ^ 3 ( m ~ )I!"1 • + B „ 1 r 2 + c „ , t ( 2 9 ) 
4 m G А3 г3 

I t t В és С á l l andó t je lent . E z e k n e k oly é r téke t kel l d o n í j t a l t a n u n k , hogy a 

f ( a , 0 ) = 0 , Ä = 0 
dr 

( 3 0 ) 

ke rü l e t i fel té telek t e l j e sed jenek . A f e n t i két köve t e lmény a k k o r valósul meg 
h a 

I n _ 3 ( m — 1 ) с 1 П 1 
В 1 

C n i = -

4 m GA3 г3 2 a 

3 ( m - l ) c U I 

J i ( A a ) , 

4 m GA3 í 3 

] - . / 0 ( A a ) (Aa) 
A Z 

(31) 

E z e n é r tékek f igyelembevéte léve l а lemez középs ík j án fekvő p o n t o k z i rányú 
e l to lódásá t kifejező egyenlet így a l a k u l : 

g = 3 ( m - l ) c , n 

4 m G A313 
4 " Л M - 4 Л (Л«) + А т ^ - ( г 2 - в ' > 
A A la 

(32) 
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I smervén a f = f ( r ) függvény t , a sugár i rányú feszültségeket az i s m e r t 

a r = — 
2G 

m — 1 
d 2 C 1 d 

m 1 — 
dr2 r dr 

képlet segítségével h a t á r o z h a t j u k meg. Ezek szerint 

a r = — 
3 c " 

2mA313 

m d2 J 0 (Ar) 
+ — J x ( A a ) 

ar- a 

illetve а 
A r dr a 

A o M = _ A J j (Ar), 
dr 

dr- r 

összefüggések f igyelembevételével 

3 c " 
2 m A313 

mXJ0 (Ar) — (m — 1) J j (Ar) 
r 

m + 1 
Jy(Xa) • (33) 

A (33 képle t ) az r = 0 helyen ha t á roza t l anná vá l ik . I t t o> ér téke az 
0 ha t á rá tmene t t e l á l l ap í tha tó meg. A számítás t az 

J 0 (0) = 1, lim 
г—>o 

Л А ) 
2 

összefüggések f igyelembevételével vég reha j tva , a o> feszültségre az r = О 
helyen a köve tkező képlet adód ik : 

+ ( 0 , 2 ) 
3 ( m + l ) c 

3mA2í3 

in 

Aa 

A lemezlapok középpon t j ában , vagyis az r = 0, z = + t pon tokban 

+ (0, ± «) = ± 
3 ( m + l ) c " 1 

4m A212 1 -
2 Jy (Aa) 

Aa 
(34) 
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8. Az eredmények összehasonlítása 

Érdekes lesz a pon tosabb elmélet szerinti crr feszültségeket a Ki rchhoff -
féle lemezelméletből adódó crr feszültségekkel egybevetni . Az összehasonlí tást 
az 

m = 4 

érték feltételezésével a lemezlapok k ö z é p p o n t j á b a n végezzük el, de csak a 
к = 1 t ehe r t agbó l származó feszültségek összehasonlí tásával foglalkozunk. 

c'JoM 

4. ábra. A p = с J0(A r) teherrendszer 

Terhelésként a lemez z = —t l ap j á ra ha tó 

P . = cJo ( Я г ) 

intenzi tású -(-z i rányban h a t ó megoszló erőrendszert veszünk számí tásba 
(4. ábra). E z t az erőrendszert a pontosabb számító el járás során egy a lemez 
középsíkjára ant imetr ikus és egy sz immetr ikus teherrendszerre b o n t j u k fel , 
melyek in tenz i tása 

p ' = c ' J 0 ( A r ) , c ' = ' 

illetve 

р и = с " Л ( А г ) , c " = y . 

A Kirchhoff-féle közelítő elmélet a lkalmazása során viszont a két t ehe r rend-
MTA VI. Osztály Közleményei 39, 1967 
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szer t együt tesen vesszük s z á m í t á s b a , t ehá t a számításba v e e n d ő teher rend-
szer : 

p* = cIH J0 (Xt), clu = c. 

E s e t ü n k b e n , lévén к = 1, a kép le tekben szereplő A=A1 s a j á t é r t é k e t a nu l -
l a d r e n d ű J0(x) Bessel-féle f ü g g v é n y első zérushelye ha tá rozza meg. Min thogy 
az J0(x) = 0 egyenle t első gyöke [6] 

xx = 2 ,4048, 
ezér t 

Xx = 2,4048/a 
és 

Л ( V ) = Л (и) = 0 , 5 1 9 1 . 

V 
1A 

1,2 

1,0 

QS 
0,6 

OA 
0,2 

0 0,05 0,10 0,15 0,20 0 , 2 5 0 , 3 0 

5. ábra. A pontos és közelítő feszültségértékek viszonya a z = ± t lemezlapok középpontjában 

Az összehasonlí tó s z á m í t á s t különböző t/a v i szonyszámok esetére el-
végezve , a <rr(0, + f ) feszül tségekre az I. t á b l á z a t b a foglalt é r t é k e k e t t a l á l t uk . 
E t á b l á z a t b a n a o>(0, + t ) , o>'( 0, + t ) és o'"(0, + t ) betűjel a pl, pu, plu t eher -
rendszerből szá rmazó sugá r i r ányú feszül tségeknek az r = 0, z = + í helyen 
v e t t é r tékét j e len t i . Ugyan i t t az r](0, + t ) számoszlopok a p o n t o s a b b elmélet-
nek megfelelő огТ(0, + í ) + (ТП(0, feszültségek és a Kirchoff - fé le közelí tő 
e lméle t szerinti о (0, + t ) feszül tségek h á n y a d o s á t t ün t e t i k fe l : 

« г ш ( 0 , ± » ) 

Mint az I . t á b l á z a t r](0, + t ) oszlopaiból, va lamin t az 5. ábrából meg-
á l l ap í tha tó , v é k o n y lemez ese tében a Kirchhoff-fé le közelítő k é p l e t t e l számí to t t 
sugá r i r ányú feszül tség alig t é r el a pon tosabb elmélet szer in t i sugár i rányú 
feszül tségtől . Viszonylag v a s t a g a b b lemezek ese tében a he lyze t m á s : a pon tos 
és közel í tő feszül tségér tékek je len tősen kü lönböznek egymás tó l . 
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I. táblázat 

A sugárirányú feszültségek összehasonlítása a lemez z = ± í lapjának középpontjában 

I/o cî(0,+0 oRo,±i) сР(0 ,±0 9 (0 + t) 1/(0,-1) 
• 

- 0 

0,05 

0,0921 
(t/a)2 C 

± 3 6 , 4 1 6 с 

0,090 с 

0,091 с 

0,0921 
± (t/a)2 С  

± 3 6 , 8 4 3 с 

1,000 

0,997 

1,000 

0,992 
0 ,10 ± 9,012 c 0,096 с ± 9 ,211с 0 ,989 0,968 
0,15 ± 3,896 c 0,103 с ± 4,094 с 0 ,977 0,927 
0,20 ± 2,109 c 0,113 с ± 2,303 с 0 ,965 0,867 
0,25 ± 1,286 c 0,125 с ± 1,474 с 0 ,958 0,787 
0,30 ± 0,842 c 0,140 с ± 1,024 с 0 ,958 0,686 
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