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E z a do lgoza t a radiá l i s i r á n y b a n n a g y m é r e t ű , gyűrű a l a k ú vékony lemezek s t ab i l i t á sáva l 
fogla lkozik , de csak a g y ű r ű tengelyével p á r h u z a m o s i r á n y b a n tö r t énő k i h a j l á s veszélyét 
v izsgál ja . A dolgozat első része a külső p e r e m e n s u g á r i r á n y b a n n y o m o t t , a belső pe remen 
szabad g y ű r ű k s t ab i l i t á sá t t á r g y a l j a , m á s o d i k része a belső p e r e m e n s u g á r i r á n y b a n n y o m o t t , 
a külső p e r e m e n szabad g y ű r ű k k i h a j l á s á t i smer te t i . 

I 
1. Bevezetés 

A körsz immet r ikusan n y o m o t t g y ű r ű a lakú t a r t ó k s t ab i l i t á suka t kétféle-
képpen vesz í the t ik el: a k ihaj lás v a g y a gyűrű tengelye i r á n y á b a n következik 
be, v a g y a tengelyre merőleges s íkban . Az első eset a radiális i r á n y b a n nagy-
mére tű , a tengely i r á n y á b a n k i smére tű gyűrűkön veszélyes. A k iha j l á s második 
esete a t enge ly i r á n y á b a n vas tag g y ű r ű k ö n köve tkez ik be. 

A kü lső és belső peremen egyenle tesen megoszló egyenlő rad iá l i s nyomó-
erővel t e rhe l t gyűrű a l akú lemezek s tabi l i tás i p rob lémáiva l W . R . D E A N [ 1 ] 

és N. Y A M A K I [2] fogla lkozot t . Y A M A K I a gyűrű peremei m e g t á m a s z t á s á n a k 
minden lehetséges esetére t á b l á z a t o k b a n és d i ag ramokban m e g a d t a a kri-
t ikus n y o m ó e r ő é r t éké t . Ez t a s t ab i l i t á sp rob lémát t e h á t már t e l j e sen meg-
o ldo t t ák , t o v á b b i t á rgya lá sa felesleges. 

A kü l ső (befogot t vagy szabadon m e g t á m a s z t o t t ) peremen radiál isan 
n y o m o t t , a belső szabad peremen te rhe le t len k ö r g y ű r ű alakú lemezek stabi-
l i tásá t E . M E I S S N E R [3] t a n u l m á n y o z t a . M E I S S N E R számításai azon a fel-
tevésen a l apu lnak , hogy a körgyűrű k iha j l á s i a l ak ja forgásfelület . E z a feltevés 
azonban a kü l ső peremén kihaj lással szemben befogott lemezeknél n e m mindig 
helytál ló , a m i n t erre m á r T I M O S H E N K O ([4], 391 — 392 oldal) is r á m u t a t o t t . 
K ö n y v é b e n M E I S S N E R számítási e redménye inek ismerte tése u t á n a követ-
kezőket í r j a : 

„ I t m u s t be no t ed , however , t h a t in t h i s discussion b u c k l i n g symmet r i ca l w i t h respect 
to t h e cen t e r of t h e p l a t e is a s sumed while f o r b/a (b — r a d i u s of the inner b o u n d a r y , a — 
r a d i u s of t h e o u t e r b o u n d a r y ) app roach ing u n i t y t h e cond i t ions fo r a compressed r ing wi th 
o u t e r b o u n d a r y c l amped a re ana logous to t hose of a long compressed r ec t angu la r p l a t e c lamped 
a long one s ide a n d f ree a long t h e o ther . Such a p l a t e buckles i n m a n y waves (see p . 364); we 
should expec t t h a t in t h e case of a na r row r i n g also several w a v e s along t h e c i r cumference 
would be f o r m e d du r ing buck l ing and t h a t t h e va lues of к o b t a i n e d on t h e a s s u m p t i o n of 
s y m m e t r i c a l buck l ing would give exagge ra t ed v a l u e s for ( N r ) c r . " 

1* MTA VI. Otxtály Költeményei 38 1967 



34 RÓZSA MIHÁLY 

TiMOSHENKOnak ezt a feltevését a továbbiakban közölt számítások 
teljesen igazolják. MEISSNER feltevése csak akkor helyes, ha b/a < 0,46. 
Ha b/a ]> 0,46, akkor a lemez kihajlott alakja nem forgásfelület, mert a lemez 
középpontjával koncentrikus körök — a befogott peremtől eltekintve — 
a kihajláskor egy vagy több hullámú szinuszgörbékké torzulnak. A 6/a arány 
növekedésével a hullámok száma egyre nagyobb lesz, a kritikus nyomóerő 
tényleges értéke pedig egyre jobban eltér a MEISSNER által megadott érté-
kektől. 

Más a helyzet , lia a külső n y o m o t t pe rem szabadon m e g t á m a s z t o t t . 
E b b e n az esetben TIMOSHENKO f e n t e b b i s m e r t e t e t t h a t á r á t m e n e t é v e l a kör-
gyűrű elemi szek torábó l egy olyan hosszú n y o m o t t derékszögű négyszögű 
lemezt k a p u n k , a m e l y n e k a nyomóerőve l p á r h u z a m o s egyik oldala szabadon 

N 

m e g t á m a s z t o t t , a m á s i k a pedig s zabad . Egy i lyen lemez az oldalak a rányá tó l 
függe t lenül mindig e g y i r ányban h a j l i k ki (lásd pl . [4] 362. oldal) . A külső 
n y o m o t t peremen s z a b a d o n m e g t á m a s z t o t t g y ű r ű k k iha j lo t t a l a k j a t e h á t 
forgásfelület , és így MEISSNER fe l tevése he ly tá l ló . Ezér t a s zabadon meg-
t á m a s z t o t t gyűrű s tab i l i t á sv izsgá la táva l i t t nem fogla lkozunk. 

A belső pe remen n y o m o t t , a kü lső peremen s z a b a d kö rgyű rűk s tabi l i tásá t 
a végte len külső á t m é r ő j ű gyűrű speciális esetének kivételével [5] az irodalom 
eddig n e m t á r g y a l t a . 

2. A külső p e r e m e n körsz immet r ikusan n y o m o t t körgyűrű k iha j lása 

2.1. A körgyűrű kihajlott alakjának integrodifferenciálegyenlete 

A körgyűrű a l a k ú lemez a suga rú külső p e r e m é t N egyenletesen megoszló 
radiál is nyomóerő t e rhe l i (1. ábra ) . E z t a p e r e m e t a lemez s ík j á r a merőleges 
k iha j lássa l szemben be fogo t tnak té te lezzük fel. A körlemez b sugarú belső 
pereme szabad és te rhe le t len . A számí tások egyszerűsí tésére fe l tesszük, h o g y 
a = l . 
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A radiál is nyomóerő h a t á s á r a a lemezben fel lépő a r radiál is és a 9 gyűrű -
feszül tségeket L A M É képletei a d j á k meg : 

N 1 

-

h l — b2 

N 1 

1 — 
b2 

h 1 -b2 

ahol 
h a lei il ez v a s t a g s á g a ; 
r a k ö r g y ű r ű k ö z é p p o n t j á t ó l s z á m í t o t t t ávo l s ág . 

(1) 

6r+dGr 

2. ábra. E l e m i k ö r g y ű r ű s z e k t o r 

A k i h a j l o t t a lak egyenle tének levezetésére f e l í r juk a s a j á t s ík já tó l z 
t ávolságra k i h a j l o t t lemez gyűrűszek to r a lakú A B C D elemének (2. ábra) 
egyensúlyi fe l té te lé t a lemez eredet i s ík j ának normál i sa i r á n y á b a n . A CD és 
AB szakaszon h a t ó húzóerőnek ezen normál is i r á n y á b a eső össze tevője : 

I ű o v r — p dep—[harr^-
' Э r)r r+dr 

dep = h — (<Jr r—I dr.dcp . 
9r 9r 

U g y a n ú g y a B D és AC szakaszon: 

h l * - * ) d r -
r d(P)9+d9 

h d r = h^L^-dr.dep. 
r d<p)9 r dcp2 

E ké t k i fe jezés t összeadva és az összeget az elem r d(p dr t e rü le tével 
elosztva, m e g k a p j u k a k iha j l o t t lemez terüle tegységére ha tó q f i k t í v megoszló 
t ehe r é r t éké t : 

h 9 I dz 
q = le r 

r 9r 9r 

h 92z 
4 orm r2 9 дер2 (2) 

Az A B C D elemre h a t ó erők radiál is összetevőinek egyensúlyi fe l té te le : 

9 

9r 
( r ar) 
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E z t a kifejezést az előző képle tbe behe lye t t e s í tve : 

q = h |о> 
9 2 Z I l d z 1 d2z 
9r2 в " [ Т э Г T2" э ^ 2 

( 2 * ) 

A végtelen k ic s inynek fe l té te leze t t k iha j l á skor vá l toza t l an oy és a^ 
feszültségek (1) kife jezései t (2*)-ba h e l y e t t e s í t j ü k : 

4 = 
N 

1 - b2 

1 82 + 1 92z 

г 9r r2 92^ 
(3) 

A q t e rhű lemez egyensúlyi fe l té te lé t a polár i s k o o r d i n á t á k b a n felírt 
lemezegyenlet fejezi k i : 

d r 2 r d r r2 d<p2 

92z 1 9z 1 9 2 zj 

9r2 r 9r r2 9<p2} ~ 

N 

D(l-b2) 
i - E 

9 r2 1 

^ 9z 

r 9r 
1 92z 

r2 Э9?2 
(4) 

ahol D = Eh3l 12(1 — p2) a lemez ha j l í t á s i merevsége.* 
Mindegyik N s a j á t é r t é k és a hozzá ta r tozó z(r,q>) t ehá t t a r t o z n a k (4) 

differenciálegyenletet kielégíteni; t e rmésze tesen z(r, ç>)-nek a ke rü le t i feltéte-
leket is ki kell elégítenie. 

T e g y ü k fel, h o g y a lemez n h u l l á m b a n ha j l i k ki , vagyis: 

z = wn(r) cosn<-p, (n = 0, 1, 2, 3 , . . . ) . (5) 

Ez t a kifejezést (3)-ba behe lye t tes í tve és beveze tve a 

N 
Pn 

1 - b2 
1 -

b2 d2 w 
?• + 1 + 4 

1 d i 

dr 
wn 

jelölést , a köve tkező t k a p j u k : 

pn cos n q> 

(6) 

(7) 

A q f i k t í v teher (7) szer int mindig ugyano lyan függvénye a <p szögnek, min t 
a z k iha j lás . 

Az (5) ki fe jezést (4)-be he lye t tes í tve (6) f igyelembevéte lével : 

dí2 

d r 

1 d _ 
~r ~dr r2 

•w„ Pn 
D 

, (n = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) , ( 8 ) 

* Ez t az egyenletet más alakban m á r E . MEISSNER a [3] dolgozatban levezette. 
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vagy részletesen k i í rva : 

d4wn , 2 d3wn 1 + 2n2 d2wn 1 + 2re2 dwn n4 — 4re2 

— H — r I 1 I : — H : — « > „ 
d r 4 r dr3 

NN 

D( 1 - 62) 

d r 2 

ü . 
r2 

d2 w 
- + 1 + 

b2) (1 d : wn n* 
м>„ 

r dr 
(8*) 

A f ü g g v é n y a (8) közönséges differenciálegyenleten k ívü l kielégíti 
a lemez peremei m e g t á m a s z t á s á n a k megfelelően a köve tkező kerüle t i fe l té-
t e l eke t : 

az r — 1 helyen (befogot t pe r em) : 

K ) r = i = 0 . 

dwA = 0 í 

dl //•=1 

(a) 

(b) 

az r = b he lyen (szabad p e r e m ) : 
a radiál is n y o m a t é k zérus, vagyis 

d2w 
Г + /* 

1 d w n 

r dr 

a nyi roero zérus: 

3 , . . , 1 — Ц 32 ( 1 8z 
— (Az H -
3r r dr 3(p ' r 3<p 

= 0 , 
r - 6 

= 0 . 
r=6 

(c) 

Az (5) kifejezés behelyet tes í tése és a ki jelöl t művele tek elvégzése u t á n : 

r2 dr 

+ { 3 n 2 - i x n 2 ) \ W n ] = 0 
r3 Ub 

(d) 

A t o v á b b i számí tásokban fi é r t éké t 1/3-ra vesszük fel, a m i megfelel 
a M E I S S N E R [3] á l ta l fe lve t t é r t éknek . 

A (8) dif ferenciálegyenletek az (a) — (d) kerüle t i f e l t é t e l ekke l együ t t 
a wu , wl, w2, . . ., Wn „ l e h a j l á s - a m p l i t ú d ó " függvények re v o n a t k o z ó sajátérték 
feladatokat képeznek . Mindegyik s a j á t é r t é k fe l ada thoz t a r t o z i k va lamely 
N0, NV N2, . . ., NN legkisebb s a j á t é r t é k . A tényleges k iha j l ás m i n d i g annál 
az JVj nyomóerőné l következik be (i s zámú szinuszhul lám a l a k j á b a n ) , amelyik 
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az a d o t t b/a v i szonyszámná l az N0, Nlt N2, . . ., Nn é r t ékek közül a legkisebb. 
F e a d a t u n k az Nt megha t á rozá sa . 

A t á r g y a l t s a j á t é r t é k fe lada tokra először b e b i z o n y í t j u k , hogy önadjun-
gáltak. E célból (8) d i f fe renc iá legyenle te t r-rel szorozzuk és a köve tkező a lakra 
hozzuk : 

A fen t i egyen le tben szereplő összes ki fe jezések ö n a d j u n g á l t a k [6 ,7 ] , 
t ehá t a s a j á t é r t é k f e l a d a t o k is ö n a d j u n g á l t a k . 

Az ö n a d j u n g á l t s a j á t é r t é k p r o b l é m á k legkisebb sa j á t é r t éké t az iterációs 
módszerrel l ehet m e g h a t á r o z n i [7]. H a je len esetben ezt a módszert a (8) dif-
ferenciálegyenlet és az (a) —(d) fe l té te lek a l a k j á b a n m e g a d o t t f e l ada t r a alkal-
m a z n é k , akko r minden i terációs lépésben egy Euler-fé le negyedrendű inhomo-
gén d i f ferenciá legyenle te t kellene megoldani . A m i n t ismeretes, az inhomogén 
lineáris d i f ferenciá legyenle tek megoldása az á l l andók var iá lásának módsze-
rével a homogén egyen le tek megoldására veze the tő vissza. Az a d o t t fe lada t 
esetében azonban ez a módszer igen hosszada lmas számításokra veze tne , 
amihez hozzá já ru l m é g , hogy a n é g y integrálási á l landó megha tá rozásá ra 
minden i terációs l épésben egy-egy a kerüle t i fe l té te lek a lap ján fel í r t négy-
ismeret lenes lineáris egyenle t rendszer t kellene mego ldanunk . 

A t á r g y a l t s a j á t é r t é k p rob lémát egy m á s o d f a j t a homogén Fredliolm-féle 
in tegrá legyenle t s a j á t é r t é k p r o b l é m á j á r a lehet visszavezetni . A megoldás 
s z e m p o n t j á b ó l a z o n b a n a Fredholm-féle in tegrá legyenle t nem előnyös, a kör-
sz immet r ikus k iha j lás esete (n — 0) kivételével . Az n = 0 esethez t a r tozó 
in tegrá legyenle t l eveze tésé t a Függelékben közöl jük . 

S a j á t é r t é k f e l a d a t u n k a t a l eha j lás i hatásjüggvény (Green-féle függvény) 
segítségével egy in tegrodi f ferenciá legyenle t s a j á t é r t é k f e l ada tává f o g j u k á ta la-
kí tani , m e r t az i terációs módszer t e b b e n az esetben előnyösebben lehet alkal-
mazni . 

Az integrodifferenciálegyenlet levezetése e lőt t м?л(р, r) = Кп(д, r) lehaj lás 
ha t á s függvényeke t h a t á r o z z u k meg (p — ha t á s suga ra ; r — erő sugara) . 
A h a t á s f ü g g v é n y e k , a m i n t a Green-féle f ü g g v é n y e k elméletéből ismeretes , 
a köve tkező fe l té te leke t elégítik ki : ^ 

I . A p = r p o n t kivételével eleget tesznek (8) differenciálegyenletnek, 
ha a n n a k j o b b oldala (a teher tag) zé rus : 

9p2
 Q Эр 

K n (p, r) = 0 , (re = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (9) 
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I I . A g = 1 és g = b h e l y e n kie légí t ik a Wn-те fe l í r t (a) , (b), (c) és (d) h o m o -
ke rü l e t i f e l t é t e l eke t . 

I I I . A g = r he lyen a h a t á s f ü g g v é n y és g szer in t i első k é t d i f fe renc iá l -
h á n y a d o s a fo ly tonos , h a r m a d i k d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s a a pn = 1 k o n c e n t r á l t 
t e h e r n e k megfele lően s z a k a d á s o s . Rész le tesen l e í rva : 

[ K n (в, r ) ] e = r _ 0 = [ K n (g, r ) ] e = r + 0 , (e) 

(0 

(g) 

(b) 

Q K n ( Q , r ) 3 K n ( e , r ) n 
3g e=r—о Je 

Г 9 * K n (g, r) 
-

3 * K n ( Q , r ) 1 

L 3g2 
Q~f 0 Э&2 Je 

е=л+о 

e=r+o 

33 Kn (g, r) 
9g3 

lg—г—о 

&Kn(Q,r) 
9g3 

e=r+о 

Az (e) f e l t é te l a p n = 1 t e h e r a l a t t b e h a j l o t t l emez f o l y t o n o s s á g á t , 
a z (f) f e l t é te l ped ig a l emez s u g á r i r á n y ú é r i n t ő j é n e k f o l y t o n o s s á g á t fe jez i k i . 
A (g) fe l t é te l a n y o m a t é k fo ly tonos ságábó l k ö v e t k e z i k . A (h) fe l té te l az t fe jez i 
k i , hogy a ny í róe rő „ u g r á s a " az erő he lyén egyenlő p n = 1 k o n c e n t r á l t e rőve l . 

A h a t á s f ü g g v é n y k i s z á m í t á s á r a f e l í r j u k (9) h o m o g é n Euler - fé le d i f fe-
r enc i á l egyen le t ek á l t a l ános m e g o l d á s a i t : 

ha n = 0 : K0 (g, r) = A0 (r) -f- B 0 (r) g2 + C0 (r) g2 In g D 0 (r) In g ; 

ha n = l : K 1 ( g , r ) = 4 1 ( r ) g + R 1 ( r ) T + C 1 ( r ) p 3 + D 1 ( r ) g l n g ; (10) 
Q 

ha n > 1 : Kn (g, r) = An (r) g" + Bn (r) + Cn (r) g" + 2 + Dn (r) g""+2 . 

Az á l t a l ános m e g o l d á s o k b a n szereplő A, B, C, D á l l a n d ó k é r t é k é t az 
(a) — (h) k e r ü l e t i f e l t é te lek h a t á r o z z á k meg . M i n t h o g y a b g r s zakaszhoz 
és az r g 1 szakaszhoz t a r t o z ó ke rü l e t i f e l t é t e l ek k ü l ö n b ö z ő k , az А , В , C, 
D á l l andók é r t éke i is k ü l ö n b ö z ő k ezen a k é t s zakaszon . V é g e r e d m é n y b e n t e h á t 
K(q, r)-re g r és g r e se t ében k é t k ü l ö n b ö z ő k i f e j ezés t k a p u n k . A 8 
á l l a n d ó t az (a) — (h) f e l t é t e l e k b ő l a d ó d ó nyo lc i smere t l enes l ineár is egyen le t -
r endsze r e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . Az n = 0, n = 1 és n > 1 é r t é k e k h e z 
t a r t o z ó e g y e n l e t r e n d s z e r e k e t mego ldva és az á l l a n d ó k r a k a p o t t é r t é k e k e t (10) 
e g y e n l e t e k b e b e h e l y e t t e s í t v e , a h a t á s f ü g g v é n y e k r e a k ö v e t k e z ő k i fe jezéseke t 
k a p j u k : 

A) az n = 0 esetben : 
a ) ha g r 

K0 (g, r) = Г [(1 + 462) + ( - 1 - 4ft2) r2 + 
D ( 8 + 16í>)2 
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b) ha q r 

+ (2 4 462) r 2 l n r + 462 ln r + (1 — r2 + 2 In r) p2 + 
(462 _ 462 r2 + 862 l n r ) l n g] . (11a) 

K0(Q, «•) = • [(1 + 4 6 2 ) + г2 + 4Ь21пг — 
D (8 + 1662) 

- ( + 1 + 462 + r2 + 462 ln r) p2 + (2 + 4b2) p 2 l n p + 

+ (4Í>2 - 2r2 + 8b2 ln r) ln p] ; 

B) az n = 1 esetben: 
a) ha p r 

KAe>r) D ( 16 + 8064) 

+ 2r3 — (4 -f 206") r ln r 

(— 2 -f- 1064) r — 1064 • — + 
r 

p 4 I — 1064 r 4 — + 564 r3 j — 4-

+ 2r - — — r3 p3 
( П Ь ) 

b) ha p > r 

(P,r) ( - 2 4 1064) r - 1064 — 4- 2r3 

r 

+ 

D (16 + 80í>4) 

- 10í>4 r + 564 — - r 3 j — 4- |2r 4 564-— - r 3 | p3 — 

— (4 4 2064) r p ln p | ; 

в + 

С) «г в > 1 esetben : 
a) ha p < r 

(p, r) 
8 D [re2 - 2 (re2 — 1) b2 + (re2 + 24) 64 4- 5b2n+2 4- 5í»-2n+2 ] 

X 

X " 2 + 2 4 64 - — 6- 2 n + 2 l rn 4 — (62 + 56~2n+2) r n + 2 4-
re2 (re — 1) n — 1 ) n 

4- I — ü l b l ь 2 4- ra2 + 2 4 , - 6 4 + 

4 . | 6 2 - ^ + i l 6 4 , r 

+ 

re 

re2+ 24 

re (re — 1) 

p" + 

n (re — 1) 
b~2n 2Л+2 r - n + 2 + 

П - 1 
6 2 + 

. 64 1| 5 62n+21 r"+ 2 — — (b2 4 562n+2) r-"+2 4-

re (re + 1) re (re 4 1) j n 
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re2(re + 1) re + 1 
1 

e~n + (b2 + 5b~2n+2) rn — 

- (1 + 56~ 2 n + 2 ) rn+2 + (1 - 62) r~n+2 + f — + - b2 -
n + 1 ( n+1 n 

re(re + 1) 

5 

1.-2Л + 2 r П Qn + 2 

П - 1 

- b2n+2 r" + (1 — b2) rn+2 — (1 + 562"+2) r~n+2-
n(n— 1) ) n — 1 

(62 + 5 6 2 " + 2 ) i - " (11c) 

b) ha g ;> r 

K n (Q, r) = 
87) [re2 — 2(re2 - 1) 62 + (re2 - f 24) 6* + 5b2n+2 + 5b~2n+2 X 

X II I " 2 + 2 4 - b* ^ _ - í , - 2 n + 2 ) r" + ~ (62 + 56- 2 n + 2 ) r " + 2 + 
re2(re— 1) re-1 

+ 1 + 

n - 1 

+ | 6 2 - ^ 1 и r -

re (re — 1) ) 
• l r -.+2Л + 2 r n+2 + 

H - J Ü + í i M l r . + ( - - * - • + 

Ti1 ] l л + 1 

ir2"+2] rn+2 - — (b2 + 5b2n+2) + 
n(n-fl) I n 

re2(n + l ) re + 1 

1 

Г Ч 
1 

(.b2 + 5b~2n+2) r" -

(1 + 5fc~2n+2) rn+2 + (1 - b2) r - " + 2 + | - 1 b2 + 
n + 1 I r e 

+ _ n ! ± 2 4 _ 6 4 + _ 5 

+ 

re (re + 1) 

re2+ 24 

re (re + 1) * \Q 

b* + 

n + 1 

6 - 2 л + 2 rn _ rn+ 2 

6 2 + 

re (re — 1) re (re — 1) 

— — (1 + 56 2 n + 2 ) r~nf2 - — (b2 + 5fe2n 2) r~n 

re — 1 re 

B e b i z o n y í t j u k , hogy a 

Kn(g,r) — 
T 
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kifejezés a g és r vál tozók sz immet r ikus függvénye . Ugyanis pn = 1 esetében 
az r sugáron h a t ó q = 1 • cos n<p teher á l ta l a g sugáron okozot t z = 
~ Kn(g, r)cos ncp lehaj lás f o l y t á n a g sugáron h a t ó q — 1 • cos nq> t ehe r á l ta l 
v é g z e t t m u n k a : 

M, = [2л zqg • dcp = P [Kn (g, r) cos 1195] ( 1 • cos ncp) g- dcp = я • Kn(g,r)-
J <r= 0 . ' V- 0 

Ugyanígy a g sugáron h a t ó q = 1 • cos ncp teher á l ta l az r sugáron 
okozo t t 2 = Kn(r, g) cos ncp l eha j l á s fo ly t án az r sugáron h a t ó q = 1 • cos raç> 
t e h e r által v é g z e t t m u n k a : 

Мг = лКп (r, e) • r . 

B e t t i tétele sze r in t Mr = Mg, amiből köve tkez ik , hogy 

K „ ( e . r ) — = x „ ( r , e ) — • (12) 
r g 

Ezzel a h a t á s f ü g g v é n y s z i m m e t r i á j á t beb izony í to t tuk . 
A (11) a l a t t i , egymástó l függet lenül k i számí to t t f ü g g v é n y e k kielégítik 

(12) fe l té te l t , a m i igazolja a számí tások helyességét . 
A Kn(g, r) lehaj lás h a t á s f ü g g v é n y segítségével az n h u l l á m b a n t ö r t é n ő 

k iha j l ás wn a m p l i t ú d ó j a tetszőleges g sugáron a következő a l a k b a n í rha tó fe l : 

w n ( Q ) = \ X ^ b K n { Q , r ) p n { r ) - d r , (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (13) 

Behe lye t t e s í t j ük (13)-ba a pn(r) f i k t ív t ehe r re k a p o t t (6) k i fe jezés t : 

N„ N П (», n 
1 ьи <Р»„(г) [ 

+ (l + 4 
1 d wn (r) re2 

{r) 
dr rl 

d r , (в = 0 , 1 , 2 , . . . ) (13*) 

A (13*) homogén in tegrodif ferenciá legyenle t a l a k j á b a n fel ír t s a j á t é r t é k 
probléma azonos a (8*) di f ferenciá legyenlet és (a) —(d) ke rü le t i fe l té te lek á l ta l 
m e g h a t á r o z o t t s a j á t é r t ék p rob lémáva l . A kerü le t i fe l té te lek i t t a ha t á s függ -
vénybep impl ic i te szerepelnek. 

2.2. Az integrodifferenciálegyenlet megoldása 

A (13*) in tegrodifferenciá legyenlet legkisebb s a j á t é r t é k é t az i terációs 
módszerrel [7] h a t á r o z t u k meg. Az i teráció a következő r ekurz ív képlet a l a p j á n 
t ö r t é n t : 
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1 — b2J r=b 
(e,r) 

+ i + 
b2 1 d 

w < > « ( r ) -

r2 

d2 

1 
dr2 

(r) 

n t ' - l ) ( 0 + 

r dr 

(>1 = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) , (i = 1, 2, 3 , . . . ) . 

d r , (14) 

A számítás kezde tén a ie„(r) függvény tetszőlegesen v e h e t ő fel azzal 
a kor lá tozással szemben , hogy n e m lehet or togonál is az első s a j á t f ü g g v é n y r e . 
Az a = 1 külső á t m é r ő j ű g y ű r ű n hu l l ámban tö r t énő k i h a j l á s a k o r Nn leg-
k isebb s a j á t é r t éke t a következő kép le t ad ja m e g : 

ív ,(i-1) 
Nn — D- lim 

l — м,.0) (6 ) 

( b ) 

Könnyen b e l á t h a t ó , hogy az ál talános ese tben, amikor а ф 1, f e n t i 
képlet a köve tkezőképpen módosu l : 

, D 
Nn 

rf 
ahol 

M / ' - D ( b ) 
k„ = l i m — ^ 

„(0 4 ° (6) 

(15) 

(16) 

A fen e g y ü t t h a t ó megha t á rozásá t az n = 0, 1, 2, 3 ese tekben végeztük el 
ß = b/a (a = 1) kü lönböző ér téke i re . A hosszada lmas n u mer ik u s számítások 
megrövidí tésére w„°'(r) függvényt ú g y ve t t ük fel , hogy a hozzá t a r tozó pn(r) 
f i k t í v t e h e r egységnyi legyen, v a g y i s : 

( r ) = 11 - V ) £ < 0 ) ( r ) + í11 + VI Í t Tr40) (r ) - i < 0 ) ( r ) ) = 1 

Ezzel a felvétel lel az első i terációs lépésben a (14) kép le t a következő 
egyszerűbb a lakot ö l t i : 

4 x ) ( e ) = £ = 6 . M ( ? , r ) - d r . 

Az iteráció gyors konvergenc iá ja fo lytán m á r a második i terációs lépés 

(i = 2) u t á n fc-ra j ó közelítő é r ték adódo t t , és így az i terációt n e m f o l y t a t t u k 
t o v á b b . 

A kn-re a másod ik iterációs lépés u t án k a p o t t é r tékeket ß = bja függ-
v é n y é b e n az I; I I ; I I I ; IV. t áb láza t a d j a meg. A 3. áb ra d i a g r a m j a i n к he lyet t 
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A szemléletesebb k(l—ß) é r tékeke t t ü n t e t t ü k fel. Az I . t á b l á z a t b a n és 3. áb rán 
az n = 0 ese tben (körsz immetr ikus k iha j l á s ) a M E I S S N E R [ 3 ] ál tal k i s zámí to t t 
é r t ékeke t is m e g a d t u k . Az iterációs módszerrel s z á m í t o t t és a Meissner-féle 
é r tékek közö t t i eltérés mindenhol k i s ebb <~ l%-ná l . (Megjegyzendő azonban , 
hogy M E I S S N E R k0 é r t é k é t csak ß b izonyos irracionális ér tékeire h a t á r o z t a meg, 
és így az i t t közölt Meissner-féle é r t é k e k in terpolác ióval kapo t t közelí tések.) 

к 11-1'i) 

3. ábra. 

H a a gyűrű szélessége sugarához v i szonyí tva kicsiny (ß ^ 1), akkor 
TiMOSHENKOnak a beveze tésben közöl t meggondolása szerint a g y ű r ű kihaj lá-
sának számí tá sá t egy hosszú derékszögű négyszögű l emez s tabi l i tásproblémá-
já ra lehet v isszavezetni , amelynek a nyomóerővel pá rhuzamos egy ik oldala 
be fogo t t , más ik oldala pedig szabad . (A másik ké t o lda l meg támasz t á s i mód ja 
a lemez n a g y hosszúsága fo ly tán n e m befolyásol ja a kr i t ikus erő nagyságá t . ) 
A k iha j l á s i lyenkor igen nagyszámú hu l l ámban (n—*oo) következik be . A 
g y ű r ű i r á n y ú kr i t ikus nyomóerő é r t é k é t az i r oda lomban ([4] 363. o.) megado t t 
t r anszcendens egyenle tből könnyen ki lehet s z á m í t a n i : 

P* = к' л2 D — , 
( a - 6 ) 2 

ahol /л = 1/3 esetben a t r anszcendens egyenletből k ' = 1,25 é r t éke t kapunk , 
vagyis 

/Э-Ь/о 
n o.l 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0 

# Iterációval kapott érték 
О MEISSNER szerinti érték 

D i a g r a m a külső p e r e m é n n y o m o t t k ö r g y ű r ű kr i t ikus n y o m ó e r e j é n e k m e g h a t á r o z á s á r a 
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P Œ = 1 2 , 3 . 
(a-b)2 

A gyű rű re h a t ó erők egyensú ly i fe l t é te lébő l az a s u g á r o n h a t ó rad iá l i s 
n y o m ó e r ő k r i t i kus é r t éke : 

/V - F a - 6 - 1 2 ' 3 • D 

-1 ' oo 4 oo • 5 
a 1 — /9 a2 

v a g y (15) m i n t á j á r a : 
- kOT - , 

a2 

ahol 
( 1 - / 9 ) = 1 2 , 3 . 

A ß ^ 1 é r t é k h e z a 3. á b r á n a k „ ( l — ß ) = 12,3 o r d i n á t á j ú X-el je lö l t 
p o n t t a r t oz ik . 

Az X p o n t o n á t az abszcisszatengel lyel p á r h u z a m o s a n h ú z o t t egyenes , 
a m i n t az áb rábó l l á t h a t ó , köze l í tően egybees ik az n = 3 - n a k megfelelő k3 

görbe m i n i m u m á b a n húzo t t é r in tőve l . N y i l v á n v a l ó a n k ö v e t k e z i k ebből, h o g y 
a z » > 3-hoz t a r t o z ó к görbék m i n i m u m a i is köze l í tően u g y a n e r r e az egyenesre 
esnek , m á s szóval ez az egyenes az n = 3, 4 , 5 , . . . r e n d s z á m ú к g ö r b é k b u r k o l ó j a . 
M i n t h o g y ezek a görbék n növekedéséve l egy re s ű r ű b b e n k ö v e t i k e g y m á s t , 
а к = 12 ,3 /1—ß k ép l e t ß növekedéséve l egyre j o b b a n megköze l í t i к t ényleges 
é r t é k é t . Ezér t az n > 3 é r t é k e k h e z t a r tozó к görbék k i s z á m í t á s á r a n incs 
szükség . 

3. A belső p e r e m e n kö r sz immct r ikusan n y o m o t t k ö r g y ű r ű k iha j l á sa 

A kör lemez a suga rú belső pe remét N egyenle tesen megoszló radiá l is 
n y o m ó e r ő terhel i (4. ábra ) . E z t a pe r eme t a l emez s ík já ra merő leges k iha j lássa l 
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s z e m b e n b e f o g o t t n a k t é t e l e z z ü k fel. A kö r l emez b s u g a r ú kü l ső p e r e m e s z a b a d 
és t e rhe l e t l en . A s z á m í t á s o k egyszerűs í tésé re — u g y a n ú g y , m i n t a k ü l s ő pere-
m e n t e r h e l t g y ű r ű k e s e t é b e n — fe l t e s szük , hogy a = 1. 

K ö n n y e n b e b i z o n y í t h a t ó , hogy a f e n t i j e lö lésekke l az (1) L a m é - f é l e 
egyen le t ek , a (8) d i f f e renc iá legyen le t , az (a) —(d) k e r ü l e t i fe l té te lek és a (13*) 
i n t eg rod i f f e renc iá l egyen le t t e l j e sen v á l t o z a t l a n a l a k b a n é rvényesek . E z é r t a 
k r i t i k u s n y o m ó e r ő t is az előzőleg h a s z n á l t (14) i te rác iós kép le t t e l h a t á r o z t u k 
m e g . Az i t e r ác ió t i t t is c s a k a m á s o d i k lépésig f o l y t a t t u k . 

A k é p l e t e k azonossága ellenére a belső p e r e m e n n y o m o t t k ö r g y ű r ű k 
a kü l ső p e r e m e n n y o m o t t a k t ó l e l té rően mindig körszimmetikusan hajlanak ki. 
U g y a n i s a be l ső pe remen n y o m o t t g y ű r ű k b e n (1) s z e r i n t a^ gyű rű fe szü l t s ég 

feÖS-fl 

72 

18 

14 

10 

\ 
\ 

\ 
V, . - " I 

Г 

4 — 1 

p= b/a 
* 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 Iterációval kapott érték 
О MANSFIELD szerinti érték 

5. ábra. D iagram a belső peremén nyomot t kö rgyűrű krit ikus nyomóere jének meghatározására 

húzás , m e r t Ь > 1. Ez a húzó fe szü l t s ég e g y v a g y t ö b b h u l l á m ú k i h a j l á s eseté-
b e n a k i h a j l á s t a k a d á l y o z n i i gyekvő f i k t í v t e r h e t h o z n a lé t re . E z é r t a k iha j l á s 
mind ig k ö r s z i m m e t r i k u s a l a k b a n (n = 0) köve tkez ik b e . 

Az n = 0 ese tben a (15) k é p l e t b e n szereplő к e g y ü t t h a t ó r a a ß = 6/a 
v i s z o n y s z á m f ü g g v é n y é b e n k a p o t t é r t é k e k e t az Y. t á b l á z a t a d j a m e g . Az 5. 
á b r a — u g y a n ú g y , m i n t a kü l ső p e r e m e n n y o m o t t g y ű r ű k r e 3. á b r a — a 
k(ß—1) é r t é k e k e t t ü n t e t i fe l . A m i n t az áb rábó l l á t h a t ó , ha ß — 1 , к é r t éke 
m i n d e n h a t á r o n t ú l nő . T e r m é s z e t e s e n a v a l ó s á g b a n a k r i t ikus e r ő n e m nő 
a végte lenségig , m e r t a f o lyá s i h a t á r e lérése u t á n a k ö z ö l t számí tás i m ó d s z e r t 
m á r n e m l ehe t a l ka lmazn i . E z e n k í v ü l / 3 ^ 1 ese tében a g y ű r ű s í k j á b a n t ö r t é n ő 
k iha j l á s m á r veszé lyesebb l e h e t , min t a g y ű r ű s í k j á r a merőleges k i h a j l á s . 
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A belső, be fogo t t pe remen radiá l i san n y o m o t t , a külső peremen szabad 
g y ű r ű k s tab i l i tásv izsgá la táva l foglalkozó dolgozatot idáig még nem közöl tek . 
Bizonyos fokig közelálló p rob lémáva l M A N S F I E L D [5] fogla lkozot t . Azt az esetet 
v izsgál ta , amikor a g y ű r ű a sugarú belső peremén N radiál is n y o m ó e r ő ha t , 
külső b sugarú peremét pedig I V ( A / 6 ) 2 radiá l is nyomóerő terheli . I l yenkor L A M É 

képle te szerint a lemez minden p o n t j á b a n oy = — a 9 . A M A N S F I E L D által 
k a p o t t к é r t ékeke t az V. t áb l áza t a d j a meg , a k(ß—1) ér tékeket ped ig az 
5. á b r á n a szagga to t t vona l t ü n t e t i fel. A külső peremre gyakorol t nyomóerő 
fo ly t án a k r i t ikus erő lényegesen kisebb, m i n t szabad külső perem ese tében. 
A g y ű r ű külső á t m é r ő j é n e k növekedésével a külső pe remre gyakorol t IV(a/6)2 

n y o m ó e r ő egyre csökken, és így a k a p o t t é r tékek közelednek a szabad külső 
pe remre k a p o t t é r tékekhez (lásd az V. t á b l á z a t utolsó sorát ) . Végtelen külső 
á t m é r ő esetén az eltérés 0-ra csökken. 

F Ü G G E L É K 

Az egyik peremen radiálisan nyomott körgyűrű 
körszimmetrikus kihajlási alakjának integrálegyenlete 

Körsz immet r ikus k iha j l ás (re = 0) ese tében az (5) és (7) képle tek szerint 

2 = tv és q = p . 

A f ik t í v fa j lagos t ehe r (2) szerint 

. h d 
P(r) = — — 

r dr 
ar r 

diu (r) 
dr 

dr. 

Ezt a kifejezést (13)-ba he lye t tes í tve : 

f 1 w(Q) = h\ K0 (q, r) — 
Jr=b r 

1 d 

dr 
ar r 

dw (r) 

dr 
dr. 

K0(q, r) • (1/r) kifejezés (12) szerint a q, r vá l tozók sz immetr ikus függ-
vénye . Beveze tvén a 

L (q, r) = K0 (q, r) —, 

i l letve 
dw (r) ' 

dr 
dr 

jelölést , az egyenle te t q szer int d i f fe renc iá l juk : 
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dw (Q) 

d p 

Parc iá l i s in tegrá lássa l 

= h Ç 3 L ( e , r ) - d í T d w { r ) 

Jr=b dr \ dr 
dr . 

dw (p) 

dq 

ЭL (Q, r) dw (r) 

Эр 
Gr Г 

dr 

1 9 2 L ( e , r) dw (r) 1 -hC ^ H p 
r=b J T—b 9o 8r dr 

dr. 

Minthogy az r =« 6 he lyen oy = 0 ( szabad perem) , az r = 1 he lyen p e d i g 
a be fogás f o l y t á n dw/dr = 0, a jobbo lda l i első t a g e l tűnik . B e h e l y e t t e s í t v e er, 
f e szü l t ség (1) k i f e j ezésé t , a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : 

dw (Q) 

dp 1 -62Jr=, 
92L(Q, r)  

ь 9o9r 

62 

r2 

dia(r) , 
r +-+-dr. 

dr 

B e v e z e t j ü k az 
dw (r) 

dr 

b2  

r2 

f ü g g v é n y t . Ezze l a fen t i egyen le t e t a k ö v e t k e z ő a lakra h o z h a t j u k : 

N N f> Э2 L (Q, R) 
Нв

 ЬH it 6 2 1 
b 9p 9r П* e Г г J V (0

 dr • 

E z egy szimmetrikus magú homogén Fredholm-féle integrálegyenlet. Beb izony í t -
h a t ó , hogy az in teg rá legyen le t a ó < 1 és 6 > 1 ese tben mind ig pozi t ív dé f i n i t , 
t e h á t k ö r s z i m m e t r i k u s k iha j l á s csak pozi t ív N é r tékekre k ö v e t k e z h e t i k be . 
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