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Ez a dolgozat a radialis iranyban nagyméretil, gylir{i alaki vékony lemezek stabilitasaval

foglalkozik, de csak a gyiirii tengelyével parhuzamos irdnyban térténé kihajlas veszélyét
vizsgilja. A dolgozat els6 része a kiilsé peremen sugdririnyban nyomott, a bels§ peremen
szabad gyirik stabilitisat targyalja, mdsodik része a bels§ peremen sugiririnyban nyomott,

22

a kiils8 peremen szabad gy(iriik kihajldsat ismerteti.

1. Bevezetés

A kérszimmetrikusan nyomott gyfiri alakd tarték stabilitasukat kétféle-
képpen veszithetik el: a kihajlas vagy a gyiri tengelye iranyaban kévetkezik
be, vagy a tengelyre meréleges sikban. Az elsG eset a radialis irAnyban nagy-
méretd, a tengely irdnyaban kisméretii gytiriikon veszélyes. A kihajlas masodik
esete a tengely iranyaban vastag gyliriikon kévetkezik be.

A kiils§ és belsé peremen egyenletesen megoszlé egyenld radialis nyomé-

v re

erdvel terhelt gylird alakd lemezek stabilitisi problémaival W. R. Dean [1]
és N. Yamaxr [2] foglalkozott. YAMAKI a gylird peremei megtamasztasanak
minden lehetséges esetére tdblazatokban és diagramokban megadta a kri-
tikus nyoméerd értékét. Ezt a stabilitasproblémat tehat mar teljesen meg-
oldottik, tovabbi targyalasa felesleges.

A kiilsé (befogott vagy szabadon megtimasztott) peremen radialisan
nyomott, a belsé szabad peremen terheletlen kérgytiri alakd lemezek stabi-
litasat E. MEissNER [3] tanulminyozta. MEISSNER szamitisai azon a fel-
tevésen alapulnak, hogy a kérgyiird kihajlasi alakja forgasfelillet. Ez a feltevés
azonban a kiilsé peremén kihajlissal szemben befogott lemezeknél nem mindig
helytallé, amint erre mar TimosHENKO (f4], 391—392 oldal) is ramutatott.
Kényvében MEISSNER szamitisi eredményeinek ismertetése utdn a kovet-
kezdket irja:

»It must be noted, however, that in this discussion buckling symmetrical with respect
to the center of the plate is assumed while for b/a (b — radius of the inner boundary, a —
radius of the outer boundary) approaching unity the conditions for a compressed ring with
outer boundary clamped are analogous to those of a long compressed rectangular plate clamped
along one side and free along the other. Such a plate buckles in many waves (see p. 364); we
should expect that in the case of a narrow ring also several waves along the circumference

would be formed during buckling and that the values of k obtained on the assumption of
symmetrical buckling would give exaggerated values for (N,),.”
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34 ROZSA MIHALY

TimosHENKOnak ezt a feltevését a tovabbiakban kozolt szamitasok
teljesen igazoljak. MEISSNER feltevése csak akkor helyes, ha bja < 0,46.
Ha b/a > 0,46, akkor a lemez kihajlott alakja nem forgasfeliilet, mert a lemez
kozéppontjaval koncentrikus kérok — a befogott peremtdl eltekintve —
a kihajlaskor egy vagy tobb hullimi szinuszgorbékké torzulnak. A b/a arany
novekedésével a hullamok szama egyre nagyobb lesz, a kritikus nyoméerd
tényleges értéke pedig egyre jobban eltér a MEissNERr altal megadott érté-
kektsl.

Mas a helyzet, ha a kiils6 nyomott perem szabadon megtamasztott.
Ebben az esetben TimosHENKO fentebb ismertetett hataratmenetével a kor-
gytird elemi szektorabél egy olyan hosszi nyomott derékszogii négyszogi
lemezt kapunk, amelynek a nyoméergvel parhuzamos egyik oldala szabadon

N

&%

1. dbra. Kiilsé peremén nyomott korgytiri

megtimasztott, a masika pedig szabad. Egy ilyen lemez az oldalak aranyatél
fiiggetleniil mindig egy iranyban hajlik ki (lasd pl. [4] 362. oldal). A kiilsé
nyomott peremen szabadon megtimasztott gytriik kihajlott alakja tehat
forgasfeliilet, és igy MEeissNEr feltevése helytallé. Ezért a szabadon meg-
timasztott gylird stabilitasvizsgalataval itt nem foglalkozunk.

A belsé peremen nyomott, a kiilsé peremen szabad korgytiriik stabilitasat

a végtelen kiilsé atmérdjii gytird specialis esetének kivételével [5] az irodalom
eddig nem targyalta.

2. A kiilsé peremen kérszimmetrikusan nyomott korgyiirii kihajlasa
2.1. A kérgytirii kihajlott alakjdnak integrodifferencidlegyenlete

A korgyliri alaki lemez a sugart kiilsé peremét N egyenletesen megoszlé
radialis nyoméerd terheli (1. 4bra). Ezt a peremet a lemez sikjara meréleges
kihajlassal szemben befogottnak tételezziik fel. A korlemez b sugari belsd

pereme szabad és terheletlen. A szamitasok egyszerisitésére feltessziik, hogy
a—1
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KORSZIMMETRIKUSAN NYOMOTT KORGYURU ALAKU LEMEZEK 35

A radiilis nyoméers hatasara a lemezben fellépd o, radialis és o, gytirt-
fesziiltségeket LAME képletei adjak meg:

h 1—0b? =
N 1 b?
et e S i (1)
h 1—0b 7>
ahol
h a lemez vastagsiga;
r a korgyfirii kozéppontjatsl szamitott tavolsag.
G+dG,

2. dbra. Elemi korgyfirtiszektor

A kihajlott alak egyenletének levezetésére felirjuk a sajat sikjatél z
tavolsagra kihajlott lemez gyfirtiszektor alaki ABCD elemének (2. abra)

egyensiilyi feltételét a lemez eredeti sikjanak normalisa iranyaban. A CD és
AB szakaszon haté hiizéerének ezen normailis iranyaba esé osszetevéje:

ha,r3 dop — ha,rg) d<p=hi 0',rﬁ dr.dy .
orlaiq ory . or or

¥

Ugyaniigy a BD és AC szakaszon:

2,
(hfl_az) d,_(,, v_wz) PR e T
T 09)otdp r 9gj, L. o9

E két kifejezést osszeadva és az Osszeget az elem rdp dr teriiletével

elosztva, megkapjuk a kihajlott lemez teriiletegységére haté ¢ fiktiv megoszlé
teher értékét:

h 9 0z h 0%
=——|o,r— —0, — . 2
: rar( arJ+r2 ? 8g? @)
Az ABCD elemre haté erdk radialis dsszetevéinek egyensiilyi feltétele:
' 0

= (PO, =0y,
Firi=o,
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36 ROZSA MIHALY

Ezt a kifejezést az el6z8 képletbe behelyettesitve:

g e

r ror o¢?

A végtelen kicsinynek feltételezett kihajlaskor valtozatlan o, és o,
fesziiltségek (1) kifejezéseit (2*)-ba helyettesitjiik:

N b?) 92z b2y (1 9z 1 32z
= 1— —| — 1+ —| |——4+——]]1. 3
1 l—b2H ] +( + r2 [r 8r+r282<p” 3)

A q terhii lemez egyensilyi feltételét a polaris koordinatikban felirt
lemezegyenlet fejezi ki:

or? r or r—zatp2 art | r or r? 8¢?

: N : b2\ 92z Y (1 9z 1 8%
= |l —— == 1+ —| [——+=—1> 4
] (e PR () I e | B

(82 i a 1 82] 9% 1 oz 1 8%

ahol D = ER312(1 — u?) a lemez hajlitisi merevsége.*

Mindegyik N sajatérték és a hozzatartozé z(r, @) tehat tartoznak (4)
differencialegyenletet kielégiteni; természetesen z(r, p)-nek a keriileti feltéte-
leket is ki kell elégitenie.

Tegyiik fel, hogy a lemez n hullamban hajlik ki, vagyis:

z=1w,(r) cosnp, (n=0, 1, 2, 3,...). (5)
Ezt a kifejezést (3)-ba behelyettesitve és bevezetve a

e Sl 2 b 2

1— 82 r2) dr? —r_z r dr r2

jelolést, a kovetkezdt kapjuk:
g=pncosng. )

A g fiktiv teher (7) szerint mindig ugyanolyan fiiggvénye a ¢ szdgnek, mint
a z kihajlas.
Az (5) kifejezést (4)-be helyettesitve (6) figyelembevételével:

d? 1d np P
Ll Ml =P (n=0,1,23,...), 8
ldr2+ r dr rz} D ( ) ®

* Ezt az egyenletet mas alakban mar E. MEISSNER a [3] dolgozatban levezette.
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vagy részletesen kiirva:

dtw, 2 &#w, 14 2n?2d2w, 13 2n?2dw, +n4——4n2

w, —
drt r drs r2 dr? r3 dr rt "
N b2 d2w )(1ldw n?
=7 ] -] 14+ —||———2— —"—w,_|]|. (8*
D(1 —b?) H r2) dr? +[ + r2J(r dr 12 "” (87)

A wn fiiggvény a (8) kozonséges differencislegyenleten kiviil kielégiti
a lemez peremei megtimasztiasanak megfelelen a kovetkezd keriileti felté-
teleket:

az r = 1 helyen (befogott perem):

-

(0)s =0, (a)
2] ®

az r = b helyen (szabad perem):
a radialis nyomaték zérus, vagyis

[ n [ = ]| =0, (©)
. r=>b

dr? r dr r2

P
a nyiroero zerus:

— 2
-a—(Az)+1 #_B _l_a_z =40.
or r Ordpt\r 03¢/,

Az (5) kifejezés behelyettesitése és a kijelolt miiveletek elvégzése utan:

"df’w,, id2wn

1 dw,

o — (1 + 2n? — un?) —
dr r dr? (1+ 20 ‘un)rZ dr+
1
+(3n2—-un2);wn] —o0. (d)
r=>b

A tovabbi szdmitisokban u értékét 1/3-ra vessziik fel, ami megfelel
a MEissNER [3] altal felvett értéknek.

A (8) differencialegyenletek az (a) — (d) keriileti feltételekkel egyiitt
a wy, Wy, Wy, . . . Wn ,lehajlas-amplitddé™ fiiggvényekre vonatkozé sajdtérték
feladatokat képeznek. Mindegyik sajatérték feladathoz tartozik valamely
Ny Nis Ny, ..., Nnlegkisebb sajatérték. A tényleges kihajlas mindig annal-
az N; nyomdéerdnél kovetkezik be (i szaimi szinuszhullim alakjiban), amelyik
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38 ROZSA MIHALY

az adott bja viszonyszamnal az Ny, N;, N,, ..., N értékek koziil a legkisebb.
Feadatunk az NN; meghatarozasa.

A targyalt sajatérték feladatokra el§szér bebizonyitjuk, hogy énadjun-
gdltak. E célbél (8) differencidlegyenletet r-rel szorozzuk és a kovetkezd alakra
hozzuk:
nt — 4n?

+ w, =

r3

a2 . d2wn} _d(1+2n® dw,
dr? ( dr? dr( r dr
e N Ay ¥ dw,
N Y ) dr[( r] dr ]

A fenti egyenletben szerepl6 Osszes kifejezések onadjungaltak {6, 7],
tehat a sajatérték feladatok is énadjungaltak.

Az énadjungalt sajatérték problémik legkisebb sajatértékét az iterdcids
médszerrel lehet meghatarozni [7]. Ha jelen esetben ezt a médszert a (8) dif-
ferencialegyenlet és az (a)—(d) feltételek alakjadban megadott feladatra alkal-
maznék, akkor minden iteraciés lépéshen egy Euler-féle negyedrendid inhomo-
gén differencidlegyenletet kellene megoldani. Amint ismeretes, az inhomogén

linearis differencidlegyenletek megoldasa az allandék varidlisinak médsze-
rével a homogén egyenletek megoldasara vezethet§ vissza. Az adott feladat

esetében azonban ez a médszer igen hosszadalmas szamitasokra vezetne,
amihez hozzajarul még, hogy a négy integrilisi illandé meghatarozisara
minden iteraciés lépésben egy-egy a keriileti feltételek alapjin felirt négy-
ismeretlenes linearis egyenletrendszert kellene megoldanunk.

A targyalt sajatérték problémat egy masodfajta homogén Fredholm-féle
integralegyenlet sajatérték problémajara lehet visszavezetni. A megoldas
szempontjabél azonban a Fredholm-féle integralegyenlet nem elényds, a kor-
szimmetrikus kihajlas esete (n = 0) kivételével. Az n =0 esethez tartozé
integralegyenlet levezetését a Fiiggelékben kozoljiik.

Sajatérték feladatunkat a lehajlasi hatdsfiiggvény (Green-féle fiiggvény)
segitségével egy integrodifferencidlegyenlet sajatérték feladativa fogjuk atala-
kitani, mert az iteraciés médszert ebben az esetben eldnyésebben lehet alkal-
mazni.

Az integrodifferencialegyenlet levezetése elgtt wn(p, r) = Kn(p, r) lehajlas
hatasfiggvényeket hatarozzuk meg (p — hatds sugara; r — erd sugara).
A hatasfiiggvények, amint a Green-féle fiiggvények elméletébdl ismeretes,
a kovetkezd feltételeket elégitik ki: .

I. A o = r pont kivételével eleget tesznek (8) differencidlegyenletnek,
ha annak jobb oldala (a tehertag) zérus:

02 10 n?)?
R —_— Kn ,r =0, =O,1,2,..- . - 9
[af o 92] (0:7) (n ) ©)
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KORSZIMMETRIKUSAN NYOMOTT KORGYURU ALAKU LEMEZEK 39

II. A p=1 és p=> helyen kielégitik a wn-re felirt (a), (b), (c) és (d) homo-
keriileti feltételeket. . .

III. A ¢ = r helyen a hatasfiiggvény és g szerinti els§ két differencial-
hanyadosa folytonos, harmadik differencialhanyadosa a p, = 1 koncentralt
tehernek megfelelden szakadésos. Részletesen leirva:

[K (0 )gmr—0 = [Kin (2 M) ]gmrso> (e)
[ 8K, (0. 7) ] _ ' 3K, (0. 1) ] , ®
dp To=r—o 99 o=r+0
2] ||

Az (e) feltétel a pn = 1 teher alatt behajlott lemez folytonossigat,
az (f) feltétel pedig a lemez sugariranyi érintdjének folytonossagat fejezi ki.
A (g) feltétel a nyomaték folytonossagabdl kovetkezik. A (h) feltétel azt fejezi
ki, hogy a nyiréerd ,,ugrasa’ az erd helyén egyenl§ p, = 1 koncentralt erével.

A hatasfiiggvény kiszamitésara felirjuk (9) homogén Euler-féle diffe-
rencidlegyenletek altalinos megoldasait:

ha n=0:K,(0, 1) = A,(r) + B,(r)0* 4+ C,(r) 0*Inp + Dy (r)Inp;

1
ha n=1:Kl(Qar)=A1(r)@+Bl(r)?+Cl(r)93+D1(,)ang; (10)
ha n>1:K,(e,7) = 4, (r) " + B (r)e™ + Co(r) "% + D, (r) e™"*2.

Az altalanos megoldasokban szerepld A, B, C, D 4allandék értékét az
(a)—(h) keriileti feltételek hatarozziak meg. Minthogy a b << ¢ < r szakaszhoz
és az r < p < 1 szakaszhoz tartozé keriileti feltételek kiilonbozdk, az 4, B, C,
D allandék értékei is kiillonboz8k ezen a két szakaszon. Végeredményben tehat
K(p,r)re p<r és p>r esetében két kiilonb6z8 kifejezést kapunk. A 8
illandét az (a)—(h) feltételekbdl adédé nyolcismeretlenes linearis egyenlet-
rendszer egyértelmiien meghatarozza. Az n =0, n =1 és n > 1 értékekhez
tartozé egyenletrendszereket megoldva és az allandékra kapott értékeket (10)
egyenletekbe behelyettesitve, a hatasfiiggvényekre a kévetkezd kifejezéseket
kapjuk:

A) az n = 0 esetben :
a)hao<Zr

r

K, (g, 7) =m[(l 4%+ (— 1 —4b%) 12
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+24+4)r2Inr +402Inr+ (1 —r?421nr)e® +
. + (4b% — 4b2r2 4 8b2Inr)Ing] ; (11a)
b)hap>r

K, (0,r)=——" [(144b%) 41> 4 4b2Inr —
0@ = Gt g [ W)+ s

—(+ 14 462+ r2 4 4b2Inr) 0% + (2 + 4b%) o2 Ing -+
' 4 (46 — 272 + 8B2Inr)In o] ;
B) az n = 1 esetben:

a) ha p <r

r 1
K (o.r)=——"— }(— 24 10b%)r — 10b¢ - —
@) = e H( + 1067 o

+ 258 — (4 + 20b4)rlnr]9+ (— 1064 4 564 -1 + 5b4r3J i+
r 0

+ {2r— i—-r"} 93}, (11b)

T

b) hap>r

. 1
K, (o) =—— 10b4) r — 10b4 — 4 2r3
(e,7) = D (16 5 8067 {[ 2 + 100 r ~+ rJe—l—

100 50— for o sut =]
4 r

r

—(4—]—20b4)rgln@};
C) az n > 1 esetben:
a) ha p<r

Kn (9’ r) = 4 X
8D [n? — 2 (n? — 1) b2 + (n? + 24) b1 4 5b2"*2 4 5h—2n+2 |

“_, n®+ 24 bt — 5 b-zn+2j "oy (b2 -+ 5han+2) e
n?(n —1)

n—1
n-t1 n? 4 24 5 _ ~
— b2 bt p-2n+2 n+2
+[ n + n(n—1) + n(n—1) }r +
+(b2—"2+24‘b4)r"]9"+[(52 n?4 24, J n+( L
n? ) n? n
n? | 24 b 5

1
pn+e| gz 1 (p2 4 spen+2y p-n+e
n(n-1) n(n+1) )r n( + )7 +
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n? 4 24 5 1
_ b4 b2n+2 -n -n — b2 5b—2f1+2 n __
R j ]e +[n< + 5b-2nv) ¢
1 n n—1
—_—— (1 §p-2n+2) pri2 1 — p2) p—n+2 _ b -
(S (=) +( i
5 n n-++1
— b—'_’,ﬂ+2 -n n+2 _— b2__
n(n—{-‘l) )r ]9 +H n—l+ n
5 1
. pn+2 | pn 1 — p2) pn+2 1 5H2N+2) pon 2
n{n—1) }r—{—( )T +n—l( + T
_i(b2+5b2n+2)r—n‘] 9—n+2}; (llc)
n -
b) ha p >r
K, (e,7) = :

8D [n? — 2(n2 — 1) b® + (n? 4 24) bt 4 5b27+2 4 5p-2n+2

% H._._"Er% " ,,_zn+2) g L (b2 4 sptmezy e 4
in—1)  n_1 n '

gl i +n1—1b2_ n(né— 1) ,,me T

T

+ Ly — (n5+ T +2J e %(b2 + 5b22) 4

( M2 5

1
) pr+2| p-n | pon 0 | 2 (b2 4 5h2nt2yn
Rnt1) a1 )r ]9 +[n( LR

__.1___(1_*_5b—2n42)rn+2+(1___bz)r_n“!_l—[_n— 1b2+
n-t1 n
n? 4 24 5 : ‘ n 1
R e e — . p2nt2 n n+2 _ B2
Ty e e
n? -4 24 5 _ .
— bt e — b ] I o 1 — p2) pn+2
n(n—1) + n{n—1) )r-{-( yritE 4

+ _1__.(1 + 5b2n+2) o2 __ _,1__ (bz + sp2n 2) r—n] Q‘n”} .
n—1 n

Bebizonyitjuk, hogy a
1
Kn (99 r) _r_
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[

kifejezés a p és r valtozék szimmetrikus fiiggvénye. Ugyanis p, = 1 esetében
az r sugiron haté ¢ =1 - cosnp teher altal a p sugiron okozott z =
= Kn(p, r)cos np lehajlas folytan a g sugaron haté q =1 - cos ng teher altal
végzett munka:

M,= [ zqe-dp =" _[K,(e.r)cosng] (1-cos ng)g-dp = - K, (e,1)"
Jg=

¢=0
Ugyanigy a p sugaron haté ¢ =1 - cos np teher altal az r sugiron
okozott z = Ka(r, p) cos np lehajlas folytan az r sugiron haté g =1 - cos np
teher altal végzett munka:

M,==aK,(r,0) r.
Betti tétele szerint M, = M,, amibdgl kovetkezik, hogy
1 1
K, (99 r) T = K, (r, 9) "é— . (12)

Ezzel a hatasfiiggvény szimmetriajat bebizonyitottuk.

A (11) alatti, egymastdl fiiggetleniil kiszamitott fiiggvények kielégitik
(12) feltételt, ami igazolja a szamitisok helyességét.

A Kn(p, r) lehajlas hatasfiiggvény segitségével az n hullamban torténd
kihajlas w, amplitidéja tetszdleges p sugaron a kiévetkezd alakban firhaté fel:

1
wa(e) = [,_, Kn(e:r) Pa(r) dr, (n=0,1,2,...). (13)
Behelyettesitjiik (13)-ba a pa(r) fiktiv teherre kapott (6) kifejezést:
N, B\ d*w, (r)
w, (0) == — L K, (o, 1— | —
e | I
2 2
v B AL o ollar, m=0,1,2,..) (3%
rflr dr r?

: A (13*) homogén integrodifferencialegyenlet alakjiban felirt sajatérték
probléma azonos a (8*) differencialegyenlet és (a)—(d) keriileti feltételek altal
meghatirozott sajatérték problémaval. A keriileti feltételek itt a hatasfiigg-

vényber implicite szerepelnek. .

2.2. Az integrodifferencidlegyenlet megoldisa
A (13*) integrodifferencidlegyenlet legkisebb sajatértékét az iteracids
médszerrel [7] hataroztuk meg. Az iteracié a kovetkezd rekurziv képlet alapjan

tortént:
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o) =— 125 Ken|[1 - 2] o0+
o] [ 0 = Bt e, (14)

(n=10,1,2,3,...), i=1,2,3,...).

A szamitas kezdetén a wp(r) figgvény tetszflegesen vehetd fel azzal
a korlitozassal szemben, hogy nem lehet ortogonilis az els8 sajatfiiggvényre.
Az a =1 kiils§ atmér§jd gylird n hullamban térténd kihajlasakor N, leg-
kisebb sajatértéket a kovetkez§ képlet adja meg:

(i-1)
N, = D-lim % ®)
= 0 (b)

Konnyen belathaté, hogy az altalanos esetben, amikor @ s£1, fenti
képlet a kiévetkez6képpen médosul:

N, =k, ll (15)
ahol
(i-1)
k, = Tim 2n_(®) (16)

e uld (8)

A kn egyiitthaté meghatarozasat az n = 0, 1, 2, 3 esetekben végeztiik el
f=bla(a=1) kulonbozo értékeire. A hosszadalmas numerikus szimitasok
megroviditésére w((r) fiiggvényt tigy vettiik fel, hogy a hozza tartozé pa(r)
fiktiv teher egységnyi legyen, vagyis:

P =1~ ’;2);—2:»<°><r)+ 1+ ”2] [ @) = w9 @) =1.

Ezzel a felvétellel az elsd iteraciés 1épésben a (14) képlet a kovetkezd
egyszeriibb alakot 6lti:

1
w () = [,_, Knlor)-dr.

Az iteracié gyors konvergenciaja folytan mar a masodik iteraciés 1épés
(t = 2) utdn k-ra j6 kozelits érték adédott, és igy az iteraciét nem folytattuk
tovabb.

A kn-re a masodik iteraciés 1épés utin kapott értékeket g = bja fiigg-
vényében az I; IT; III; IV. tablazat adja meg. A 3. abra diagramjain k helyett
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a szemléletesebb k(1 —f) értékeket tiintettiik fel. Az I. tablazatban és 3. abran
az n = 0 esetben (korszimmetrikus kihajlas) a MErssNER [3] altal kiszamitott
értékeket is megadtuk. Az iteraciés moédszerrel szamitott és a Meissner-féle
értékek kozotti eltérés mindenhol kisebb ~19%-nal. (Megjegyzendé azonban,
hogy MEISSNER k, értékét csak f§ bizonyos irracionélis értékeire hatarozta meg,
és igy az itt kozolt Meissner-féle értékek interpolaciéval kapott kozelitések.)

k(16) 20

/
o
. L

o

10

18

/
/

- oo

—e 123

B=b/a

n 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
@ Iterdcigval kapott érték
O MEISSNER szerinti érték

3. dbra. Diagram a kiilsé peremén nyomott korgyfir{i kritikus nyoméerejének meghatarozasira

Ha a gyfiri szélessége sugarahoz viszonyitva kicsiny (f ~~ 1), akkor
TiMosHENKOnak a bevezetésben kozolt meggondolédsa szerint a gytri kihajla-
sanak szdmitasat egy hosszi derékszogli négyszogli lemez stabilitasprobléma-
jara lehet visszavezetni, amelynek a nyomdéerével parhuzamos egyik oldala
befogott, masik oldala pedig szabad. (A masik két oldal megtimasztasi médja
a lemez nagy hossztsaga folytdn nem befolyasolja a kritikus er nagysagat.)
A kihajlas ilyenkor igen nagyszami hullimban (n—oc) kovetkezik be. A P_
gytiriranyud kritikus nyoméerd értékét az irodalomban ([4] 363. 0.) megadott
transzcendens egyenletbdl konnyen ki lehet szdmitani:

Py =k n? ——»D .
(a —b)?

ahol g = 1/3 esetben a transzcendens egyenletbdl k" = 1,25 értéket kapunk,
vagyis
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D

P,=123——=——.
(a— by

A gyitrtire haté er6k egyensilyi feltételéb6l az a sugaron haté radialis
nyomdéerd kritikus értéke:

woLp a8 %D

a —l—ﬁ @’

vagy (15) mintajara:

B ag M

o
ahol
k.(1—-p0)=123.

A f ~ 1 értékhez a 3. abran a k_(1—p) = 12,3 ordinataji X-el jelslt
pont tartozik.

Az X ponton at az abszcisszatengellyel parhuzamosan hizott egyenes,
amint az abrabél lathaté, kozelitSen egybeesik az n = 3-nak megfelels k,
gorbe minimumaban hizott érintével. Nyilvanvaléan kévetkezik ebbél, hogy
az n > 3-hoz tartozé k gorbék minimumai is kézelitden ugyanerre az egyenesre
esnek, mas széval ez az egyenes az n =3, 4,5, ... rendszami k gérbék burkoléja.
Minthogy ezek a gorbék n novekedésével egyre slirlibben kovetik egymast,
ak = 12,3/1—p képlet § novekedésével egyre jobban megkézeliti k tényleges
értékét. Ezért az n > 3 értékekhez tartozé k gorbék kiszadmitasira nincs
sziikség.

3. A belss peremen korszimmetrikusan nyomott kirgyiirii kihajlasa

A korlemez a sugari belso peremét N egyenletesen megoszlé radialis
nyoméberd terheli (4. abra). Ezt a peremet a lemez sikjara meréleges kihajlassal

4. dbra. Belsé peremén nyomott korgyfirii
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szemben befogottnak tételezziik fel. A korlemez b sugari kiilsé pereme szabad
és terheletlen. A szamitasok egyszeriisitésére — ugyanigy, mint a kiilsé pere-
men terhelt gytirdk esetében — feltessziik, hogy a = 1.

Kénnyen bebizonyithaté, hogy a fenti jelolésekkel az (1) Lamé-féle
egyenletek, a (8) differencialegyenlet, az (a)—(d) keriileti feltételek és a (13*)
integrodifferencialegyenlet teljesen véltozatlan alakban érvényesek. Ezért a
kritikus nyoméerét is az elézdleg hasznélt (14) iteraciés képlettel hataroztuk
meg. Az iterdciét itt is csak a masodik 1épésig folytattuk.

A képletek azonossiga ellenére a belsé peremen nyomott kérgytrik
a kiilsé peremen nyomottaktél eltérden mindig korszimmetikusan hajlanak ki.

7

Ugyanis a belsé peremen nyomott gytriikben (1) szerint o, gytrifesziiltség

kBl o5
22
’/
18 \ 5 ///
\\ o
14 A ,:/ ,»/ﬁ
\1// //a’
) o
10 \\\J - E ke
ey =y i
6
p=ba

@ Iterdacigval kapott ériék
O MANSFIELD szerinti érték

5. dbra. Diagram a bels6 peremén nyomott kérgyf{ir{i kritikus nyoméerejének meghatdrozasira

hizas, mert b > 1. Ez a htzéfesziiltség egy vagy tobb hullami kihajlas eseté-
ben a kihajlast akadalyozni igyekvd fiktiv terhet hozna létre. Ezért a kihajlas
mindig kérszimmetrikus alakban (n = 0) kévetkezik be.

Az n = 0 esetben a (15) képletben szerepl§ k egyiitthatéra a f = b/a
viszonyszam fiiggvényében kapott értékeket az V. tablazat adja meg. Az 5.
abra — ugyanigy, mint a kiils§ peremen nyomott gyftirikre 3. abra — a
k(f—1) értékeket tiinteti fel. Amint az abrabél lathaté, ha f — 1, k értéke
minden hataron tdl nd. Természetesen a valésdgban a kritikus er6 nem né
a végtelenségig, mert a folyasi hatar elérése utéan a kozolt szamitasi médszert
mar nem lehet alkalmazni. Ezenkiviil § ~~ 1 esetében a gytrii sikjaban torténd
kihajlas mar veszélyesebb lehet, mint a gytirdi sikjara merdleges kihajlas.
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A belsd, befogott peremen radialisan nyomott, a kiils§ peremen szabad
gylirik stabilitdsvizsgalataval foglalkozé dolgozatot idaig még nem kozoltek.
Bizonyos fokig kozelalls problémaval MaNsFIELD [5] foglalkozott. Azt az esetet
vizsgélta, amikor a gyiirti a sugari bels6 peremén N radilis nyoméer§ hat,
kiils§ b sugard peremét pedig N(a/b)? radiilis nyoméerd terheli. Ilyenkor LamME
képlete szerint a lemez minden pontjaban o, = —0Cye A MANSFIELD altal
kapott k értékeket az V. tablazat adja meg, a k(f—1) értékeket pedig az
5. abran a szaggatott venal tiinteti fel. A kiilsd peremre gyakorolt nyoméerd
folytan a kritikus er§ lényegesen kisebb, mint szabad kiilsé perem esetében.
A gyiiri kiils§ atmérgjének novekedésével a kiilsG peremre gyakorolt N(a/b)?
nyomderd egyre csdkken, és igy a kapott értékek kozelednek a szabad kiilsé
peremre kapott értékekhez (lasd az V. tabldzat utols6é sorat). Végtelen kiilsé

atmérd esetén az eltérés 0-ra csékken.

FUGGELEK

Az egyik peremen radidlisan nyomott kérgydiri
korszimmetrikus kihajldsi alakjdnak integrdlegyenlete

Kérszimmetrikus kihajlis (n = 0) esetében az (5) és (7) képletek szerint
z=wés q=p.

A fiktiv fajlagos teher (2) szerint

L3S (a,rd“’_(’)] dr .

p()= r dr dr

Ezt a kifejezést (13)-ba helyettesitve:

1
w(e)zhj K,(or) =L Ur'dwv))dr'
r=b r dr r

Koo, r) - (1/r) kifejezés (12) szerint a p, r valtozék szimmetrikus fiigg-

vénye. Bevezetvén a
1
L(er) = Ko(Q’r)—r"

illetve

w(g):hjl;bL(g, r)gr-(a,ri’%f-’-)-)dr

r=

jelolést, az egyenletet g szerint differencialjuk:
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dute) _y [ S0 d(, dui0)) g
dp =5 Op dr |’ dr

Parcialis integralassal

o) [}, 9L(e0 , o)) (" BLen, de0),
de 9 dr | r=b 000r dr

Minthogy az r = b helyen o, = 0 (szabad perem), az r = 1 helyen pedig
a befogas folytan dw/dr = 0, a jobboldali elsé tag eltiinik. Behelyettesitve o,
fesziiltség (1) kifejezését, a kovetkezdt kapjuk:

dw() _ N J‘ 82L(9,r)(1_ﬁ),i“iﬂd,,
=b

do 1—8 Boor r? dr

Bevezetjiik az
dw(r) [ b?

= —|r
() =-— | ]

r r2

figgvényt. Ezzel a fenti egyenletet a kévetkezd alakra hozhatjuk:

n(e) =7 ivbz J:Zbazgg(g;r)wtq~§) [r ——bT] (rydr.

Ez egy szimmetrikus magi homogén Fredholm-féle integralegyenlet. Bebizonyit-
haté, hogy az integralegyenlet a b <{ 1 és b > 1 esetben mindig pozitiv definit,
tehat korszimmetrikus kihajlas csak pozitiv IV értékekre kovetkezhetik be.
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