
TÉRBELI RÁCSOSTARTÓK 
RŰDERÓINEK ELLENŐRZÉSE 

R É D E I ISTVÁN 

[Beérkezet t 1965. április 5-én] 

Szerző egy előző dolgoza tában síkbeli r ácsos ta r tók ellenőrzésére a lka lmas e l j á rás t 
m u t a t o t t be. Je len dolgoza t ezen e l j á r á snak térbeli r ác sos t a r tók ra való a lka lmazása . Szerző 
az el lenőrző el járás a l ap j áu l szolgáló összefüggést t i sz t án geometr ia i - s ta t ika i ú ton vezet i le, 
és k i m u t a t j a , hogy az összetar tozó r ú d e r ő k és rúdhosszak szorzata inak algebrai összege a 
szerkezet rendszerétől , a l ak já tó l , a r u d a k számától , i r á n y á t ó l és hosszától függe t len ál landó. 
E z az összeg egyedül a külső erők f ü g g v é n y e , sőt, b izonyos esetekben kizárólag csak az a k t í v 
e rők tő l függ . Az e l já rás egyarán t é rvényes külsőleg és belsőleg h a t á r o z o t t és ha tá roza t l an 
r ácsos ta r tókra . A lka lmazásá t számpéldák vi lágí t ják meg. 

1. Bevezetés 

Je l en t a n u l m á n y kiegészítő részét képezi az MTA VI. Oszt. Közleményei-
nek 33. k ö t e t é b e n megje len t do lgoza tnak , ame ly síkbeli r ácsos t a r tók ellen-
őrzésére a lkalmas számí tó e l já rás t i smer te te t t . Je len t a n u l m á n y cél ja: térbel i 
r á c sos t a r t ók ellenőrzésére a lka lmas egyszerű számítás i e l j á rás levezetése és 
b e m u t a t á s a . 

2. Térbeli t a r tók megtámasz tása 

Térbel i erőrendszer egyensú lyá t 6 függet len egyenlet fejezi ki : 

IX = 0 , EY = 0, EZ = 0, EMX = 0, EMy = 0, EMZ = 0 . 

E n n e k megfelelőleg, a térbeli t a r t ó k s ta t ikai lag h a t á r o z o t t m e g t á m a s z t á s á h o z 
a lka lmasan vá l a sz to t t 6 t á m a s z t ó r ú d (földhöz kapcsoló r ú d ) szükséges és 
e legendő. H a t n á l t ö b b t á m a s z t ó r ú d a szerkezet térbeli e r ő j á t é k á t külsőleg 
s t a t ika i l ag h a t á r o z a t l a n n á teszi. 

Azonban a 6 t á m a s z t ó r ú d i r á n y a , mint i smeretes , k o r á n t s e m lehet te tsző-
leges. N e m h a t á r o z o t t a térbeli meg támasz t á s , ha 

1. mind a 6 t á m a s z t ó r ú d egy közös s íkkal p á r h u z a m o s ; 
2. van olyan tengely , ame ly va l amenny i t á m a s z t ó r ú d i r á n y á t metszi , 

v a g y olyan tengely , amely v a l a m e n n y i t á m a s z t ó r ú d i r ányáva l pá rhuzamos ; 
3. 3—3 t á m a s z t ó r ú d egy-egy közös pon ton megy á t ; 
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4. 3 t á m a s z t ó r ú d közös pon ton megy á t , a t ö b b i há rom r ú d pedig egy-
mássa l pá rhuzamos ; 

5. 3—3 r ú d egy-egy s íkban fekszik; 
6. 4 r ú d közös p o n t o n megy á t (akár a végesben, akár a végtelenben 

fekszik ez a közös p o n t ) ; 
7. 4 r ú d közös s íkban van . 
K é t térbel i t á m a s z t ó r ú d egyesítése térbeli i ngá t , h á r o m r ú d egyesítése 

gömbcsuk ló t e redményez . Ezek szer int elvileg a l k a l m a z h a t ó volna 
6 t á m a s z t ó r ú d , 
4 t á m a s z t ó r ú d és 1 inga, 
2 t á m a s z t ó r ú d és 2 inga, 
3 inga, 
3 t á m a s z t ó r ú d és 1 gömbcsukló , 
1 t á m a s z t ó r ú d , 1 inga és 1 gömbcsukló, 

te rmésze tesen gondosan e lkerülve fen t i 1 — 7. a la t t i ese teket . 
A műszaki g y a k o r l a t b a n azonban — r i tka k ivéte lektől e l t ek in tve — 

a térbel i t a r t ó k a t s a r u k segítségével 4 csomóponton t á m a s z t j u k a lá . Abból 
a szempontból vizsgálva a kérdés t , hogy ezek a műszak i gyako r l a tban alkal-
m a z o t t sa ruk az összesen lehetséges 3 i r ányú e lmozdulásból és 3 i r á n y ú elfor-
dulásból h á n y r a a d n a k lehetőséget , vagy , ami u g y a n a z t jelent i , h á n y képzelt 
r ú d n a k felelnek meg, a g y a k o r l a t b a n a lka lmazo t t s a r u k a t a l ább iak szerint 
o sz t á lyozha t j uk : 

1. hengeres á l lósaru (ún. f i x saru) 1 i rányú el fordulás t tesz lehetővé, 
t e h á t 5 r ú d n a k felel meg; 

2. álló gömbcsuklós sa ru 3 i r á n y ú elfordulást tesz lehetővé, t e h á t 3 rúd-
n a k felel meg; 

3. hengerszekeres , csuklós mozgósaru 1 i r á n y ú e lmozdulás t és 1 i rányú 
e l fordulás t tesz lehe tővé , t e h á t 4 r ú d n a k felel meg; 

4. ké t sorú hengerszekeres , hengercsuklós mozgósa ru 2 i r ányú elmozdu-
lás t és 1 i r ányú e l fordulás t tesz lehe tővé , t e h á t 3 r ú d n a k felel meg. 

5. hengerszekeres , gömbcsuklós saru 1 i r á n y ú e lmozdulás t és 3 i rányú 
e l fordulás t tesz lehe tővé , t e h á t 2 r ú d n a k felel meg; 

6. ké t sorú hengerszekeres , gömbcsuklós sa ru 2 i r á n y ú e lmozdulás t és 
3 i r á n y ú elfordulást tesz lehe tővé , t e h á t 1 r ú d n a k felel meg. 

Figyelembe véve a 4 p o n t o n va ló m e g t á m a s z t á s t , elvileg a lka lmazha tó 
volna : 

E g y 2. a la t t i álló gömbcsuklós és h á r o m 6. a l a t t i 2 hengerszekeres , gömb-
csuklós sa ru , avva l a megszor í tással , hogy u t ó b b i a k közül az egyik nem fek-
hetik vízszintes síkban. 

Ez az u tóbb i követe lés gyakor la t i lag úgyszólván k iv ihe te t len . Ugyancsak 
k iv ihe t e t l enek a t ö b b i e lképzelhető kombinác iók , m i n t pl. egy 4. a l a t t i és 
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h á r o m 6. a la t t i , v a g y ké t 5. a l a t t i és ké t 6. a l a t t i saruösszetétel , mer t u g y a n -
úgy , m i n t az elsőnél, nem vízszintes i rányú sarufészkeket igényelnek. 

Mármos t a tényleges m é r n ö k i gyakor la t mindeneke lő t t v a l a m e n n y i s a r u t 
vízszintes l apra f ek t e t i fel (k ivéte lek egyes n a g y ívmagasságú ív ta r tók) . A t é n y -
leges gyakor la t k isebb szélességű térbeli t a r t ó k o n két hengercsuklós á l lósaru t 
és ké t 1 hengerszekeres , hengercsuklós mozgósa ru t ; széles t a r t ó k o n e g y 
gömbcsuklós á l lósarut , k é t egyhengerszekeres , hengercsuklós mozgósa ru t 
és egy 2 hengerszekeres , gömbcsuklós mozgósa ru t a lka lmaz . 

Előbbi e se tben a képzel t t á m a s z t ó r u d a k száma: 5 + 5 + 4 + 4 = 18; 
u tóbb i esetben 3 + 4 + 4 + 1 = 12; t e h á t m i n d k é t ese tben jóval n a g y o b b , 
m i n t az egyensúlyi fe l té te lekből s ta t ika i ú t o n megá l lap í tha tó és fe l té t len 
szükséges 6 r ú d . 

Fen t iekből megá l l ap í tha tó , hogy t é rbe l i t a r tószerkeze tek külső meg-
t ámasz t á sa , n a g y o n kevés kivétel től e l t ek in tve , s ta t ika i lag h a t á r o z a t l a n . 
A meg támasz t á s kényszererői csak több-kevesebb idealizálással, leegyszerűsí-
téssel á l l ap í tha tók vagy becsü lhe tők meg. 

3. Az alaptétel levezetése 

Az i t t köve tkező levezetésben, felesleges ismétlések elkerülése v é g e t t , 
g y a k r a n t ö r t én ik h iva tkozás a síkbeli r ácsos t a r tók ra l eveze te t t a lap té te l re . 

3.1. Csuklós tetraéder esete 

Miként a síkbeli r ácsos ta r tóná l a s zabá ly ta l an a l akú csuklós h á r o m -
szögből i n d u l t u n k ki, a té rbe l i összefüggés k i indulásá t a szabá ly ta lan a l a k ú 
t e t r aéde r képezi (1. ábra) . 

A t e t r aéde r r e hasson egyet len ak t í v С erő, a meg támasz tá s i p o n t o k 
legyenek А, В és D. Té te lezzük fel, hogy a meg támasz t á s i pon tokon m a g u k 
a m e g t á m a s z t á s o k úgy v a n n a k kiképezve, hogy azok együ t t e sen s t a t ika i l ag 
h a t á r o z o t t és m e r e v m e g t á m a s z t á s t a l k o t n a k , ennek megfelelően С ak t í v e rő 
megadásáva l egyszersmind u t ó b b i a k is m e g h a t á r o z h a t ó k . 

Fe l té te lezzük te rmésze tesen , hogy С, А, В és D e rők együt tesen egyen-
sú lyban levő té rbe l i e rőrendszer t képeznek, vagyis 

(С, A, B, D) = 0. 

A t e t r a é d e r 6 élét képező 6 r ú d b a n az ( + , B, D, C) erőrendszer h a t á s á r a 
rúde rők éb rednek , melyeknek megha tá rozása az (А, В, C, D) erőrendszer isme-
re tében te l jesen egyér te lműen lehetséges. Vagyis , ha az egyes r u d a k b a n fel lépő 
rúderöke t a r u d a k számával megegyező indexszel l á t j u k el, a fellépő r ú d e r ő k : 
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Sv S2, S3, S4, S5, Sß; ezeket a rúderőke t — ha ta lán va lamivel b o n y o l u l t a b b 
ú ton , m i n t a síkbeli t a r t ókon —, de minden körü lmények közöt t egyér te lműen 
meg t u d j u k ha tá rozn i . 

С 

Tételezzük fel, hogy ez a megha tá rozás meg tö r t én t és i smer jük va la -
menny i r ú d b a n fellépő rúde rő t . Egyensúly i rendszerről lévén szó, a csuklós 
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t e t r a é d e r b á r m e l y i k c suk lópon t j ában összefu tó külső és belső erők ö n m a g u k b a n 
külön-külön egyensú lyban v a n n a k . T e h á t az 1. ábra jelöléseivel: 

(C, S4, S6, S5) = о , 
(A, S3, Sv S f ) = 0, 
(В, S, , S5 , S 2 ) = о , 
(D, S2, S3, Se) = 0 . 

Azonban , h a a fenti egyenle tek f e n n á l l n a k , ez egyszersmind azt j e l en t i , 
h o g y az egy-egy egyenletben felsorolt külső és belső erők ve tü le te inek a lgebrai 
összege a tér b á r m e l y egyenesére v o n a t k o z t a t v a zérust kell hogy e redmé-
nyezzen . 

E z e k u t á n vegyünk fel a t é rben te l jesen tetszőlegesen va lamely О p o n t o t 
(1. ábra) . Ha a fe lve t t 0 p o n t o t a t e t r a é d e r valamelyik r ú d j á n a k ké t vég-
p o n t j á v a l ö s szekö t jük , s íkban fekvő há romszöge t k a p u n k , t ek in te t t e l a r r a , 
h o g y 3 térbeli p o n t , hacsak n e m fekszik egy egyesen, egy s íkot ha tá roz meg . 
H a t e h á t ezen összekötő egyenesekre í r j u k fel az előbb e m l í t e t t ve tü le t i t é t e -
l eke t , minden e s e t b e n közös s í k b a n fekvő e rőkke l van do lgunk . 

E z e k u t á n kössük össze О pon to t a t e t r a é d e r 4 csúcsával. Az így s z á r m a z ó 
CO, AO, BO, DO egyeneseken vegyük fel a pozi t ív i r ány t oly módon, hogy 
az mind a négy egyenesen 0 p o n t felé m u t a s s o n . 

Legyen a kü lső С, A, B, D erők pozitív i ránya és СО, АО, ВО és DO 
segédegyenesek pozi t ív i ránya közöt t i szögek jele 

а С p o n t b a n , а С kü lső erő és СО egyenes közöt t yc, 
az A p o n t b a n , az A külső erő és AÖ egyenes közöt t KA, 
а В p o n t b a n , а В külső e rő és ВО egyenes közöt t ße , 
a D p o n t b a n , a D kü lső e rő és DÖ egyenes közöt t 6D-

Legyen t o v á b b á a t e t r a é d e r éleit k é p e z ő egyenesdarabok és a segéd-
egyenesek pozitív iránya közö t t i szögek b e t ű j e l e 

а С p o n t b a n : y4, y5 és ye, 
az A p o n t b a n : o^ocgés к4, 
а В p o n t b a n : ßv ß2 és /35, 
a D p o n t b a n : ő2, à3 és ő e . 

Mindezek u t á n í r juk fel a négy segédegyenesre, СО, АО, ВО és DO-тя 
az e rővetü le tek 0 -é r t ékűségé t : 

С cos yc + S4 cos y4 -f S5 cos ys + S6 cos y„ = 0, 
A cos KA + S 4 cos a4 -(- S 3 cos a 3 -f- S4 cos a 4 = 0, 
В cos ße + S4 cos ß4 -f- S2 cos ß2 + S5 cos ß5 = 0, 
D cos ÓD + S2 cos ő2 4" S 3 cos <53 -)- S6 cos őe = 0. 
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Szorozzuk meg ezen egyen le t r endsze r első egyen le té t a CO t á v o l s á g g a l , 
a másod ik e g y e n l e t e t az A O távo l ságga l , a h a r m a d i k egyenle te t а В О és 
a negyed ik egyen le t e t a DO t ávo l ságga l és m i n d j á r t a d j u k is össze az í gy 
n y e r t egyen le t eke t . E r e d m é n y ü n k a lábbi l esz : 

CO • С cos ус + CÖ • S 4 cos y4 + CÖ • S 5 cos y5 + СО • S 6 cos y6 + 
+AO • A cos XA + АО • ft cos a 4 АО • ft cos x3 + АО • ft cos a 4 - f 
+ BO • в cos ßB + BÖ • ft cos ß1 + во • ft cos ß2 + B Ö • S 5 cos ßs + 
+ D Ö • D cos ÖD + DÖ- ft cos ft + B Ö • ft cos Ö 3 + DO • ft cos ft = 0 . (I) 

A f e n t i egyen l e tben m i n d e n r ú d e r ő ké t ö s s z e a d a n d ó b a n szerepel . V o n j u k össze 
ezeke t az ö s s z e a d a n d ó k a t : 

CÖ • ft cos yi + AÖ ' ft cos oc4 = S 4 (CO cos y4 + AO cos a4), 
^ • S 5 cos y5 + B Ö • ft cos ft = S 5 (CO cos y s + BÖ cos ft), 
C ^ • ft cos y6 + DO • ft cos a , = ft (CO cos y e + DO cos ft), 
AO • ft cos a 4 + B Ö ' ft cos ft = S 4 ( + Ö cos a 4 + B Ö cos ft), 
+ 0 • S3 cos x3 + DO • ft cos ft = S3 (AO cos <x3 + DO cos ô3), 
BD • S., cos ft + DŐ • S2 cos ft = S2 (BÖ cos ft + DO cos ft). 

(II) 

A z o n b a n a zá ró j e l ekben foglal t m e n n y i s é g e k n e k n a g y o n egyszerű je len-
t é s ü k vaD. Az l a . — l f . á b r á k o n kisebb l é p t é k b e n k i r a j z o l t u k az egyes r u d a k a t , 
az О p o n t t a l és a r u d a k k é t végéhez r a j z o l t segédegyenesekkel , 
l a . á b r a a l a p j á n : 

' АО4 СО4 . , 
= cos X. , = cos (л — у.) -- — cos y., 

AO 4 CO 

AO Ф CO- cosY 4 = AO4 - CO4 = Z4 ; 

l b . á b r a a l a p j á n : 

BO 5
 a CO5 

= cos ft , = cos y 5 , 
BO CO 

BO • cos ft + CO • cos Y5 = BO5 + CO5 = Z5 ; 

l c . á b r a a l a p j á n : 

CO6 DO6 , . . s 
cos y6 , = cos (Л — ft) = — cos o0 , 

CO DO 

CO • cos y6+DO- c o s ft = CO 6 - DO6 = i6 ; 
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l d . ábra a l ap ján : 

A ° l I О ч « = cos x,, = cos ( л — ß.) = — cos я , , 
АО ВО 

АО • cos <*! + ВО • cos ß4 = АО1 — ВО1 = ít ; 
l e . ábra a l ap ján : 

AO3 DO3 . 
= cos ж, , — = cos (л — оч) = — COS дп , 

AO DO V з; 3 

AO • cos «g -f DO • cos <53 = AO3 — DO3 — l3 ; 

I f . ábra a l ap ján : 

BO2 DO'1 . . . 
= cos a , , = cos (л —• o„) = — cos o , , 

BO DO V ' 
AO • cos ß2+ DO- cos <5, = BO2 — DO2 = l2, 

vagyis a ( I I ) egyenle tek so r j ában így í rha tók : 

B4 /4 > B51Ь ; S6 /6 ; S j /4 ; S3 /3 es S 2 /2 ; 

ha ti . / j , /2, /3, l v /5 és / 6 - ta l az 1, 2, 3, 4 , 5, illetve 6 r u d a k hosszát j e lö l jük . 
Most még á l l ap í t suk meg az (I) egyenlet első osz lopában szereplő 4 össze-

a d a n d ó n a k je lentését , t i . azokét , me lyekben a külső e rők szerepelnek. 
Az l g . ábrán i smé t k i ra jzo l tuk az (ABCD) t e t r a é d e r t , a kü lső erőkkel 

és az 0 pon t t a l . Bocsássunk 0 pon tbó l va lamenny i erő i rányára merőlegest 
és e merőlegesnek az e r ő i rányával való me t szé spon t j á t je löl jük 0% 0% 0 b 

és 0d-vei . Az lg . áb ra a l a p j á n 

C0C AOa В0Ь
 0 B0d 

— cos yc ; = cos <xA ; = cos ßB , = cos oD, 
СО АО ВО ВО 

t ehá t 

СО cos Ус —<lc-> АО cos otA = qA , ВО cos ßB = qB, DO cos ôD = qD , 

ha ti . 0 pon tbó l az erő i r á n y á r a bocsá to t t merőlegesnek az erő t á m a d á s p o n t j á -
tól mér t C0c, АО", ВО", i lletve D0a t ávolságát ( az l g . áb rán vona lkázo t t 
t ávo l ságoka t ) rendre qc, qA, qe és ?o-nek nevezzük. A t o v á b b i a k b a n ezeket 
a q t ávo l ságoka t az erők karjainak nevezzük és előjeles t ávo l ságoknak t e k i n t j ü k . 
A kar t akko r nevezzük pozitívnak, h a az erő iránya az 0C, 0A, 0°, i l letve 0" 
metszéspont felé mutat. ( U t ó b b i logikus köve tkezménye annak , hogy a pozit ív 
erői rány és a pozitív segédegyenes i r á n y a közti szöget nevez tük YC, a A, ßß, 
illetve őo-nek; ha t i . ez a szög л/2-nél nagyobb, ú g y cos yc, cos XA s tb . is, 
t e h á t CO • cos ус, AO • cos xa s tb. is negat ív . ) 
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Mindezeke t az e r e d m é n y e k e t ( I ) egyen le tbe b e h e l y e t t e s í t v e , a 

Cqc + AqA + BqB + DqD + S11, + S2l2 + S3l3 + S 4 lt + S 5 í s + S 6 í 6 = 0 

összefüggés t k a p j u k . S z i m b o l i k u s a n í r v a : 

EPi4i + ESj = 0 , 
i l le tve 

Z P . q t ^ - Z S i h , ( I I I ) 

aho l Pi á l t a l á b a n kü l ső erő t j e l e n t , qt ped ig a n n a k f en t i ek s ze r in t é r t e lmeze t t 
k a r j á t j e l en t i . S,- r ú d e r ő t , 1,- u g y a n a n n a k r ú d h o s s z á t j e l en t i . A s z u m m á c i ó 
b a l o ldalon az összes erőre (i = 1, 2, 3, 4), j o b b o lda lon az összes r ú d r a (i = 
= 1, 2, 3, 4, 5, 6) t e r j e s z t e n d ő k i . 

3.2. Általános térbeli rácsostartó esete 

A 2. á b r a á l t a l ános té rbe l i r á c s o s t a r t ó t t ü n t e t fel . A t a r t ó n a k fölös r ú d j a i 
is v a n n a k , t e h á t belsőleg s t a t i k a i l a g h a t á r o z a t l a n fe lépí tésű . A t a r t ó t x,y, . . . 
c s o m ó p o n t j a i n X , Y, . . . kü l ső ( a k t í v - és kényszer - ) erők t e r h e l i k . K i indu ló 

f e l t é t e l ü n k az , h o g y az (X , Y, . . .) e rő rendszer ö n m a g á b a n e g y e n s ú l y b a n v a n , 
t o v á b b á , h o g y a t a r t ó ezen e rők h a t á s á r a n y u g a l o m b a n m a r a d , v a g y i s az egyes 
c s o m ó p o n t o k az (X , Y, . . .) e r ő k h a t á s á r a n e m m o z d u l n a k el . U t ó b b i c sak 
a k k o r l ehe t séges , ha k ü l ö n - k ü l ö n m i n d e n egyes c s o m ó p o n t r a h a t ó külső e rő 
és az u g y a n e z e n c s o m ó p o n t b a b e f u t ó 3, v a g y a n n á l t ö b b r ú d r ú d e r ő j e e g y ü t -
t e s e n egyensú ly i e rő rendsze r t k é p e z . 

E z e k sze r in t a t é r t e t s zés sze r in t i p o n t j á b a n f e lve t t О p o n t b ó l k i indu ló 
és О p o n t o t a t a r t ó egyes c s o m ó p o n t j a i v a l összekö tő Ox, Oy, . . . egyenesek 
m i n d e g y i k é r e f e l í r ha tó az e r ő v e t ü l e t e k 0 -é r t ékűsége , v a g y i s : 
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X cos (Ox) + Sa cos (sa — Ox) -(- Sb cos (sb — Ob) 4-

4 - . . . 4- Sn cos (s„ — On) = 0 , 

У cos (Oy) 4- S a cos (sa ~ Oy) 4- Sc cos (sc — Oc) 4-

4* • • • 4" cos (sm — От) = О (IV) 

s tb . , 

ahol a zárójeles k i fe jezések az ábrán f e l t ü n t e t e t t szögeket jelentik. I lyen egyen-
le te t p o n t o s a n annyi t í r h a t u n k fel, a h á n y (akár külső , a k á r belső) c somópon t j a 
v a n a szerkezetnek. 

A (IV) egyenle t rendszerben n y i l v á n minden kü l ső erő szerepel, éspedig 
egyetlen egy egyenle tben , t i . csakis a b b a n , amely az i l lető erő t á m a d á s p o n t j á t 
О pon t t a l összekötő egyenesre vona tkozó vet í tés t í r j a le, pl. X erő csak az Ox 
egyenesre vona tkozó ve t í t é sben . -

Az egyes rúde rők mindegyike viszont két egyenle tben szerepel , t i . az 
illető r ú d k é t v é g p o n t j á t O-val összekötő két egyenesre vona tkozó ve tü le t i 
egyenle tben . í g y pl. a 2. ábrán f e l t ü n t e t e t t ( egyébként s ta t ika i lag fölös) sa 

r ú d Sa r úde rő j e csakis az x és у c somópon toka t O-val összekötő k é t egyenesre 
vona tkozó vetület i egyenle tben , j i l e n esetben а ( IV) a la t t i első és második 
egyenle tben fordul elő. 

Á m d e ilyen v i szonyok között a 3.1. a la t t az egyszerű t e t r aéde r re alkal-
mazo t t levezetés töké le tesen az előbbi ú t o n h a j t h a t ó végre és a k a p h a t ó vég-
e redmény is tökéle tesen azonos lesz a 3.1. részben k a p o t t ( I I I ) végeredménnyel , 
vagyis 

Z P . q ^ - X S t l r , (V) 

a különbség mindössze az, hogy a bal oldal szummáció ja jelen esetben az összes 
külső (ak t ív - és kényszer- ) erőre, a j o b b oldali pedig a térbeli r ácsos ta r tó vala-
mennyi r ú d j á r a , be leé r tve a s ta t ika i lag fölös r u d a k a t is, k i t e r jesz tendő . 

Mindezek a l ap j án a térbeli r ác sos t a r tó rúderő inek ellenőrzésére felhasz-
ná lha tó a lap té te l így fog la lha tó s z a v a k b a : 

a külső erők és karok szorzatának algebrai összege egyenlő a rúderők és rúd-
hosszak szorzatainak algebrai összegével; a két összeg azonban ellenkező előjelű. 

A m i n t l á t juk , az (V) egyenlet azonos a síkbeli r ácsos ta r tókra leveze te t t 
alapösszefüggéssel. Az el térés mindössze az, hogy ezú t t a l Р,- térbeli erőrend-
szert j e l en t , az erőrendszer egyes erőihez t a r tozó ç, k a r o k nem egy s íkban fekvő, 
hanem térbe l i egyeneseket je lentenek, az (V) egyenlőség jobb oldala pedig 
a térbeli r ácsos ta r tó összes rúdja i ra vona tkozó r ú d e r ő k és rúdhosszak szorza-
t a inak a lgebra i összegét je lent i . 

I t t m i n d j á r t szükséges megjegyezni , hogy b á r az 0 kezdőpon t tetszés 
szerint vá l a sz tha tó a t é r b e n , éppen, m e r t térbeli t a r t ó r ó l van szó, a n n a k helyét 
célszerűen kell megvá lasz tan i , ha az t a k a r j u k , hogy az ellenőrzéshez egyszerű 
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ú t o n j u s s u n k hozzá. Ez i t t még sokkal fon tosabb , min t síkbeli t a r t ó k esetén. 
Ügyet len fe lvéte l esetében az (V) képle t bal o lda lának k i számí tása igen sok 
m u n k á v a l j á r . 

Befejezésül még egy, i n k á b b elméleti je l legű megjegyzés . Minthogy 
az 0 pon t felvétele te l jesen tetszőleges volt , a l eveze te t t vége redmény 0 p o n t 
bá rmi lyen felvétele esetén é rvényben m a r a d . E b b ő l viszont az is következik , 
hogy a r ú d e r ő k és rúdhosszak szo rza t ának a lgebrai összege a kü lső erők fel-
vételével m á r te l jesen meg v a n h a t á r o z v a , e szorzatösszeg t e h á t kizárólag 
a külső erők nagyságá tó l , i r ányá tó l és ér te lmétől függ , de n e m f ü g g az egyes 
r u d a k számátó l , i r ányá tó l és a rúdhosszak tó l . 

Az eml í t e t t E S f i szorzatösszeg t ehá t a szóban forgó rácsos ta r tó ra 
vona tkozó lag állandót, invariánst képez , ami igen fe l tűnő jelenség. Szavakkal 
k i fe jezve: lia a d o t t a térbel i t a r t ó erőkkel t e rhe l t c somópon t j a inak helye és 
a d o t t a k m a g u k a külső (egyensúlyban levő) erők, akkor a r ú d e r ő k és rúd-
hosszak szorzatösszege ado t t és vá l toza t l an . Ez a mennyiség t e l j e sen független 
a t tó l , hogy az erőkkel te rhe l t c somópon toka t h á n y , milyen i r á n y ú és milyen 
hosszú r u d a k k a l k ö t j ü k össze. 

U t ó b b i megál lap í tás te rmésze tesen csak elmélet i érdekességgel bír, gya-
kor la t i haszna nincsen. A műszak i gyako r l a tban ugyanis először á l l ap í t juk 
meg a t a r t ó geometr ia i v iszonyai t és csak ezek u t á n a terhelő e rőke t . 

4. Az e l járás gyakor la t i a lka lmazása 

4.1. Számpélda , 

A 3. á b r á n f e l t ü n t e t e t t té rbel i r ácsos ta r tó egy m o s t a n á b a n sűrűn alkal-
m a z o t t fűrész- te tőszerkeze te t t ü n t e t fel, egyszerű vonatozással . A t a r t ó csomó-
p o n t j a i n a k s záma 9, r u d a k száma 21, t ehá t a 9 • 3 — 6 = 21 fel tétel tel je-
s í tve v a n . 

Terhelő egyet len külső ak t ív e rő : W = 8 Mp (szélerő) az 5 c somóponton . 
A t a r t ó aO — A, 1 = B,7 = C és 6 = D c somópontokon v a n m e g t á m a s z t v a . 

Az A p o n t o n gömbcsuklót , В és С p o n t o k o n függőleges i r ányú meg-
t á m a s z t ó r u d a k a t , D pon ton u g y a n c s a k egyszerű t á m a s z t ó r u d a t képzelünk el, 
mely u tóbb i azonban a t a r t ó v é g l a p j á n a k s í k j á b a n (6—7—8 csomópontok 
a lko t t a há romszög s ík jában) ferdén áll. í g y a meg támasz tó r u d a k száma 
3 + 3 = 6, vagyis a t a r t ó idealizált meg támasz t á s i rendszere s t a t ika i l ag h a t á -
rozo t t . Az e lsősorban m e g h a t á r o z a n d ó i smere t lenek: a reakc iókomponensek , 
vagyis Ax, Ay, Az; By; Cy; Dx, D y . Az ismeret lenek száma t e h á t 7. H a azonban 
a tel jes sz immet r iábó l indu lunk ki (ami nem fel té t len szükséges !), akkor 
By = Су, vagyis végeredményben csak 6 i smere t l en t kell m e g h a t á r o z n u n k . 
Az erők térbel i egyensúlyá t k i fe jező 6 egyenlet : 
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1. e rők vetüle tösszege x t engelyre : Ax + Dy -f- W — 0, 
2. e rők vetüle tösszege y t engelyre : Ay + By -f- Cy + Dy = 0, 
3. e rők vetüle tösszege z t enge lyre : Az == 0, 
4. n y o m a t é k x t e n g e l y r e : Cy • 16 m -f- Dy - 1 6 m = 0, 
5. n y o m a t é k y t e n g e l y r e : W • 8 m + Dx •. 16 m = 0, 
6. n y o m a t é k z t e n g e l y r e : J3 V • 4 m + Cy • 4 m + W • 3 m = 0. 

8 

Fent i egyenle teket , a n n a k f igyelembevételével , a m i fe l té te lezésünk vol t , 
hogy By = Cy, egyé r t e lműen meg lehet oldani . A k i a d ó d ó e redmények : 

Ax = Dx = —4 Mp ( W i r ányáva l ellenkező i r á n y b a n hat) , 
Ay = Dy = + 3 Mp (felfelé m u t a t ) , 
Az = 0, 
By — Cy = —3 Mp (lefelé m u t a t , lehorgonyzó erő) . 
A 3a. á b r á n fent i r e akc ió i r ányoka t f e l t ü n t e t t ü k . 

A ferde r u d a k hossza i : 2—3 r ú d : 8,55 m, 2—4 r ú d : 9,42 m, 0—4 r ú d : 
8,95 m. 

E z e k u t á n k i s z á m í t o t t u k az összes rúde rőke t . E z e k n e k ér tékei t , egyszer-
smind az (V) képlet szer int i ellenőrzés számí tá sá t az I . t á b l á z a t m u t a t j a . 

A tel jes sz immetr ia m i a t t elegendő a rúderőket a t a r t ó felére m e g h a t á -
rozni . F igyelembe véve, h o g y a t a r t ó közepén levő (5 — 3), (5—4) és (3—4) 
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I . táblázat 

R ú d 
jele 

R ú d h o s s z 
1 

( m ) 

R ú d e r ő 
S 

(Mp) 
Sl 

(Mpm) 

1—0 4.00 — 4.00 — 16.00 
1—2 5.00 + 5.00 + 25.00 
0 - 2 3.00 — 3.00 — 9.00 
1—4 8.00 0 0 
0—3 8.00 0 0 
0 - 4 8.95 0 0 
2—4 9.434 — 9.434 — 89.00 
2 - 5 8.00 0 0 
2 - 3 8.544 + 8.544 + 73.00 

— 16.00 
5 - 3 3.00 — 6.00 — 18.00 
5 - 4 5.00 + 10.00 + 50.00 
3 - 4 4.00 0 0 

Z2= + 32.00 

2V, + 272 = — 2. 16.0 + 32.0 = 0 

r u d a k az egész t a r t ó n csak egyszer fo rdu lnak elő, a t ö b b i összes r u d a k n a k 
viszont m e g v a n n a k a sz immet r ikus rúd ja i , m a g a a t á b l á z a t csupán a t a r t ó 
felére dolgozandó ki, viszont a sz immetr ikus helyzetű r u d a k értékei a szum-
mác ióban kétszeres ér tékkel veendők . E n n e k megfelelően a táb láza t első 
s z u m m á j a kétszeresen veendő f igyelembe, a második s z u m m a viszont csak 
egyszeresen. T e h á t az ellenőrző képle t j obb o ldala : 

ZSj í, = — 2 • 16 + 32 = 0 . 

Az ellenőrző képlet ba l o lda lának k iszámításához О kezdőpon to t leg-
célszerűbben A p o n t helyén v e h e t j ü k fel, ebben az esetben u g y a n i s v a l a m e n n y i 
kényszererő, nemkü lönben W a k t í v e rőka r j a e g y a r á n t 0. í g y t e h á t a bal oldali 
é r t é k : 

ZPiqi = 0. 

Ezek szerint az (V) képlet á l t a l megkövete l t fel tétel t e l j e s í tve van . 
Fen t i p é l d á b a n k i indu lá sunk az volt , hogy a tel jes sz immetr ia m i a t t : 

By = Су. E z t a megha t á rozás t másképpen is lehet foga lmazni . Fent i fe l tevés 
a l ap j án ugyanis azt az e r e d m é n y t k a p t u k , hogy Dx = —4 Mp, Dy = + 3 Mp. 
Ez a megál lap í tás más szóval az t jelent i , hogy t u l a j d o n k é p p e n a D meg-
t á m a s z t ó r ú d irányát r ögz í t e t t ük . Ez a r ú d ugyanis szükségképpen csakis 
o lyan i r á n y b a n á l lha t , min t az á l ta la a t a r t ó r a á t a d o t t kényszererő , vagyis 
e képzel t r ú d n a k a vízszintessel bezár t szöge: t a n i ? = 3/4 (3a. ábra) . 

A D r ú d i r ányá ra a z o n b a n elvileg semmiféle m e g k ö t é s ü n k nincsen, — 
kivéve azt , hogy függőleges n e m lehet . K i i n d u l h a t u n k pé ldáu l abból a fel-

MTA VI. Osztály Közleményei 38 1967 



TÉRBELI RÁUSOSTARTÓK RÜDERÖINEK ELLENŐRZÉSE 8 1 

t evésbő l is, hogy Dx = Dy, vagy i s t a n # = 1/1 = 45°. Er re a fel tevésre u g y a n -
úgy fe l í rha t juk a térbeli s t a t i k a 6 egyensúlyi egyenletét és ugyanúgy , m i n t 
e lőbb, k i s z á m í t h a t j u k a reakcióerőket és r úde rőke t . A számí t á s részletei t 
mellőzve, a k i adódó e r edmények : 

AX = Ac = —4 Mp (В7-vei ellenkező i r ány ) , 
AY = + 2 Mp; АГ = 0, 
By = —2 Mp; Су = —4 Mp ( lehorgonyzó erők) , 
Dy = + 4 Mp. 

(Lásd 3b. ábra) . 
Bá rmenny i r e különösnek is látszik, a D képzel t t á m a s z t ó r ú d i r ányának 

megvá l t oz t a t á sáva l az összes r eakc iók értékei megvá l toznak , a t a r t ó a reakció-
erők s zempon t j ábó l már nein sz immetr ikus , a I F erőn át f e k t e t e t t függőleges 
sík egy ik oldalán a reakciók m á s ér tékeket a d n a k , mint ugyanezen sík más ik 
o lda lán . Fent iek dacá ra a t a r t ó egyensú lyban van , ami t bá rme ly f e lve t t 
t enge lyre v o n a t k o z t a t o t t nyomatékösszegek 0-ér tékűségével e l lenőr izhetünk. 
Viszont , te rmésze tesen ilyen fe lvé te l mellett , az előző fe lvéte lhez képest meg-
változnak az összes rúderők. 

Azonban az ellenőrző k é p l e t ü n k jobb o lda lán szereplő E Piqt érték vá l to -
za t l anu l 0 marad , amiről l egkönnyebben úgy győződhe tünk m e g , ha ez ese tben 
is az О kezdőpon to t A p o n t t a l vesszük azonosnak . Ez v i s zon t azt je len t i , 
hogy az (V) ellenőrző képlet bal oldal i s z u m m á j a , E Sj l j is vá l toza t l anu l az előző 
ese tben megha t á rozo t t ér ték ( je len esetben 0) kell hogy m a r a d j o n . Vagyis 
vége redményben a rúderők és rúdhosszak algebrai összege je len t a r t ó n független 
a megtámasztás kényszererőinek idealizált felvételétől. Ez a megá l lap í tás tervezés 
s zempon t j ábó l sok e lőnyt je len t . 

Még egy u to lsó megjegyzés t kell t e n n ü n k f en t i pé ldáva l kapcso la tban . 
D p o n t o n működő támaszerő i r á n y á t a t a r t ó v é g l a p j á n a k s í k j á b a n fekvőnek 
képze l tük . Ez a fel tételezés te rmésze tesen csak a r r a az esetre j e l en the t i a t a r t ó 
h a t á r o z o t t és merev m e g t á m a s z t á s á t , ha a külső a k t í v erő a p é l d á b a n megado t t 
i r ányú , v a g y á l t a l á b a n a véglappal pá rhuzamos s íkban fekszik. E g y é b esetben, 
pl . f e rde i rányú I F erő esetén, D ponton képze l t ruda t szükségképpen m á s 
i r á n y ú n a k , a záró lap síkjából k i t é r ő egyenesen fekvőnek kell feltételezni. 

4.2. Számpélda 

A 4. ábra egy 16 m fesz távú , acélszerkezetű rácsos fe lülvi lágí tó egyszerű-
s í te t t szerkezetét t ü n t e t i fel. A t a r t ó n a k 9 c somópon t j a és 21 rúd ja v a n , 
t e h á t a 3 • 9 — 6 = 21 feltétel te l jes í tve v a n . 

A t a r t ó t egye t len vízszintes i r ányú , W = 8 Mp akt ív erő terhel i . A meg-
t á m a s z t á s kényszererőire vona tkozó lag ismét u g y a n ú g y , min t előző példában, 
az A p o n t o n gömbcsuklós , а В, С és D pontokon t á m a s z t ó r u d a s m e g t á m a s z t á s t 

6 MTA VI. Osztály Közleményei 38 1967 



8 2 R É D E I I S T V Á N 

t é te lezzünk fel. A D p o n t o n , t e rmésze tesen a 2. p o n t b a n m o n d o t t a k a l a p j á n , 
n e m he lyezhe tünk el függőlegesen álló meg támasz tó r u d a t . Az ado t t e se tben , 
vízszintes i r á n y ú és a t a r t ó hossztengelyére merőleges W erő esetén, D p o n t o n 
levő m e g t á m a s z t ó ruda t a t a r t ó vég l ap j ának s ík jában f e k v ő n e k képze lhe t j ük el. 

Té te lezzük fel, hogy By = Cy. 
Fen t i fel tételezésekkel , a térbeli s t a t i k a 6 egyensúly i egyenlete a l a p j á n , 

v a l a m e n n y i t ámasze rő -komponens egyér te lműen k i s zámí tha tó . Fe l í rva a 3 
koord iná ta tenge ly re az e rőve tü le tek és n y o m a t é k o k O-értékűségét , az a lábbi 
é r tékeke t k a p j u k : 

Ax = Dx = —4 Mp (JF-vel ellenkező irány), 
Ay = Dy = + 2 , 6 7 M p , Az = 0, 
By = Cy = —2,67 M p (lehorgonyzó erő). 

A reakcióerők i rányá t a 4a . áb ra t ü n t e t i fel . 
Ez a felvétel t e h á t az t jelenti , hogy D y /D x = 2,67/4 = 0,66, vagyis 

a D-pon tbe l i képzelt r ú d t enge lyvona la á t m e g y a Q p o n t o n (4a. á b r a ) . 
A Q p o n t а С t á m a s z t ó r ú d függőlegesének és a te tőszerkeze t c súcspon t j án 

á t képzel t vízszintesnek m e t s z é s p o n t j a . Más szóval t e h á t ez a fe lvé te l D-nél 
képzel t r ú d i rányá t a v é g l a p s ík jában fekvőnek t e k i n t i , t ehá t m i n t síkbeli 
r ácsos ta r tó s ík jában t e r e m t i meg az egyensúly t , ami m á s k é p p e n n e m képzel-
he tő el, m i n t h o g y a közös s íkban levő h á r o m erő, t i . C, D, t ovábbá W erőnek 
a t a r t ó t e t ő p o n t j á r a képze l t Wj2 komponense egy közös p o n t b a n metszik 
egymás t . Síkbeli t a r t ó n ez a feltétel szükséges v e l e j á r ó j a az egyensú lynak . 
Térbeli t a r t ó n ez nem fe l t é t l en szükséges. 

I I . t á b l á z a t 

R ú d 
jele 

Rúdhossz 
1 

(m) 

R ú d e r ő 
s 

(Mp) 
s i 

(Mpm) 

1 — 0 6 . 0 0 — 2 . 0 0 — 1 2 . 0 0 

1 — 2 5 . 0 0 + 3 . 3 3 + 1 6 . 6 7 

0 — 2 5 . 0 0 — 3 . 3 3 — 1 6 . 6 7 

1 — 4 8 . 0 0 0 0 

0 — 3 8 . 0 0 0 0 

0 — 4 1 0 . 0 0 0 0 

2 — 4 9 . 4 3 4 — 6 . 2 9 — 5 9 . 3 4 

2 — 5 8 . 0 0 9 0 

2 — 3 9 . 4 3 4 + 6 . 2 9 + 5 9 . 3 4 

— 1 2 . 0 0 

5 — 3 5 . 0 0 — 6 . 6 6 — 3 3 . 3 3 

5 — 4 5 . 0 0 + 6 . 6 6 + 3 3 . 3 3 

3 — 4 6 . 0 0 0 0 

0 

2ZL + Г 2 = — 2 4 . 0 0 
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F e n t i előkészítés u t á n a t a r t ó r ú d j a i n a k rúderő i egyér te lműen meg-
h a t á r o z h a t ó k . Mellőzve a számítási rész le teket , a vége redmény t a I I . t á b l á z a t 
t ü n t e t i fel. 

A sz immetr ia m i a t t i t t is, u g y a n ú g y min t előző pé ldában , a r ú d e r ő k e t 
csupán a t a r t ó felére s zámí to t t uk ki. í g y az ellenőrző képle t (V) j o b b oldali 

Oldalnézet 

4. ábra. Felülvilágító-szerkezet vizsgálata vízszintes erőre 

s z u m m á j á t oly módon k a p j u k meg, hogy a t á b l á z a t felső részének a s z u m m á -
cióját kétszeresen, az alsó részét egyszeresen vesszük számí tásba . 

F z e k szerint az ellenőrző képlet j o b b o ldala : 

Z S j l t = - 2- 1 2 M p m + 0 = - 2 4 M p m . 

Az ellenőrző képle t b a l o l d a l á t l egkönnyebben úgy k a p j u k meg, h a az 0 
pon to t A p o n t helyére képze l jük . Ez ese tben ugyanis az összes kénysze re rők 

6 * MTA VI. Osztály Közleményei 38 1 967 



8 4 R É D E I I S T V Á N 

q ka r j a i zérussal egyenlők és a szummációban egyedül az akt ív erő, W m a r a d 
b e n n . Utóbbinak k a r j a , az ábra t anúsága szerint 3 m, t e h á t : 

ZP, q, = 3 • 8 = + 24 M p m , 

ami azt b izonyí t j a , hogy a rúde rők kiszámítása helyesen t ö r t én t . 
Jelen pé ldáva l kapcsola tban ugyanúgy, m i n t az előző példában, D meg-

t ámasz tó r ú d k é n t az előbbi felvétel től el térő i rányú ruda t is feltételezhe-
t ü n k . így például fe l té te lezhet jük, hogy D r úd a véglap s ík jában , 45°-os ferde 
egyenes i r á n y á b a n van elhelyezve. Ez erőkomponensekben kifejezve az t 
je lent i , hogy Dx — Dy (4b. ábra) . 

A térbeli egyensúlyt kifejező 6 egyenletet ezek után megoldva, az egyes 
kényszererőkre a lábbi e redményeket k a p j u k : 

Ax = Dx = + 4 Mp (IF-vei ellentétes i rány) , 
Ay — + 1 , 3 3 Mp (felfelé m u t a t ó erő), Az = 0, 
By = —1,33 Mp (lefelé m u t a t ó , lehorgonyzó erő), 
Cy — —4 Mp (lefelé m u t a t ó , lehorgonyzó erő), 
Dy = + 4 Mp (felfelé m u t a t ó erő). 

/ • i ' ' , ' J 
Ismét az t t a lá l juk , hogy a reakciókomponensek értékei az előző fel-

vételhez képest lényegesen megvál toz tak , a t a r t ó középsíkjához képest a szim-
metr ia nincs meg. Ebből kifolyólag természetesen megvál toznak az összes 
rúderők értékei is, így pl. 

S ^ = —1,0 Mp; Sx_2 = + 1 , 6 7 Mp; Su-2 = —2,0 Mp stb. , 

azonban ebben az esetben is, ugyanúgy, m i n t az előző felvétel esetében, 
az ellenőrző kép l e t bal oldali s z u m m á j á n a k é r téke vál tozat lan, t ek in te t te l a r ra , 
hogy utóbbi szummából az összes kényszererők, ugyanúgy, mint előbbi fel-
vétel esetében, kiesnek és csupán a JFerő m a r a d benn, vá l tozat lan 3,0 m kar ra l . 
Vagyis a bal oldali szumma ér téke vá l toza t lanul + 2 4 , 0 Mpm. Ebből köve t -
kezőleg a j o b b oldali szumma ér téke sem vá l tozha t ik meg. Tehá t ismét ahhoz 
az eredményhez j u t u n k , hogy a rúderők és rúdhosszak szorzatának algebrai 
összege függe t l enné vált a megtámasz tás kényszererőinek idealizált felvételétől 
és u tóbbiak számszerű ér tékétől . ) 

4.3. Számpélda 

Az 5. á b r a felsőpályás hídszerkezetet leegyszerűsített fo rmában t ü n t e t 
fel. A szerkezet viszonylag széles t a r t ónak tekintendő, min thogy fesz táva 
8,0 m, szélessége pedig 6,0 m. A térbeli r ácsos ta r tó csomópont ja inak száma 8, 
a rudak száma 18, tehát a 3 - 8 — 6 = 18 fel tétel tel jesítve van . A felépítés 
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a (7, 4, 5) a lapháromszögből indu l t ki, ehhez kapcso l tuk , a t e t raéderes felépítési 
szabá ly szerint, e g y m á s u t á n a 2,6,1 és 3 c somópon toka t . A 0 c somópon ton 
az előbbi szabálytó l némileg e l t é r tünk . Meg kell jegyezni , hogy a m e g k í v á n t 
határozott szerkezet elérése cél jából , a szerkezet m a g a asz immetr ikus , t i . az 
(5—6) r ú d n a k megfelelő sz immetr ikus rúd h iányz ik . 

5. ábra. Felsőpályás hídszerkezet v izsgála ta vízszintes erőre 

A szerkezet a 0, 3, 6 és 7 c somópontokon v a n meg támasz tv a , éspedig 
A = 3 pon ton gömbcsukló , В = 0 pon ton , t o v á b b á С = 6 pon ton függőle-
gesen álló t á m a s z t ó r ú d , végül D = 7 pon ton fe rdén álló meg támasz tó r ú d 
a l k o t j á k a szerkezet meg támasz tás i rendszeré t . 
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A szerkezete t az 1 jelű c somópon ton egyet len vízszintes, W — 8 Mp erő 
(szélerő) terheli . 

Vizsgál juk m e g a t a r t ó t ké t fé le meg támasz t á s i rendszer a l a p j á n . 
a) T e k i n t s ü k a m e g t á m a s z t á s fe l té te lének, hogy В és С m e g t á m a s z t á s i 

p o n t o k o n a szerkeze t re adódó függőleges m e g t á m a s z t ó erők egyenlők, vagyis 
By — Су. 

Fent i fe l té te l a l ap j án a m e g t á m a s z t á s kényszererői egyér te lműen kiszá-
m í t h a t ó k . A k i a d ó d ó e r edmények : 

Ax = Dx = + 4 Mp ( + * i r ányú) , 
Ay = Dy — —2 Mp ( lehorgonyzó erő), Az = 0, 
By = Су = + 2 Mp. 

Fen t i fe l té te l le l , t e h á t avva l , hogy By = Cy, egyszersmind megszab tuk 
D pon ton képzel t meg támasz tó r ú d i r á n y á t is, amely t i . f en t i fe lvéte l esetén 
a vízszinteshez k é p e s t 

t a n 0 = 2/4 = 0,5 ( ~ 26° 30') 

i r á n y b a n fekszik , m á s szóval ke resz tü lmegy az á b r á n @-val j e lze t t pon ton , 
vagyis az 1 c s o m ó p o n t o n á t r a j zo l t és a szerkezet homlok lap j ába eső vízszintes 
egyenesnek а С függőlegessel k é p z e t t m e t s z é s p o n t j á n (5a. ábra) . 

Fent i a d a t o k b i r t okában az egyes r ú d e r ő k egyér te lműen megha tá roz -
h a t ó k . A m e g h a t á r o z á s sor rend je éppen el lenkező a felépítés sor rendjével , 
vagyis a 0 c somópon tbó l k i indu lva , sorban a 3,1,6, 2,5,4 és 7 c s o m ó p o n t o k a t 
kell feloldani. E z ese tben minden c s o m ó p o n t b a n legfeljebb 3 i smere t len rúd-
erő t kell megha t á rozn i . A számí tások részletei t mellőzve, a v é g e r e d m é n y t 
a I I I . t áb láza t t ü n t e t i fel. A t á b l á z a t egyszersmind t a r t a lmazza az (V) ellen-
őrző képlet j o b b oldalán szereplő s z u m m á t is. 

Az (V) el lenőrző képlet ba l oldali s z u m m á j á h o z l egkönnyebben úgy j u t -
h a t u n k , ha О kezdőpon to t A p o n t b a n vesszük fel. Ebben az ese tben vala-
m e n n y i kényszere rő i rányára b o c s á t o t t merőleges egyszersmind az illető kény-
szererő t á m a d á s p o n t j á b a n metsz i a kényszererő ha t á svona l á t és így vala-
m e n n y i kényszere rő q k a r j a zérussal egyenlő. 

Egyedül a W erő marad a s z u m m á b a n , k a r j á n a k nagysága 6 m és így 

£Ptqt = 8 • 6 = + 48,0 Mpm, 

a m i a t áb l áza t végeredményéve l (—48,16 Mpm), a logarléc számí tás i pontos-

ságán belül, jó l megegyezik. 

b) U g y a n e z t a szerkezete t , ugyani lyen ak t ív erő mel le t t , o ld juk fel 
azzal a fel tételezéssel , hogy D m e g t á m a s z t á s i pon ton az á t a d ó d ó reakcióerő 
i r á n y a vízszintes , vagyis Dy = 0. 

U g y a n ú g y , mikén t e lőbb, egyér te lműen m e g h a t á r o z h a t j u k az összes 
kényszererőke t . Az e r edmények : 
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Ш , t á b l á z a t 

R ú d R ú d h o s s z 

R ú d e r ő k 
s 

(Mp) 
SÍ 

( M p m ) 

H o r i z o n t á l i s és ve r t i ká -
lis t ú l t e rhe lé skén t szá-

m í t v a 

jele 
( m ) a. eset 

B y = C y 
b . 
D 

eset 
y = 0 a. eset b . eset 

R ú d e r ő 
S 

( M p ) 

Sl 
( M p m ) 

0 — 1 5 . 0 0 + 3 . 3 3 + 6 . 6 7 + 1 6 . 6 7 + 3 3 . 3 3 + 3 . 3 3 + 1 6 . 6 7 

0 - 2 4 . 0 0 — 2 . 6 7 — 5 . 3 3 - 1 0 . 6 6 — 2 1 . 3 3 — 2 . 6 7 - 1 0 . 6 6 

0 - 3 6 . 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 — 2 7 . 2 1 — 4 . 8 0 — 4 . 8 0 - 3 4 . 6 1 — 3 4 . 6 1 — 4 . 8 0 - 3 4 . 6 1 

3 - 4 4 . 0 0 + 5 . 3 3 + 8 . 0 0 + 2 1 . 3 3 + 3 2 . 0 0 + 5 . 3 3 + 2 1 . 3 3 

3 — 5 5 . 0 6 - 3 . 3 3 — 6 . 6 7 - 1 6 . 6 7 — 3 3 . 3 3 — 3 . 3 3 - 1 6 . 6 7 

1 - 6 5 . 0 0 + 3 . 3 3 + 6 . 6 7 + 1 6 . 6 7 + 3 3 . 3 3 + 3 . 3 3 + 1 6 . 6 7 

1 — 5 6 . 0 0 - 8 . 0 0 — 8 . 0 0 - 4 8 . 0 0 — 4 8 . 0 0 0 0 

1 - 2 3 . 0 0 — 4 . 0 0 — 8 . 0 0 - 1 2 . 0 0 — 2 4 . 0 0 0 0 

2 - 6 4 . 0 0 — 2 . 6 7 0 - 1 0 . 6 6 0 - 2 . 6 7 . - 1 0 . 6 6 

2 — 7 7 . 2 1 — 4 . 8 0 — 1 4 . 3 7 - 3 4 . 6 1 — 1 0 3 . 6 1 — 4 . 8 0 - 3 4 . 6 1 

2 - 4 6 . 6 0 0 0 0 0 0 0 

2 - 5 6 . 7 1 + 8 . 9 0 + 1 7 . 9 0 + 5 9 . 7 2 + 1 2 0 . 0 1 0 0 

6 - 5 7 . 8 1 0 — 1 0 . 5 0 0 — 8 2 . 0 1 0 0 

6 - 7 6 . 0 0 0 + 8 . 0 0 0 + 4 8 . 0 0 0 0 

4 - 5 3 . 0 0 0 0 0 0 0 0 

4 — 7 4 . 0 0 + 5 . 3 3 + 8 . 0 0 + 2 1 . 3 3 + 3 2 . 0 0 + 5 . 3 3 + 2 1 . 3 3 

5 - 7 5 . 0 0 - 3 . 3 3 6 - 1 6 . 6 7 0 — 3 . 3 3 - 1 6 . 6 7 

Z S Í = - 4 8 . 1 6 1 - 4 8 . 2 2 - 4 7 . 8 8 

Ax = + 4 Mp, Dx = + 4 Mp, 
By = + 4 Mp, Cy - 0 , 
Ay = —4 Mp ( lehorgonyzó erő), Az = 0 (5b. á b r a ) . 

A reakcióerők megha t á rozása után m e g h a t á r o z h a t ó k az egyes rúde rők is. 
U t ó b b i a k é r t éke i t ugyancsak a I I I . t áb láza t t a r t a lmazza . U g y a n o t t v a n kiszá-
m í t v a az (V) ellenőrző kép le t j o b b oldali s z u m m á j a is, e r r e az esetre. 

Az (V) ellenőrző kép le t ba l oldala, az előző esethez képest , semmiféle 
vá l tozás t sem m u t a t , e s z u m m á b a n ismét c s u p á n W külső e rő szerepel, q = 6 m 
kar távo l ságga l . Vagyis (V) el lenőrző k é p l e t ü n k bal oldala vá l toza t l anu l + 4 8 , 0 
M p m . Evvel szemben a t á b l á z a t —48,22 Mpm-e t e redményez , az eltérés i smét 
a logarléccel va ló számítás p o n t a t l a n s á g á b ó l adódik. 

É rdemes megfigyelni , h o g y az egyes rúde rők ér tékei miképpen v á l t o z n a k 
D képzelt meg támasz tó r ú d i r ányának felvételével k a p c s o l a t b a n . 

A I I I . t á b l á z a t o t k iegész í te t tük a horizontál is és ver t ikál is tú l te rhe lés 
számí tás i elve a l ap ján n y e r h e t ő rúderőkkel is. Megfigyelhető, hogy ez az á l ta-
l ánosan a lka lmazo t t számí tás i módszer a r u d a k egy részénél az a) eset tel azo-
nos rúderő-ér tékeke t szo lgá l ta t (5c., 5d., 5e. ábrák) . De az is megál lap í tha tó , 
h o g y szemben az a) és b) fel tételezésekkel , egyes r u d a k b a n , éppen a legna-
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gyobb igénybevéte l t s zenvedőkben , ez az e l j á rás nem ad rúde rő -é r t ékeke t . Ez a 
t é n y azt m u t a t j a , hogy széles h idakon , széles szerkezeteken a tú l terhelésa la-
p o n való számí tás a valóságtól lényegesen e l té rhe t . Az (V) ellenőrző képle t szum-
máció ja a z o n b a n ezen u t ó b b i módszer ese tében is v á l t o z a t l a n ( + 4 8 , 0 M p m ) , 
a m i t a I I I . t áb l áza t utolsó oszlopa m u t a t ki (—47,88 M p m ) . 

5. összefoglalás 

A b e m u t a t o t t s zámpé ldák szerint a térbel i r ác sos t a r tó egyes r ú d j a i b a n 
kele tkező rúde rők értékei n a g y m é r t é k b e n függnek a t tó l a kö rü lmény tő l , hogy 
a t a r t ó , min t térbel i szerkezet , miképpen v a n m e g t á m a s z t v a , a földhöz k a p -
csolva, i l letve, hogy a m e g t á m a s z t á s o k okoz ta kényszererőke t miképpen kép-
zeljük el. P o n t o s képünk ugyan i s ezekről a meg támasz tó erőkről á l t a l á b a n 
nincsen. A legsűrűbben a lka lmazás ra kerü lő rendszer: 2 álló- és 2 mozgósaru 
(a t a r t ó hossztengelyének i r á n y á b a n gördülő hengersorral) , mint azt 2. a l a t t 
k i m u t a t t u k , 12-szeresen s t a t i ka i l ag h a t á r o z a t l a n . 

Míg a belső s ta t ika i h a t á r o z a t l a n s á g feloldására p o n t o s módszerek á l lnak 
rende lkezésünkre , addig e n n e k a külső h a t á r o z a t l a n s á g n a k feloldására nincs 
á l t a lánosan a lka lmazha tó megoldás . A szokásos elrendezések csakis függőleges 
terhelés ese tében szo lgá l t a tnak h ibá t lan megoldásokat (a kényszererők ponto-
s a n számí tha tók) , ám á l t a l ános i r ányú erőhatások ese tén a m e g t á m a s z t á s 
kényszererői m e g h a t á r o z h a t a t l a n o k . A meglehetősen ö n k é n y e s felvételek f a j -
t á i , rendszerei szerint v á l t o z n a k az egyes rúderők ér tékei is. 

Viszonylag keskeny, hosszú szerkezeteken, nagy függőleges te rhelés t fel-
té te lezve, ez a b izony ta lanság n e m számot t evő ; a függőleges terhelések okoz ta 
h a t á s o k mel le t t a ferde e rők fen t iek szerint i változása v é g e r e d m é n y b e n n e m 
je l en t nagy el térést . 

Rövid , széles szerkezeteken, kis függőleges terhelések mellett a z o n b a n 
ezek a kö rü lmények nem h a n y a g o l h a t ó k el. 

U tóbb i szerkezeteken a méretezést a képzel t m e g t á m a s z t ó rudak „veszé-
lyes á l l ása" a l ap ján volna célszerű elvégezni. 

Térbeli t a r t ó t ferde i r á n y ú erők el lenében kizárólag függőleges képzel t 
r u d a k k a l n e m lehet m e g t á m a s z t a n i . Ferde vagy részben f e rde i rányú képze l t 
r u d a k k a l természetesen lehetséges , ilyen r u d a k azonban a va lóságban nem 
lé teznek. Végeredményben a fe rde erőket a saruknál fe l lépő csúszó súrlódási 
erők veszik fel . U tóbb iak m a x i m u m a i v iszont s zámí tha tók és így a képze l t 
m e g t á m a s z t á s o k szélső i r ánya i , t ehá t a maximális f e rdeségű m e g t á m a s z t ó 
erők is megha t á rozha tók . 

Mindezek a szempon tok számí tá sa inka t némileg b o n y o l u l t a b b á tesz ik . 
Ezé r t fe le t te indokol t a f en t i ekben i s m e r t e t e t t egyszerű ellenőrzési e l j á rás 
a lka lmazása . 
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