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NEHEZIPARI MUSZAKI EGYETEM, MISKOLC

[Beérkezett 1965. majus 20-an]

A dolgozat a hiarom leggyakoribb, a Gaudin—Schumann, a Rosin—Rammler és a
Kolmogorov szemnagysigeloszlasi fiiggvényekkel kapcsolatban annak eldontésére nyujt tit-
mutatéast, hogy valamely adott szemnagysdgeloszlast melyik fiiggvény irja le leginkdbb.
A bemutatott eljirds matematikai-statisztikai médszereken alapszik. Az emlitett szemnagysag-
eloszlasi fiiggvények képe bizonyos diagramhalékon egyenes. A dolgozat nemcsak az emlitett
egyenesek meghatdrozasi médjat, hanem a fiiggvények dllandéinak szadmitasi médszerét is
bemutatja. A mdédszer gyakorlati alkalmazdsat szampélda ismerteti.

1. A moddszer ismertetése

Azon kérdést, hogy egy adott szemnagysageloszlais melyik szemese-
eloszlasi fiiggvény képét koveti leginkabl, és mekkora az allanddk értéke,
grafikus tdton dontik el: olyan koordinitarendszerckben abrazoljik a szem-
nagysagvizsgilat dsszetartozé értékeit, amelyekben a fiiggvény képe egyenes,
és azon szemnagysageloszlasi fiiggvénnyel kozelitik a tapasztalati szemnagysag-
eloszlist, amely szerint a szemcsevizsgalati adatok a leginkabb keriilnek egy
egyenesre, s az allandékat errl az egyenesr8l olvassak le.

A kérdés egzaktabb eldontése, tovabba az allandék legmegbizhatébb
értékének meghatirozasa, a mért és a fiiggvény altal meghatarozott értékek
kozti kiilonbségek négyzetes dsszege minimumanak kiszimitasa a korreliciés
szamitids médszereivel torténik; az itt bemutatott médon a fiiggvény linearizalt
formajabél meghatarozzuk a valtozék szérasat és kovarianciajat, ezekbdl
kiszamitjuk a korrelaciés egyiitthatét, felirjuk az egyenes, majd a szemecse-
eloszlisi fiiggvény allandéit, végiil a standard eltérés nagysagat is bemutatjuk.
Ezek az értékek a leggyakrabban hasznilt szemcseeloszlasi fiiggvényeknél
(Rosin—Rammler, Schumann—Gaudin és Kolmogorov) a kévetkezgk lesznek.

A Rosin—Rammler-féle szemcseeloszlasi fiiggvény linearizéalt alakjaban

100

loglog =blogd —bloga + logloge (1)
Sp

b és a az ismert allandékat, d szemnagysagot és sp a d szemnagysagnal durvabb

szemek silyszazalékat jelsli [1]. A valtozék — loglog (100/sp) és logd —

szorasait, kovariancidjat a szemcsevizsgalati adatokbél szamitjuk,
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szerint, ahol n jelenti a szemnagysigosztalyok szimat, s a feliil hizott vizszintes
vonasokkal a szdmtani Atlagokat jelsltiikk. Ezen értékekkel a korrelciés
egyiitthaté )

Siog log100/sp logd = n—1

Orr = Slog log 100/sp log d . (5)
Slog log 100/sp Slog d

A korrelaciés egyiitthaté abszolit értéke alapjan déntjiik el, hogy az adott
szemcsevizsgilati adatok melyik szemcseeloszlasi fiiggvénnyel kozelithetdk:
a vizsgalatba bevont fiiggvények koziil azt tartjuk legmegfelelébbnek, amely-
nél a korreliciés egyiitthaté (1)-et a legjobban megkézeliti. Ha az egyenes
egyenletének a szérasok, a korrelaciés egyiitthaté és az atlagok segitségével
felirhaté alakjat, azaz a

log log 1500 =0Rrr s‘°gsl°g 1002 1og d -+ log log 100
D logd Sp

(6)

Sheglog 10/ p Jog'd — tana logd + ¢

— @RrR
Siog d

kifejezést osszehasonlitjuk a linearizalt forméaval, akkor a Rosin— Rammler-
fiiggvényben szerepld allandék szamithaték és azt kapjuk, hogy

b _ QRR Slog log 100/sp _ Slog 1032100/:1, logd (7)
Siog d Shgd
és a
—bloga 4 logloge =log log 100_ _slﬂlog_mo/ﬂll
s slo d
egyenl3séghdl
[ 00
a = num log logd—}—%[logloge——logbg ls ]:
' (8)
— num log llOg a1 (1og log 0 4o 3622”
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A regresszids egyeneshez vald szdérist, a standard eltérést [3] az

Stog 10g 100/ » = Siog log 100/ » V1 — Okr (9)

osszefiiggéssel szaimoljuk; a szemcsevizsgalatkor kapott és a fenti allandékkal
rendelkezd Rosin—Rammler-féle szemcseeloszlisi fiiggvénnyel szamithato
sitllyszazalékok kiilsnbségeit pontrél pontra hatirozhatjuk meg.

A Gaudin—Schumann-féle szemcseeloszlasi fiiggvény linearizalt alakja (1)

log sp =10g 100 + blogd — blog 4, (10)

ahol log sp és log d a viltozdk, b és A4 az eloszlas allandéi. A regressziés egyiitt-
haté a szérasok és a kovariancia ismeretében

0gs = Sjog leg splogd . (11)

Siog sp Slog d

Az egyenes egyenlete a szemcsevizsgalati adatokbél:

log sp = 0gs g logd 4 log sp —ggs Slogsr. logd. (12)
Slog d Stog d
¢
A (10)-nek a (12)-vel torténg sszehasonlitasaval az dllandékra meg azt kapjuk,

hogy

b —0cs Slog sr — Slo'z: log d , (13)
Siog d Siogd
és a
log 100 — blog A = log sy — 055 —22°" fog d
Slog d
egyenl§séghdl
A =num log|logd 4 —}; (2 —log sF)J. (14)

A Kolmogorov-féle (lognormalis) szemcseeloszlasi fiiggvény képe akkor egye-
nes, ha az ordinitin kumulativ silyszazalékok valésziniiségi léptékkel,
az abszcisszan pedig a szemnagysigok logaritmusai szerepelnek. A valészini-
ségi léptékkel aranyos értékeket a

u?

1 - U
(D(up) =7,2—;J0 e 2du

standard normalis eloszlas tablazatbdl vehetjiik; a szemcsevizsgalati adatokbél
szamithaté kumulativ silyszazalékok szdzzal osztott értékeihez a megfeleld

MTA VI. Osstdly Kisleményei 38 1967




2961 8¢ wAugwarzedy AjpizsQ ‘L4 V.IW

I. tablazat

Szemnagysdgvizsgdlati adatok és dsszehasonlitdsuk a szemcseeloszldsi fiiggvényekkel

. ) d \nan PR 100 logd (logd—0,314)¢
Csokor mm saly, % Fum. wily: % 100 ( 10,235 ) 100 exp (_ 4._072) Vor- o,7zzsdJ‘_m"‘P [—7- 0.72259 ]d"
sp sF sF Diff. sp Diff. sp Diff.
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7 8. | o 10. 1.
— 13,3 0 0 100,1 117,6 +17,5 — — — —
— 9,4 3.5 3,5 96,5 95,1 —14 14,0 -+10,5 81,9 —14,6
3 6,7 15,5 19,0 81,1 77,0 —4,1 22,6 +3,6 76,0 -5,1
4 4,7 17,4 36,4 63,7 62,0 —-1,7 32,6 —3.8 69,0 +5,3
6 3.3 12,0 48,4 . 51,7 50,1 —1,6 42,8 —5,6 61,3 49,6
8 2,4 - 9,1 57,5 | 42,6 40,7 -1,9 52,5 —5,0 53,3 +410,7
10 1,7 9,2 66,7 | 33,4 32,7 —0,7 64,9 —1.8 44,7 -+11,3
14 1,2 6,3 73,0 27,1 26,5 —0,6 69,4 —-3,6 36,6 +9,5
20 0,83 5,4 78,4 21,7 21,6 —0,1 15,4 —3.0 29,6 +17,9
28 0,59 4,3 82,7 17,4 17,4 0 81,0 —1,7 22,5 -+5,1
35 0,42 3.1 85,8 | 14,3 14,0 —0,3 85,3 —0,5 16,8 +2,5
48 0,30 2,9 88,7 11,4 11,4 0 - 88,6 —0,1 12,1 40,7
65 0,21 2.4 91,1 9,0 9,2 +0,2 91,3 +0,2 8,4 —0,6
100 0;15 1,9 93,0 71 14 +0,3 93,3 40,3 5,7 —1,4
150 0,10 1,2 94.2 5,9 6,0 4-0,1 94,9 +0,7 3,6 —2,3
200 0,07 1,1 95,3 4.8 4,9 -0,1 96,1 -+0,8 2,3 —2,5
200 — 4.8 100,1 0 — — — — — —
100,1 absz. eltérések
. Osszege 30,6 41,2 89,1
Regresszids
médszerrel .
szorésnégyzet ~ 22,3 15,9 ; 57,2
absz. eltérések
Osszege 29,5 75,3
Grafikus i
dton . .
) szérisnégyzet 35,6 92,4

c6
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u, abszcissza értékeket a tablazathél kikeressiik. A szérasok és a kovariancia
kiszidmitasa utin a regressziés egyiitthatét a

ox = Su, logd (15)
Su,stogd :

képlet szerint, az egyenes egyenletét :pedig az

SUP

u, = ox — 22 logd + u, — g — 2 Togd (16)
Slog Slog d

osszefiiggés szerint irhatjuk fel. Ezen egyenletbdl az

Sk

100 log d (logd —m)?+~
Ll e,
nod _.

Kolmogorov-féle szemecseeloszlasi fuggvényben szereplé o és m allandékra
(up = 1 és 0 helyettesitése, s az igy kifejezhetd log d-k kivonasa, ill. u, = 0
helyettesitése révén) azt kapjuk, hogy

o St _ 1 (17
Ox Su, tanx
. 1 —
m=logd —u, ogd logd — - up. (18)
0K Su, ¢ tanax

2. Példa a moédszer alkalmazasdra

Az ismertetett médszer és a bemutatott Osszefiiggések alkalmazdsat az 1. tablazat
elsé 6t oszlopdban szerepls szemnagysagvizsgalati adatokra mutatjuk be. (A szemnagysig-
vizsgalati adatokat az [1] és [2] milvek megjelslt helyeirsl vettiik 4t.)

A II. tablizatban a Rosin— Rammler-féle szemcseeloszlasi fiiggvényre wonatkozé
szérisok és a kovariancia kiszdmitdsat latjuk. A tdblazat 5., 6. és 7. oszlopainak értékeit
szdmolégéppel szamoltuk gy, hogy a megfeleld szorzatokat a szdmolégépen Gsszegeztiik.

A III. téblazatban a Kolmogorov-féle szemnagysageloszlasra taldljuk meg a szérasok
és a kovariancia szamitdsat. A tablazat 1. oszlopaban az u, értékek szerepelnek az sp sily-
szdzalékok alapjén. Az els6 sorban a 4,8%-hoz tartozé u, = —1,6650 értéket latjuk, melyet
a standard normilis eloszlds tabldzatibél kerestiik ki dgy. hogy a @(up) = 1 — 4,8/100 =
= 0,952-h6z tartozé upy-t negativ eldjellel vettiik. Ha sp > 509, akkor u, pozitiv eljeldi.
A kovetkezSkben a szérasok és a kovariancia kiszdmitasinak egy kevesebb munkaval jaré
médjat mutatjuk be: a megfeleld Gsszefiiggések, melyeket az (1), (2) és (3) képletek kifejtése
révén nyerhetiink, a tabldzat aljdn megtalalhaték. Ezen o6sszefiiggések alkalmazasival a
II. tablazat 3. és 4. oszlopaban szereplé kivonasokat nem kell elvégezniink [3].

A 1V. tablizatban mindhirom szemecseeloszlasi fiiggvényre megtaldljuk a szérdsok és
kovariancia, a regressziés egyiitthaté és a regressziés egyenes allandéit, tovabbé a standard
eltérés és az eloszlasfiiggvények dllanddinak értékét. Az adott szemcseeloszlishoz a leg-
nagyobb regressziés egyiitthatét a Gaudin—Schumann-féle szemnagysigeloszlasi fiiggvénnyel
valé kozelités révén kapjuk, 9gs = 0,9991, s ennek megfelelGen a standard eltérés is ennél a
fiiggvénynél a legkisebb. (Az 505y a Rosin— Rammler-féle és a lognormilis fiiggvénynél
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IL tablazat
Szérdasok és a kovariancia szdmitisa o Rosin—
log log 100 logd loglog 100 — loglog -19-0— logd—log_d-
D 5D D
1. 2. 3. 4.
0,1631 0,9742 1,0803 1,0535
—0,1419 0,8248 0,7753 0,9041
—0,3576 0,6720 0,5596 0,7513
—0,5016 0,5221 0,4156 0,6014
~0,6192 0,3733 0,2986 0,4526
—0,7550 0,2177 0,1622 . 0,2970
—0,8642 0,0674 0,0530 0,1467
—0,9759 —0,0740 —0,0587 0,0053
—1,0841 —0,2299 —0,1669 —0,1506
—1,1772 —0,3799 —0,2600 —0,3006
—1,2848 —0,5302 -—0,3676 —0,4509
—1,3915, —0,6819 —0,4743 —0,6026
—1,5031 —0,8327 —0,5859 —0,7534
—1,5850 —0,9830 —0,6678 —0,9037
—~—1,6799 —1,1308 —0,7627 —1,0515
Osszeg —13,7579 —1,1900
Atlag —0,9172 —0,0793
IIL. tablazat
Szérdsok és a kovariancia réviditett szdmitdsi médjénak
up logd Zu}
1. 2. 3.
—1,6650 —1,1308
—1,5633 —0,9830
—1,4685 —0,8327
—1,3406 —0,6819
—1,2055 —0,5302
—1,0667 —0,3799
—0,9385 —0,2299
—0,7823 —0,0740
—0,6097 —0,0674
—0,4289 ~+-0,2177
—0,1867 +0,3733
+4-0,0426 -+0,5221
+0,3505 +0,6720
-+0,8815 +-0,8248
-+1,8114 40,9742
Osszeg —8,1697 —1,1900 20,992240
¢
1 n
Atlag —0,5446 —0,0793 sﬁp Il (S uf,g — nif,) = 0,96982
- =
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Rammler eloszlasfiiggvénnyel kapcsolatban

10 100\* P— 1 0 ke
z (loglog —';:l — loglog —'%—) X (logd — logd)* z (loglog —}:—?— — loglog l:; ) (logd —logd)
S. 6. ; 1.
4,201874 6,337413 5,101668
i 4,201874 . 6,337413 5,101668
Sloglog100/sp=" 714 = o R R Stoglog 100/sp loga = 4 T
= 0,30013 = 0,45267 ! = 0,36441

bemutatdsa a Kolmogorov eloszlasfiiggvénnyel

Z (logd)? Z up logd
7 5.
1,431740 9,419054
: 1[5 (logd))* — n logd®]=0,45267 PO £ O T SR g |
slogd = —— 1‘-"1(°g i)* — n logd? =0, suplogd"";"__l' Ié_.lupi ogd;—nuplogd| =
=0,6265
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IV. tablazat

Az eloszldsfiiggvények szérasai és dllandsi

Szérasok és allandék Gaudin—Schumann Rosin—Rammler Lognormilis
1. 2. 3. 4.
100
Sy Slogsp = 0,440 Stoglog ~, = 0,548 sy, = 0,984
3y S]ogd = 0,716 S]ogd = 0,673 slogd = 0,673
100 -
Syx Slogsplogd = 0,315 Sloglog ;" log d. = 0,364 | Suptogg = 0,627
D
[ 0,9991 0,988 0,945
tan « 0,613 0,805 1,384
Regresszids _
egyenes allandéi :
¢ 1,380 —0,911 —0,435
Standard eltérés 0,019 0,085 10,322
b = 0,613 b = 0,805 o= 0,7225
Eloszlasfiiggvény _
Y 4 = 10,235 a = 4,074 m = 0,314
ugyanaz — 0,673 —, a Gaudin—Schumann-féle eloszlasnal az s,,,, ettsl eltér, mivel itt a

szérdsok szdmitdsdndl a d = 13,3 és sp = 100,1 értékeket is figyelembe vettiik.) A szem-
nagysagvizsgalati adatok a lognormailis eloszlast kovetik legkevésbé, a regressziés egyiitthatd
0,945.

A szemcseeloszlisi fiiggvények allandéival az I. tdbldzatban kiszdmitottuk a megfeleld
sulyszazalékokat, s ezeknek a vizsgalati adatokbdél szamithaté silyszazaléktél valo eltéréseit
[1, 2]. A tablazatban ezenkiviil még megtaldljuk az abszolit eltérések osszegét és az eltérések
szorasnégyzetét; ezek az értékek természetesen annil kisebbek, minél nagyobb a regresszids
egyiitthaté. — Erdekes osszehasonlitast tehetiink, ha az abszoltit eltérések Osszegét és a
szorasnégyzeteket Osszehasonlitjuk a grafikus tton szerkesztett egyenesekb@l szamithaté
értékekkel. TAGGART munkijéban ugyanis a Schumann—Gaudin és a Rosin—Rammler
szerinti koordinatarendszerben megrajzolt egyenesek allandéival (ezek az allandék A = 9,5,
b =0,623.ill. ¢ = 6,3 és b = 0,625 a 10,2, 0,614, 4,1 és 0,805 helyett) a megfelel§ sulyszéza-
1ékok és sulyszazalék differenciak megtaldlhaték, s ezen differencidk alapjan az abszolit el-
térések osszegét és a szérasnégyzeteket az I. tdbldzat utolsé két sordban osszehasonlitas
céljabél kiszamitottuk.

Az V. tibldzatban a megfelel allandékkal a legfontosabb statisztikai jellemzdket
— az itlagos szemnagysagot vagy virhaté értéket, az atlagos szemnagysdg szérasnégyzetét.
a leggyakoribb szemnagysdgot vagy méduszt és az 509%,-0s szemnagysigot vagy medidnt —
taldljuk kiszdmitva; A Schumann—Gaudin- és Rosin—Rammler-féle fiiggvények esetében a
grafikus idton kiértékelt dllandékkal szdmitott matematikai statisztikai jellemzoket is ki-
szamitottuk. Ezek a megfelel6 oszlopok mdasodik soraiban taldlhaték meg. A tablazat elst
oszlopdban a szemcsevizsgdlati adatokbél kézvetleniil szdmithaté statisztikai jellemzék
szerepelnek. A tiblazatban feltiintettitk azokat az §sszefiiggéseket is, melyekkel az egyes
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V. tablazat

Matematikai statisztikai jellemzék

Rosin—Rammler eloszldsbé6l

Statisztikai jellemz8k Szemcsevizsgélati adatokbél Sch Gaudin eloszlasbél Lognormalis eloszlasbél
1. 2. 3. 4. 5.
n b
Atlagos’ szem- s d; ——— A4 = 3,897 a 1 1= 4,59 a*
nagysag vagy i©1 = 3781 b+1 b m+ o=
véarhaté érték 100 3.647 9.006 e = 1,777
u n 2
S s di S sid; b b ) 2 1 )2
o 1 [&% | [ ~( )JA2=9449 az[—!—(—!J]=33ll2 amtoh , ot
Szérasnégyzet m[ 00 "\ T00 =(Lb+2 b+1 ’ b b (e — 1) = 21,645
= 9,178 8,137 226,757
. 0—0,074 mm kézott b
Leggyakoribb P —1
szemnagysag 4,8 — 64,99 /mm a max. 0 (vagy oo) a V_ = imag. m = 0,314
vagy moédus 0,074 b
gyak.
50%-0s szem- A4 yb =
nagysig vagy 3,215 5. 3,304 a¥0,69315 = 2,584 m = 0,314
medidn vz 3,123 3,505

JMOLVAY ILVIVOSZIADYSADVNRUZS
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statisztikai jellemz8k értékei kiszamithaték. (Ezek a statisztikai jellemz8k pl. a [4—6] mun-
kikban megtalidlhaték).

A tablazatok megfelels adataibdl (sdlyszdzalék differencidk, abszolit eltérés, széras-
négyzet, atlagos szemnagysig stb.) arrél gy8zddhetiink meg, hogy a Schumann—Gaudin-féle
eloszlasfiiggvénnyel irhatjuk le legjobban a kivélasztott szemnagysagvizsgalati adatokat,
tehdt azzal a fiiggvénnyel, melyre vonatkozéan a korrelaciés egyiitthaté a legnagyobb volt.
Az eredményekb8l azt is latjuk, hogy a szemcseeloszldsi fiiggvényekkel szdmithaté sily-
szazalékok és statisztikai jellemzdk annil inkabb eltérnek a mérési eredményektdl s az ezekbGl
szAmithatd statisztikai értékektdl, minél kisebb az illetd fiiggvénnyel kapcsolatban a kor-
reldciés egyiitthaté értéke. (Pl. az dtlagos szemnagysagok-a vizsgilati adatokbdl szamithaté
atlagos szemnagysagok

3,897
3,781

4,596 1,771
4 —_ [) bg 1 —_ 0,
7gr 100=121% és 3781 100 = 47Y%

100 = 103% ,

a csokkend korreldciés egyiitthaték sorrendjében.) Ha a mérési eredmények osszetartozoé
értékparjai igen j6l meghatédrozzdk az egyenest, akkor a grafikus dton kiértékelt illandékkal
szamolhaté silyszdzalékok és statisztikai jellemz8k természetesen alig kiilonboznek az eredeti
adatoktél, ill. a regressziés médszerrel meghatdrozhaté értékekt§l. Kisebb korreldciés egyiitt-
haté esetén viszont elég nagy a tévedés lehetdsége. (Pl. az utolsé tablazat adataival a Schu-
mann— Gaudin-féle eloszlds esctében a statisztikai jellemz8k kiilonbségei 3,897 — 3,781=
= 0,116, 9,449 — 9,178 = 0,271 és 3,304 — 3,215 = 0,089, ill. 3,781 — 3,647 = 0,134,
9,178 — 8,137 = 1,041 és 3,215 — 3,123 = 0,092; Rosin—Rammler-féle eloszlas esetében
pedig 4,596 — 3,781 = 0,815, 33,112 — 9,178 = 23,934 és 3,215 — 2,584 = 0,631, ilL
9,006 — 3,781 = 5,225, 226,757 — 9,178 = 217,579 és 3,505 — 3,215 = 0,290). Ezért a fel-
vetett kérdésnek — a szemcsevizsgalati adatoknak a legmegfelelébb fiiggvénnyel valé leirasa-
nak, a szemnagysageloszlasi fiiggvényben szerepld dllandék legvalésziniibb értéke meghata-
rozdsinak — egzakt eldéntésére a bemutatott médszer a grafikus médszernél alkalmasabb,
utdébbinil ui. a legmegfelelsbb fiiggvény megkeresésekor még nehézséget okoz az a kirillmény,
hogy az ordindtin az egyes szemcseeloszlasi fiiggvények esetében méas-mas értékek (loglog 100/sp
log sp és valdsziniiségi skdla) szerepelnek.
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