
BELSŐÉGÉSŰ MOTOROKHOZ NEMLINEÁRIS ELEMMEL 
KAPCSOLT RENDSZER TORZIÓS REZGÉSEIRŐL 

C S Ó K A J Á N O S 

GANZ-MÁVAG M O T O R F E J L E S Z T É S I I R O D A 

[Beérkezet t 1966. április 5-én] 

A dolgozat a nemlineáris e lemmel e l lá to t t rendszer torziós rezgésszámí tásáná l fellépő 
nehézségeket h idal ja á t úgy, hogy a nemlineáris e lem r u g ó k a r a k t e r i s z t i k á j á t a h a r m o n i k u s 
l inearizálás módszere szerint l inear izál ja . A l inearizál t rugóál landó kifejezésében a lengési 
a m p l i t ú d ó t a mozgásegyenle tekben, m i n t i smeret len mennyiséget szerepeltet i . A mozgás-
egyenle tek és — belsőégésű moto rok esetén — a gerjesztések i smere tében olyan egyenle te t 
állít fel , amelynek segítségével á l landósul t lengési á l l apo tban az i smere t l enkén t sze repe l te te t t 
a m p l i t ú d ó t a komplex számsíkon g ra f ikusan meg lehet ha tározni . 

A belsőégésű motorokhoz kapcsol t erőátvi te l i szerkezeteknél a mo to r 
és az erőátvi te l i rész (sebességváltó, generá tor stb.) közö t t — n a g y o b b te l jes í t -
m é n y ű egységeknél — mindig a lka lmaznak va lami lyen nemlineár is k a r a k t e -
r i s z t i ká jú gépelemet, rendszer in t gumidugós t enge lykapcso ló t , aminek t ö b b e k 
k ö z ö t t az is a szerepe, hogy a fő tengely felől érkező ge r j e sz tő h a t á s o k a t csök-
ken t se és az elem mögöt t i a lka t részeke t a káros igénybevéte l tő l megkímél je . 

A nemlineáris e lemmel e l l á to t t rendszerek torziós rezgéseinek v izsgála ta 
t e t emes nehézséggel j á r , mer t a nemlineár is k a r a k t e r i s z t i k á j ú rugó t a rendszer 
v izsgá la ta nélkül előre megvá lasz to t t l ineáris k a r a k t e r i s z t i k á j ú pó t rugóva l 
he lye t tes í ten i nem lehet , mivel n e m ismeretes az a t a r t o m á n y , amelyen belül 
a lengés végbemegy. 

A köve tkezőkben a rendszer á l landósul t torziós rezgéseinek számí tásá ra , 
egy — t u d o m á s u n k szerint ú j , de e redménye i t t e k i n t v e n e m el lenőrzöt t — 
közel í tő e l járás t m u t a t u n k be . 

Az el járás a nemlineár is k a r a k t e r i s z t i k á j ú rugót a h a r m o n i k u s l ineari-
zálás [1 — 3] segítségével l inear izá l ja . A l inearizálás so rán k a p o t t Fourier-sor 
t a g j a i közül csupán az a l a p h a r m o n i k u s o k a t haszná l ja fel , mer t fel tételezi , 
hogy a m a g a s a b b r e n d ű t a g o k csil lapítása a rendszer l ineáris t a g j a i n nagy , 
és h a t á s u k e lhanyagolha tó . A l inearizál t rugóá l landó kife jezésében a lengési 
a m p l i t ú d ó t , min t i smere t len t szerepel tet i és a rendszerre fel ír t mozgásegyenle-
t e k e t úgy rendezi , hogy végül — belsőégésű moto r esetén — a rendsze rada tok 
és a ger jesztések segítségével az i smere t lenként szerepe l te te t t a m p l i t ú d ó t meg 
t u d j a ha tá rozn i . Az amp l i t údó ismeretében a l inearizál t rugóá l l andó szám-
szerűen megha tá rozha tó , s így a te l jes rendszer s z á m í t h a t ó . 

A ha rmon ikus l inear izálásnál abból i ndu lun k ki, h o g y a nemlineár is elem 
M n y o m a t é k k a r a k t e r i s z t i k á j a a<p szögelfordulás függvényében ismert (1. áb ra ) . 
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M = M(cp). (1) 

A lengés á l l andósu l t á l l a p o t á b a n fe l t é t e l ezzük , h o g y a neml ineá r i s e lem 
szöge l fo rdu lása 

q> = A sin Qt (2) 

t ö r v é n y s z e r ű s é g szer in t v á l t o z i k , ahol A a lengés a m p l i t ú d ó j a , Q ped ig egy 
te t sző legesen v á l a s z t o t t szögsebesség. 

M-M(tp) 

A (p szöge l forduláshoz a neml ineá r i s e l e m e n Qt = tp beveze té séve l — egy 

M = M ( A sin y ) (3) 

n y o m a t é k v á l t o z á s t a r t oz ik , a m e l y e t F o u r i e r - s o r b a f e j t v e , és a sorból c s u p á n 
a z a l a p b a r m o n i k u s o k a t f e l h a s z n á l v a , a n y o m a t é k v á l t o z á s f ü g g v é n y é t az 

M ( A s in ip) ŰD AF sin tp + BF cos W —У\ 

so r r a l p ó t o l j u k , aho l 

es 
1 Г2я 

Ар = — M (A sin гр) • sin y> • dtp 
7t J о 

1 Г2" 
Bp = M (A sin ip) • cos rp • dtp . 

7t J о 

A (4) k i f e j e z é s t á t a l a k í t v a és a 

Bf 

A A 

(4) 

(5) 
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valamint a 

dt 

d i f ferenciá l -operá tor jelölést beveze tve 

Ар л • , BF d / л • \ 
J i = —— A sin у + — — • —— (A sin y) 

1 A ü dt 

- I , + 
/1 sin у = + -^—p I • У Т (6) 

kifejezést k a p j u k , ahol 

Q = * 7 P = F ( 7 ) 

a l inearizál t rugóá l landó , amely min t l á t h a t ó , az i smeret len A ampl i t údó 
függvénye . 

H a pé ldául 

M(y) = M <P + N y 3 , 

akkor , mivel q1 — 0, a l inearizál t rugóál landó, úgy 
„ . . 3 

F = q = 
M Г2П N Г2* 3 

: A sin2 у d y -\ A 3 sin4 у d y = m -j n A 2 . 
N A J о Л A Jо 4 

A vizsgála t t á r g y á t képező rendszerben (2. ábra) i smere t len ampl i túdó-
n a k a nemlineár is elem ger jesz te t t oldalán levő i -edik tömeg l engésampl i túdó já t 
vá l a sz t j uk , és erről a tömegről fe l té te lezzük, hogy a (2) egyenlethez hasonlóan a 

y, = A j sin Üt (8) 

tö rvényszerűség szerint leng. A t o v á b b i a k b a n a rendszerre felír t mozgás-
egyenletek segítségével ennek az a m p l i t ú d ó n a k az é r téké t ha t á rozzuk meg . 

A rendszer egy fc-adik (k = 1, 2, . . . , i -j- 1) e lemének mozgásegyenle te , 
h a Ok a tehete t lenségi n y o m a t é k o t , kk a cs i l lapí tás t , q>k az e lcsavarodás t , 
с к a rugóá l landó t és В к a ger jesztés t je lent i , ú g y 

@k <Pk + <pk — ck ifPk-í — <Pk) — ck+1 ( У а — <Pk+1) + B k , 

ami az operá toros je lölésmódot f e n n t a r t v a és az egyenle te t á t rendezve 

— ck • (pk—1 + p- + К p + ck + Cfc+i) <Pk — ck+1 • Ук+1 = В к (9) 

a l a k ú . I t t cL = 0 , ck+1 = F , c 1 + 2 = 0 é s B i + l = 0 . 
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A je lö lésmódból a d ó d ó egyszerűs í tés m i a t t az egyes t ö m e g e k mozgás-
egyen le t é t a (9) a l a p j á n í r j u k fel a k ö v e t k e z ő m ó d o n : 

aii f i + °12 f i 

« 2 1 f i + « 2 2 9?2 + « 2 3 f z 

« 3 2 f i + « 3 3 f z + « 3 1 f i 

= B l f 

= В 2 5 

= B 3 , (10) 

«i.i-1 fi-1 + («/,/ + F) f i - F • <pi+1 = B t , 

— F - f i + («/+i)í+i + F ) <pi+1 =0 , 

ahol ajk v a l a m i l y e n á l l andó , i l letve az á l l andók és a p ope rá to r i s m e r t függ-
vénye . 

B H I S f J 

0,- Q e , ( "01 О 02 
02 

О Q e ; + , 
C, 

ââ m le, <r2 4 + 1 
2. ábra 

A (10) egyen le t rendsze r olyan t u l a j d o n s á g g a l r ende lkez ik , h o g y h a cpf re 
m e g o l d j u k á l t a l á n o s s á g b a n , egy o lyan egyenle te t k a p u n k , a m e l y n e k egyik 
o lda lán cpt és egy F és p-tői függő , i s m e r t Q(F, p) f ü g g v é n y szo rza t a , a más ik 
o lda lán p e d i g az egyes ger jesz tések és a p ope rá to r tó l f ü g g ő i smer t ôk(p) függ-
v é n y e k s z o r z a t a áll; t e h á t 

Q(F,p)-cpt = ^ Ô k ( p ) - B k (И) 

Az á l l í tás igazolására a (10) egyen le tbő l f e jezzük ki a cpt és (pi+1 e lmozdu-
l á soka t és képezzük ezek kü lönbségé t . M i n t i smere tes 

ahol D a r endsze r d e t e r m i n á n s a ; a £),- és Di+1 ped ig o lyan d e t e r m i n á n s o k , 

ame lyeke t ú g y k a p u n k , h o g y a jD-ben a (pt, ill. a <pi + 1 i smere t l enek e g y ü t t -

ha tó ibó l cijj és ai+l álló osz lopot , a Bk ge r jesz tések osz lopáva l h e l y e t t e s í t j ü k . 

Csak a A D, f + 1 d e t e r m i n á n s k ü l ö n b s é g e t v izsgálva a 
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« n 0 В L 0 

«21 0 B2 0 

ÁDIIF+L = ,1-1 BT — F 1 

0 0 ( «í+1,1+1 + F ) 

a l l 0 0 B i 

«21 0 0 B2 

— , í - l (« , , + F ) B, 

0 - F 0 

«11 0 BJ 0 

«21 0 B2 0 

= « 1 BT AU 

0 0 «1+1,1+1 

(13) 

vége redmény t kap juk . Ugyan i s , ha a k ivonandó d e t e r m i n á n s b a n az utolsó 
k é t oszlopot felcserél jük, a k ivonás h e l y e t t ké t olyan d e t e r m i n á n s t kell össze-
a d n u n k , ame lyben az u to l só oszlop kivételével , m i n d e n elem megegyezik. 
Az utolsó oszlopban az egyes elemek összevonását e lvégezve, k a p j u k a (13) 
a la t t i e r e d m é n y t , amiből l á t h a t ó , hogy a de te rminánsok különbsége ny i lván 
fe l í rha tó az á l ta lános 

Á D l f i + 1 = 2 á k ( p ) - B k 
1 

a l a k b a n is, m e r t az F-ET n e m t a r t a l m a z z a . 
A (10) egyenle t rendszer utolsó egyenletéből azonban 

V.+I • <Pi 
ai+i,i+i+F 

Г 
a m i t a (12) egyenle tbe t éve , rendezés u t á n azt kap juk , h o g y 

F 
D L -

*(+!,i+l + F 
<PI = 2 à k ( p ) - B k 

(14) 

E z pedig ér te lemszerűen a (11) egyenlet tel azonos. í g y az o t t k i f e j t e t t ek fenn-
á l lnak . 
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Vizsgál juk meg ezeku tán a (11) egyenlet j o b b oldalán levő ger jesz téseket . 
Belsőégésű m o t o r o k n á l az egyes tömegekre h a t ó Bv B2, . . . s t b . gerjesztések 
ampl i túdó i azonosak , csupán a fő tenge lya lak tó l és a gyú j t á s so r rend tő l függő, 
m e g h a t á r o z o t t fázisszöggel v a n n a k egymás tó l el tolva. Н а В a gerjesztés 
amp l i t údó j a , akko r (k = 1, 2, . . . , i) 

Bk = B sin (üt + у + xk) = 

= В [sin (üt -)- y) • cos xk + cos (üt + y) • sin xk\ , (15) 

ahol Xk i smer t fázisszögek; xk = 0, és y a ç>,- e lcsavarodáshoz v iszonyí to t t isme-
ret len fázisszög. 

Min thogy a gerjesztések kifejezéseiben szereplő koszinuszos t ag fel-
í rha tó a 

cos (üt -)- y) = sin (üt -f- y) 

a lakban , így 

' P l ' 
J£Ôk(p)-Bk = В s i n üt -{• y) • ( c o s xk -f- - s i n xk • Ôk(p) — 

1 Ü I L 

= S ( p ) • В sin (Üt + y ) , 

ahol S(p) a p ope rá to r i smert függvénye . 
T e k i n t v e azonban , hogy 

В sin (üt + y) = (cos y -f- sin y) • Ai sin üt = 
AI ( Q ) 

= |cos У + - ^ - s i n y j • <PI , 

azért a (11) egyenlet a 

Q(F*P) B I , P • } пм 
0 / f - ' f i — —7~ cos y + sin y\• q>, (16) 
S ( p ) At { ü ) 

alakra h o z h a t ó . 
Mivel a rendszernek csupán az á l landósul t lengési á l l apo t á t v izsgá l juk , 

a (16) egyen le te t a szabá lyozás techn ikában haszná la tos f r e k v e n c i a f ü g g v é n n y é 
a l ak í t j uk , amihez , min t ismeretes [3, 161. о.] p helyére jü-t kell he lye t tes í -
t e n ü n k . 

Fe lhaszná lva az t , hogy 

cos y + j sin y = e-iy , 

a (16) egyenle t végleges a l ak j a <y,-vel való egyszerűsí tés u t á n : 
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= . < n > 
S ( j ß ) 

a h o n n a n az i smere t l en A j a m p l i t ú d ó és a y fáz isszög m e g h a t á r o z h a t ó . Az egyen -
l e t e t u g y a n i s k o m p l e x s z á m s í k o n v i z sgá lva , j o b b o lda lon В s u g a r ú kö r re l 
á b r á z o l h a t ó . Az egyenle t b a l oldalán sze rep lő f ü g g v é n y b e pedig v á l t o z ó A j 

j 

3. ábra 

é r t éke t h e l y e t t e s í t s ü n k m i n d a d d i g , míg a f ü g g v é n y g ö r b é j e a k ö r t m e t s z i 
(3. áb ra ) . A m e t s z é s p o n t n á l l evő ув szög és a m e t s z é s p o n t b a n szereplő AB 
a m p l i t ú d ó a k e r e s e t t é r t é k e k , amelyek i s m e r e t é b e n a (7)-ből a l inear izá l t r u g ó -
á l l andó s z á m í t h a t ó , és a r e n d s z e r t o v á b b i v i z sgá l a t a a szokásos módsze rekke l 
e lvégezhető . 
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