A FESZULTSEGFUGGVENY KERULETI FELTETELEI
TABLAK ES HEJAK SZABAD PEREMSZAKASZAN

CSONKA PAL
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA
AZ MTA EPITESTUDOMANYI MUNKAKOZOSSEGE, BUDAPEST

[Beérkezett 1966. szeptember 26-in]

A dolgozat membranszerii fesziiltségi allapotban levd tablik, illetve héjak Airy-
illetve Pucher-féle fesziiltségfiiggvényének keriileti feltételeit .dllapitja meg e szerkezetek
teljesen szabad peremszakaszédn. A levezetett eredmények tetszdleges megoszlé erdkkel
(keriileti és tomegerdkkel) terhelt tdbldkra és tetszileges (nemcsak az alapsikra meréleges)
megoszlé erdkkel terhelt héjakra egyardnt érvényesek.

1. Bevezetés

Szerz§ egyik el8z8 dolgozataban [1] fiiggélyes megoszlé erGkkel terhelt
héjak Pucher-féle F = F(x,y) fesziiltségfiiggvényének keriileti feltételeivel
foglalkozott. Kimutatta, hogy ez a fiiggvény a héj szabad peremszakaszan a

»

oF T,
dx
_SEZB, 1)
%y

feltételeknek tartozik megfelelni, ahol 4, B és C egy-egy szabad peremszakaszra
nézve allandé érték. Ha a héjnak csupan egyetlen egy szabad peremszakasza
van, akkor az (1) keriileti feltételek szigorithaték, nevezetesen elGirhaté, hogy
az emlitett peremszakaszon

oF —0,
Ox
B _ o @)
%y
F=0

legyen.
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Mindazok a megfontolasok, melyek membranhéjak esetében az (1) és (2)
képletekre vezettek, membranszerd fesziiltségi allapotban levé tablak Airy-féle
F = F(x, y) fesziiltségfiiggvényére nézve viltozatlanul megismételhetdk, fel-
téve, hogy a széban forgé tablak csak peremeiken vannak terhelve. Ezért az
(1) és (2) keriileti feltételek értelemszertien médositassal az emlitett tablik
teljesen szabad peremszakaszéra szintén érvényesek.

A jelen tanulmany célja az (1) és (2) képleteknek tetszdleges megoszld
erdkkel (peremerékkel és tomegerSkkel) terhelt tablakra és tetszdleges (nem-
csak az alapsikra merd8leges) megoszl6 erdkkel terhelt héjakra valé altalanosi-
tasa. A levezetend§ Osszefiiggések szoros kapcsolatban éllanak az Airy-féle
fesziiltségfiiggvény fizikai jelentésére vonatkozé, TREFFTZ, E. [2] és SoBRERO, .
L. [3] altal levezetett tételekkel, melyeknek tetszfleges megoszlé erdkkel
terhelt tablikra és héjakra valé médositott alakjat Finzi, L. [4] allapitotta
meg. Az alabbiak ezen tételek tovabbi altalanositidsara nydjtanak lehetdséget.

2. Az Airy-féle fesziiltségfiiggvényre vonatkozé keriileti feltételek

A jelen pont keretében tetszdleges erdkkel (peremerdkkel és tomegerdk-
kel) terhelt sik tablakkal foglalkozunk. Vizsgéalatainkat a tdbla kozépsikjaba
helyezett 0(x, y) koordinatarendszerben végezziik. A tablira haté témegerdk
x,y iranyi alkotéit a

8 =8 (%,y) 8y = 8y (%,)

teherfiiggvényekkel jellemezziik.

A tabla feszit8 er6i, mint ismeretes, az

_ ®F
n, = 6}'2 — YUx
9 F
n.,—n,, — — . 3
o 3)
__®F
y B2 y

képletekkel fejezhetSk ki, ahol F = F(x,y) az Airy-f(’;le fesziiltségfiiggvény,
G, és G, jelentése pedig -

x y
G, = fxlgx dx, G)’ = jmgy dy . (4)

A fenti képletekben szerepld hatarozott integrilok felsé hatara a vizsgalati
pont x, illetve y koordinataja, az integréalok alsé hatara pedig szabadon valaszt-
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hat6. Ha az alsé hatarpontot az 1. abran I-gyel, illetve II-vel jelslt gorbén
vessziik fel, akkor a P pontbeli Gy, illetve G, értékek szamitasakor az integ-
ralast a PP, illetve PP egyenes szakaszokra kell kiterjeszteniink. Maguk az
I, illetve II jeld gorbék tetszdlegesen valaszthatdk, azzal a megszoritassal
azonban, hogy az x, illetve y iranyd egyenesek az I, illetve II gorbét leg-
feljebb egy-egy pontban metszhetik.

X

0 -—x,ai | X

[} T
' ’E‘ \LPI I
y i
1%
3 |
Pe .Gf‘_. J p
Yy I

1. @bra. A PP és P} P egyenes szakaszok

Ezek elérebocsatasa utan jeldljiik ki a tabla kézépsikjaban valamely P, P,
gorbét, s tekintsiik ezen a haladas iranyat a P, pontbél a P, pont felé iranyulé-
lag pozitivnak. Legyenek a P,, illetve P, pont koordinitii x, és y,, illetve x,
és y,, a P, P, gorbe egy altalanos pontjanak koordinatai pedig x és y.

Jeloljiik a P, P, gorbe haladas szerinti bal oldalan levé tablarész altal a
jobb oldali tablarészre gyakorolt er6k R ereddjének x, illetve y iranyu alkotgjat
Ry, illetve R, betfivel, az R eredének a P, pontra vonatkoztatott nyomatékat
pedig M betiivel, s hatérozzuk meg ezen mennyiségek értékét. .

Az R, Ry, és M érték szamitasakor a P P, vonalszakaszra juté erdk
helyett az ezeket egyensilyozé erékkel, mégpedig a P,P,Q tablarészre juté
tobbi erdvel célszeri dolgozni. Ebben az esetben az Ry, Ry, és M értékét igy
fejezhetjik ki:

Pa 'P1
RX:JQ (n,— H,)dy +fQ ny, dx ,
"P1 P
\ R, = [ '(ny—H)dx + [ "nody, i
P2
M=, (rs=y)(n,— H)dy +

Pi1 'P1
+ [, (= x) (ny — Hdx o+ (72— 31) | myned
A fenti képletekben Hy és Hy jelentése:
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x Y.
H, =g dx, Hy =g, dy. (6
Az (5) képletek a (3) alattiak behelyettesitésével a kovetkezdképp irhaték:

Py 2 Py 2
szj OF —~Gx—Hx)dy —f eF dx,
Q | & @ Ox-%y

P, o2F P2 ok
RyzfQ ( —Gy—Hy)dx —J o7y,

Ox2? Q 8x8y
P2 RF (7)
M= (y2~y)[ 5 —Gx—Hx]dy+
Q By
P RF P g2F
—{—J (x — x,) . ——Cy—Hy]dx—(yz—yl) —dx .
Q Ox2 Q Bx-ay

Ha tekintetbe vessziik, hogy a QP, vonal mentén, vagyis az x = «x, helyen

X3
G, = LI g.dx,
a QP; vonal mentén, vagyis az y = y, helyen pedig
»n
Cy= v oA

akkor a (6) alattiak felhasznédlasaval a G, 4 H,, illetve a G, + H, mennyisé- '
geket igy fejezhetjiik ki:

G, + H, zf;.gxdx + L:gx dx = j;gxdx’

yi y y
Gy + H, _jyxxgy 4y —|—ngy dy = Iyugy dy -
Ezen értékeket a (7) képletekbe betéve, a kivetkez8 képleteket kapjuk:

P: 32 i 2 Ps rx
R, = F dy -—J el dx —J J g -dx-dy,
Q Q Jx1

Q 9y? Ox -9y
P1 32 P2 2 'P: ry
Ry = I:dx —J gF dy —J f gy dy-dx,
Q ox? @ Ox-0y Q Jyn
P: aZF P 82F
M= — d x —x dx — 8
J, o= y+jQ< D ®
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P1 82F P2 x
dx —J (yz—y)J 8 dx-dy —
Q X1

Q Ox-dy

"P1 y 4
—J (* — )| gy-dy-dx.
Q yo

ael g = N

Xy ———————=]
dx
X
CwselRE
? E i
i Q gAY p
y 1
Y {
My jE Hy
§oon 4
dy [ ™ -_l.t y
y R

2. a@bra. A vizsgalt tablarész

A fenti képletekben az
Ps rx
Jjadrhz& ©)
Q Jx1

kifejezés nem mas, mint a 3. dbrén vizszintesen csikozott P,P,PiP] tibla-
részre juté x irdnyd tomegerék R, ereddje, az

P2 X
m—wj&dmweM[ (10)
Q X1

kifejezés pedig ezen R, eredének a P, pontra felirt M, nyomatéka. Hasonléképp
az

Py ry
J J g,-dy-du =Ry, : 1)
Q Jyn

kifejezés a 3. abran fiiggélyes csikozassal jelzett P, P,P;' P|' tablarészre juté y
irdnyd tomegerdk R;; ereddjét, az

P y
o o xz)f g, dy-dx = M, (12)
Q yi
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kifejezés pedig ezen R;; eredének a P, pontra valé nyomatékat jelenti. Az
abran szerepls I, illetve II jeli gorbék, mint emlitettiik, tetszdleges olyan
gorbék, melyeket az x, illetve y iranyd egyenesek legfeljebb egy-egy pontban

metszenek.
X1
X2
1 } 0 & pI X
\ 2 pl
’ 1/1 ; r~r~ | l ’ I
R %
Sl’z P‘,}%L ﬁar . PI
%
EJR’
T 1
i T
X | )
/
2 RN

(7

3. @bra. Az Ry és Ry ereddk

A (8) képletekben szerepld tobbi integralkifejezés értéke egyszerd, illetve

parcialis integralassal hatarozhaté meg:

JP- 2F i JPn F _[GF] _[BF}
g Oy* Q bx-By 8 Ip. LB Jp
Jpx S?F g ’ [GF COF
Q 0Oa? J Ox - dy 9x |p, dx ]p,,
2 P2 82F P2 82F
:J( J Zdy~Jy =0y =
Q a)’ Q Oy
[ OF oF
iy ]+yl[ ]+[F]m—[F1Q,
| 9y 9y o
~P1 2 P 12 2
J (x_xg)a PN ek, o
Q 9x2 Jo a2
[ OF 8F
A —_] +x1[ ] — [Flp. +[Flq »
0x |p,
JPl 92K [SF [GF’J
dx = AL R L
" Jo Bx:0y % lp. LB lq
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Ha az igy nyert (9)—(13) kifejezéseket a (8) képletekbe behelyettesitjiik,
egyszerisités utan azt taldljuk, hogy

N
8 lp. |0

P

oF ‘OF
el [ e
8x |p, ox |p,
| | oF "OF (4
M:[F]Pz_[F]Pn—xz[ } —y2| ] +
Ox P, 8_)’ P:
oF - oF
+ oy J’xl ] — M, — M.
. Ox 1P a}’ P

Az eddigiekben a P, P, vonalszakasz mindkét végpontjat fix helyzetiinek
tekintettiik. A kdvetkez6kben csak a P, pontot tekintjiik fixnek, a P, pontot
pedig adott gérbevonalon pozitiv iranyban futé pontként kezeljiik. Ennek
megfelelGleg a tovabbiakban P, helyett egyszerfien P-t irunk, e pont koordina-
tait pedig x, és y, helyett x és y betiivel jeloljiik. Ugyanakkor bevezetjiik a

[81; ] —=const= A4,
Pa

Ox
[GF] = const = B,
VAN
. oF -
x E‘ +y EF; — [F]p = const = — C
ox |p, a_)’ 1P

R, = f’f] _B—R,,
a_yrp

&=—[”}+A—mh (15)
¥ lp

NI:[F]p—Ax—By—C-——_WI,——;M“.

Fenti képletek szerint

oF -
[__..._J = —R,— Ry +4,
ox P
oF
F_ — R,+R +B, (16)
8 Ip

[F]p:M—{—]WI-FM”—{—Ax—{—By-{—C,
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illetve, ha a fesziiltségszamitas szempontjabél jelentéktelen linearis tagoktol

eltekintiink, akkor
oF
s
2 P

ox
[E] = a7
8y P
[Fle=M+ M, + My, .
s
B ;
Y4
i 0 Ry
p
I
)

4. gbra. A P,PQ tablarész

Ha az eddigi levezetésekben szereplé I, illetve IT jeld gorbék gyanant
az x = x,, illetve y = y, egyeneseket vilasztjuk (4. abra), akkor a (17) képle-
tekben az R,, illetve R;; mennyiség a P,PQ téblarészre haté tomegerdk «x,
illetve y iranytd alkotéjat, az M, -+ Mj; kifejezés pedig a P,PQ tablarészre
haté tomegeréknek a futé P pontra felirt nyomatékat jelenti.

Természetesen a P;P, gorbe maga is tetszélegesen jelolhets ki. Ha e
célra a P,QP szogletvonalat valasztjuk (5. abra), akkor a P,QP teriilet egyetlen

- —
_ir : it

5. abra. A P,QP szegletvonal
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vonalld zsugorodik &ssze. Ilyenkor R; =0, R;; =0, M =0, s igy a (17)
képletek a Finzi, L.-féle
oF
[_—] T Ry ’
p

Ox
0
[—F} — R, (18)
8y P
[Flp =M
képletekbe [4] mennek it. Ezek a képletek — miként azt Finzi, L. meg-
allapftotta — a fesziiltségfiiggvény egyszerli fizikai értelmezésére nyidjtanak

lehet8séget: a fesziiltségfiiggvény P pontbeli x, illetve y szerinti parcialis
derivaltja — el§jeltdl eltekintve — a P QP szegletvonal egyik oldalara haté
belsGerk ereddjének y, illetve x irdnyd alkotéjaval egyenlS; a fesaziiltség-
fiiggvény P pontbeli értéke pedig a szegletvonal egyik oldalara haté belsé erdk
nyomatékaval azonos.

Erdekes alakot 6ltenek a (17) képletek abban az esetben is, ha az I és
a II jelii gorbe céljara magit a P,P gorbét valasztjuk. Ez esetben ismét

Ri=0, Rj=0, M=0, h

tehat

aF

2| =—R,,

[ax ]P ¢

[—?E] = R,, (19)

6y P

[Fle=M.

Az utébbi képletek, bar formajukat illetéen a Finzi-féle képletekkel azo-
nosak, azoknal tigabb tartalmiak. A (19) képletek szerint ui. a fesziiltség-
fiiggvény x, illetve y szerinti parcialis derivaltja — eldjeltdl eltekintve — a
P, P gorbe egyik oldalara haté belsGer8k ereddjének x, illletve y iranyd alkoté-
javal egyenl§; a fesziiltségfiiggvény P pontbeli értéke pedig a PP gorbe
egyik oldalara haté belsGerék nyomatékaval azonos. Ezek szerint a Finzi-féle
tételek nemcsak a P,QP szegletvonalra, hanem a tetszdleges P,P gorbére is
érvényesek, feltéve, hogy az x, illetve y irdnyd egyenesek a PP giorbét nem
metszik egynél tébb pontban.

Természetesen, a (19) képletek olyankor is alkalmazhaték, midén a P,P
gorbe a tabla teljesen szabad peremvonala. Ilyenkor a PP gérbe mentén a
tablara semmiféle er6 sem hat, tehat

R,=0, R,=0, M=0,
miért is a (19) képletek a kivetkez8képp egyszertisbédnek:
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[ﬂ]:o,

ox P

oF

it S O 20
[Gy ]P =
[Flp=0.

A fenti képletek alakjukra nézve azonosak a csupan peremerdkkel
terhelt tablik szabad peremvonalira vonatkozé képletekkel [1], érvényességiik
azonban témegerdk jelenléte esetében némiképp korlatozott. Ezek a képletek
ui. a szabad peremvonalnak csak arra a szakaszara érvényesek, melyet az x,
illetve y iranyd egyenesek legfeljebb egy-egy pontban metszenek (6. abra).

0] X

bh
/
P
p
y
6. @bra. A P,P szabad peremvonal szakaszt az x és az y irdnyu egyenesek csak egy pontban
metszik {

Az altalanosabb esetben, tehat olyankor, amidén az x vagy y iranyid
egyenesek (vagy azok koziil egyesek) a P,P szabad peremvonal szakaszt
egynél t6bb pontban metszik (7. dbra), a teljesen szabad peremvonalra vonat-
kozé keriileti feltételeket a (17) képletekbdl az

0

S

y

7. Gbra. A P,P szabad peremvonal szakaszt egyes x és y irdnyt egyenesek két pontban metszik .
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Ris=00 Ry:O, M=0

helyettesitésekkel levezethetd kovetkezd egyenletek fejezik ki:

oF

(LA
8x P

[ﬂ] = Ry, (21)
8y P

[Flp = M, + My, .
3. A Pucher-féle fesziiltségfiiggvényre vonatkozé keriileti feltételek

A jelen pont keretében azt vizsgaljuk meg, miként lehet a membranhé;j
teljesen szabad peremszakaszan a Pucher-féle fesziiltségfiiggvény keriileti
feltételeit kifejezni, ha a héjra tetszdleges (nemcsak az alapsikra meréleges)
megoszlé er6k hatnak.

Vizsgalatainkat olyan 0(x, y, z) derékszogii koordinitarendszerben végez-
ziik, melynek x és y tengelyei a héj alaprajzi sikjaval parhuzamosak. A héjra
haté terhek «x,y, z irdnyd alkotéit a héjalaprajz teriiletegységére vonatkoz-
tatott gy, gy, g fajlagos teherértékekkel, a héj belsGerdit pedig az ny, nyy, nyx, ny
redukalt feszitGer6kkel jellemezziik. Utébbiak ugyanolyan kapcsolatban
allanak a héj Pucher-féle F = F(x,y) fesziiltségfiiggvényével, mint a tetszd-
leges erdkkel terhelt tablak feszitSerdi az Airy-féle F = F(x,y) fesziiltség-
fiiggvénnyel. Ebbél az azonossaghél kovetkezik, hogy az el6z6 pontban le- -
vezetett tételek értelemszerli médositassal membranhéjakra is érvényesek.
Ez esetben, természetesen, a P,P vonal a héj kozépfeliiletére rajzolt Py P*
vonal alaprajzi vetiiletét jelenti (8. 4dbra), a képletekben szerepld erdkon és
nyomatékokon pedig a vetiileti erfket és azok nyomatékat kell érteni.

0 — X
ARy
’,,1- //Zl1
Pk |
y g
o
|
A
*

8. dbra. A héj kozépfelilletére rajzolt P{P* vonal s annak alaprajzi vetiilete
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