
A FESZÜLTSÉGFÜGGYÉNY KERÜLETI FELTÉTELEI 
TÁBLÁK ÉS HÉJAK SZABAD PEREMSZAKASZÁN 

C S O N K A PÁL 
A M Ű S Z A K I T U D O M Á N Y O K D O K T O R A 

AZ M T A É P Í T É S T U D O M Á N Y I M U N K A K Ö Z Ö S S É G E , B U D A P E S T 

[Beérkezett 1966. szeptember 26-án] 

A dolgozat m e m b r á n s z e r ű feszül tségi á l l apo tban levő táblák , i l l e tve hé jak Airy-
illetve Pucher-féle feszü l t ségfüggvényének kerület i fe l té te le i t .á l lapí t ja meg e szerkezetek 
te l jesen szabad peremszakaszán . A l eveze t e t t e redmények tetszőleges megoszló erőkkel 
(kerület i és tömegerőkkel ) terhel t t á b l á k r a és tetszőleges (nemcsak az a laps ík ra merőleges) 
megoszló erőkkel t e rhe l t hé j ak ra e g y a r á n t érvényesek. 

1. Bevezetés 

Szerző egyik előző do lgoza tában [1] függélyes megoszló e rőkke l terhel t 
hé j ak Pucher-féle F = F(x, y) f e szü l t ségfüggvényének kerület i feltételeivel 
fog la lkozot t . K i m u t a t t a , hogy ez a függvény a hé j szabad peremszakaszán a 

Эх 

Э F 
= B, (1) Эу 

F = Ах + By + С 

fe l té te leknek ta r toz ik megfelelni, ahol А, В és С egy-egy szabad peremszakaszra 
nézve á l landó ér ték. H a a hé jnak c s u p á n egyet len egy szabad peremszakasza 
van , a k k o r az (1) ke rü le t i fel tételek sz igor í thatok, nevezetesen e lő í rha tó , hogy 
az eml í t e t t peremszakaszon 

Э F 

ДХ  

d F 

= 0 , 

ду 

F = 0 

legyen. 

0 , (2) 
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204 CSONKA PÁL 

Mindazok a m e g f o n t o l á s o k , m e l y e k i n e m b r á n h é j a k ese tében az (1) és (2) 
k é p l e t e k r e v e z e t t e k , m e m b r á n s z e r ű feszü l t ség i á l l a p o t b a n levő t á b l á k Airy-féle 
F = F(x, y) f e s zü l t s ég függvényé re n é z v e v á l t o z a t l a n u l m e g i s m é t e l h e t ő k , fel-
t é v e , h o g y a s z ó b a n f o r g ó t á b l á k c s a k pe r eme iken v a n n a k t e r h e l v e . E z é r t az 
(1) és (2) ke rü le t i f e l t é t e l ek é r t e l emsze rűen m ó d o s í t á s s a l az e m l í t e t t t á b l á k 
t e l j e s e n s z a b a d p e r e m s z a k a s z á r a s z i n t é n é r v é n y e s e k . 

A je len t a n u l m á n y célja az (1) és (2) k é p l e t e k n e k te tszőleges megoszló 
e r ő k k e l (pe remerőkke l és t ö m e g e r ő k k e l ) t e rhe l t t á b l á k r a és t e t sző leges (nem-
c s a k az a laps ík ra merő leges) megoszló erőkkel t e r h e l t h é j a k r a v a l ó á l ta lános í -
t á s a . A l eveze t endő összefüggések szoros k a p c s o l a t b a n á l l anak az Airy-féle 
f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y f i z ika i j e l en tésé re v o n a t k o z ó , TREFFTZ, E . [2] és SOBRERO, 
L . [3] á l ta l l e v e z e t e t t t é t e lekke l , m e l y e k n e k te t sző leges megosz ló erőkkel 
t e r h e l t t á b l á k r a és h é j a k r a va ló m ó d o s í t o t t a l a k j á t FINZI, L. [4] á l l a p í t o t t a 
m e g . Az a l ább i ak ezen t é t e l ek t o v á b b i á l t a l á n o s í t á s á r a n y ú j t a n a k lehe tősége t . 

2 . Az Airy- fé le f e szü l t s ég függvényre v o n a t k o z ó kerüle t i fe l té te lek 

A je len p o n t k e r e t é b e n te t sző leges erőkkel (pe remerőkke l és t ömege rők -
kel) t e r h e l t sík t á b l á k k a l f o g l a l k o z u n k . V i z s g á l a t a i n k a t a t á b l a k ö z é p s í k j á b a 
h e l y e z e t t 0(x, y ) k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n végezzük . A t á b l á r a h a t ó t ömege rők 
X, y i r á n y ú a lko tó i t a 

gx = gx(x,y), gy=gy{xzj) 

t e h e r f ü g g v é n y e k k e l j e l l emezzük . 
A t á b l a f e sz í tő erői, min t i smere t e s , az 

8 2 I R - G , 
9 j 2 

Э 2F 

ДХ-ДУ 

dx2 

(3) 

k é p l e t e k k e l f e j e z h e t ő k ki, ahol F = F(x,y) az Airy- fé le f e s zü l t s ég függvény , 
Gx és Gy j e len tése p e d i g 

J XI j y n 

A f e n t i k é p l e t e k b e n szereplő h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k felső h a t á r a a v izsgála t i 
p o n t X, i l le tve y k o o r d i n á t á j a , az i n t e g r á l o k alsó h a t á r a pedig s z a b a d o n vá lasz t -
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ha tó . H a az alsó h a t á r p o n t o t az 1. á b r á n J-gyel, i l le tve JJ-vel je löl t görbén 
vesszük fel, akkor a P pontbel i Gx, i l letve Gy é r t ékek számí tásakor az integ-
rá lás t a PlP, i lletve РцР egyenes szakaszokra kell k i t e r j e sz t enünk . M a g u k az 
I , i l letve II je lű görbék tetszőlegesen vá l a sz tha tók , azzal a megszorí tással 
azonban , hogy az x, i l letve у i r ányú egyenesek az I , i lletve II g ö r b é t leg-
fe l jebb egy-egy p o n t b a n metszhet ik . 

1. ábra. A P j P é s РцР e g y e n e s s z a k a s z o k 

E z e k e lőrebocsátása u t á n je lö l jük ki a táb la középs ík j ában va l ame ly PXP2 

görbét , s t ek in t sük ezen a ha ladás i r á n y á t a P1 pon tbó l a P 2 pont felé i rányuló-
lag poz i t ívnak . Legyenek a Pv i lletve P2 pont koo rd iná t á i x1 és yv i l le tve x2 

és y2, a P X P 2 görbe egy á l ta lános p o n t j á n a k koord iná tá i pedig x és y. 
J e l ö l j ü k a P X P 2 görbe haladás szerint i bal o lda lán levő táb la rész á l ta l a 

jobb oldali táblarészre gyakorol t erők R eredőjének x, i l letve y i r ányú a lko tó j á t 
Rx, i l letve Ry be tűve l , az R eredőnek a P 2 pon t ra v o n a t k o z t a t o t t n y o m a t é k á t 
pedig M be tűve l , s h a t á r o z z u k meg ezen mennyiségek é r téké t . 

Az Rx, Ry és M ér ték számí tásakor a P ]P 2 vonalszakaszra j u t ó erők 
he lye t t az ezeket egyensúlyozó erőkkel , mégpedig a PyP2Q t áb la részre j u t ó 
több i erővel célszerű dolgozni. E b b e n az esetben az Rx, Ry és M é r t é k é t így 
f e j e z h e t j ü k ki: 

R x = J Q (nx - Hx) dy + J * nyx dx , 

Ry
 = J T К - D X + Jq" "xy DY ' 

M = f Q
, ( y 2 - y ) ( n x - H x ) d y + 

+ £ (* - *a) ( n y — Hx) dx + ( j 2 — JX ) J P
Q' nyx • dx . 

A fent i kép le tekben Hx és Hy je lentése: 

14* MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 



2 0 6 CSONKA PÁL 

Hx •= • dx , H y = J*gy dy . ( 6 

Az (5) k é p l e t e k a (3) a l a t t i a k behe lye t t es í t éséve l a k ö v e t k e z ő k é p p í r h a t ó k : 

d x , 

dy , 

(7) 

•P. A°-F 
dx . 

JQ Э*-Эу 

H a t e k i n t e t b e vesszük , hogy a QP., vonal m e n t é n , vagyis az x = хг he lyen 

Gx = f * g x d x , 

a QPy vonal m e n t é n , vagyis az у = y4 he lyen p e d i g 

Gy = \ y
y j y d y , 

a k k o r a (6) a l a t t i a k f e lhaszná lá sáva l a Gx + Hx, i l letve a C y - ( - Hy mennyisé -
geke t így f e j e z h e t j ü k ki: 

Г X2 Г x С x 
Gx + Нх — gxdx + gx dx = gxdx, 

J Xf J Xî J Xj 

Gy + H y = j y j y dy + \y
ygy dy = \ y

n g y dy . 

E z e n é r t ékeke t a (7) kép le t ekbe be t éve , a k ö v e t k e z ő kép le t eke t k a p j u k : 
rPi Q2F = r ^ L DY - Г 

Jq Qy2 J , 

RPT RX 
— g x - d x d y , 

JQ JXI 

rPi Q2F rPs Q2F ÇPiry 
R y = - r — d x - - ^ — d y - \ g y - d y d x , 

JQ OX- JQ dx-dy JQJYN 

M = 

>Q Ь 2 

çPi Q2F 

' Q ~QX2~ 

Ip' 
(У2~У) 

JQ 

Q dx-dy 

•p* a2 F 

IQ ДУ 
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RP. G2 F CPÍ ГX 

( T 2 - J i ) a . dx — ( y 2 — y ) \ gx'dx dy 
JQ OX-dy JQ JXI 

rPl ry 
(x — x2) gy-dydx. 

JQ J VIT 

A fent i képle tekben az 

rPt 

JQ . 
gx - dx • dy = R{ (9) 

kifejezés nem más, m i n t a 3. á b r á n vízszintesen csíkozott P1P2P1
2P\ t áb la -

részre j u t ó x i rányú tömegerők B, eredője, az 

/-Pl r x 
(У2— y ) gx-dx-dy = M , 

J Q Jx i 
(10) 

kifejezés pedig ezen B, eredőnek a P2 pont ra felírt M{ nyomatéka . Hasonlóképp 
az 

Г Г g y - d y d x ^ R u . ( 1 1 ) 
JQ Jyii 

kifejezés a 3. ábrán függélyes csíkozással jelzett P1P2P2
I IB1

n táblarészre j u t ó у 
i rányú tömegerők B u eredőjét , az 

rPt ry 
(x — x2)\ g y d y d x = M„ 

JQ J УП 
(12) 

14* MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 



2 0 8 CSONKA PÁL 

kifejezés pedig ezen Ru e redőnek a P 2 p o n t r a valő n y o m a t é k á t je lent i . Az 
á b r á n szereplő I , i lletve II j e lű görbék, min t eml í t e t tük , te tszőleges olyan 
görbék , melyeke t az x, i l letve y i r ányú egyenesek legfel jebb egy-egy p o n t b a n 
metszenek. 

A (8) kép le tekben szereplő több i integrálkifejezés ér téke egyszerű, illetve 
parciális in tegrá lássa l h a t á r o z h a t ó meg: 
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H a az így n y e r t (9) — (13) kifejezéseket a (8) kép le t ekbe behe lye t t e s í t jük , 
egyszerűsítés u t á n azt t a l á l j u k , hogy 

Az eddigiekben a P j P 2 vonalszakasz m i n d k é t v é g p o n t j á t f ix he lyze tűnek 
t e k i n t e t t ü k . A köve tkezőkben csak a P t p o n t o t t e k i n t j ü k f ixnek, a P 2 p o n t o t 
pedig a d o t t görbevonalon pozi t ív i r á n y b a n f u t ó p o n t k é n t kezeljük. E n n e k 
megfelelőleg a t o v á b b i a k b a n P 2 helyet t egyszerűen P - t í r u n k , e pont koord iná-
t á i t pedig Xy és j j he lye t t я; és y betűvel je lö l jük . U g y a n a k k o r b e v e z e t j ü k a 

9 F 
= const = A , 

P. 

jelöléseket. E módos í tásokkal a (14) kép le tek helyet t ezeket í r h a t j u k : 

9 F  

Эу 

9 F 

Fen t i képle tek szerint 

(16) 
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210 CSONKA PÁL 

illetve, ha a feszültségszámítás szempont jábó l je lentéktelen lineáris t agoktó l 
e l tek in tünk, akkor 

Э F 
ДХ 

Э F 

= —Ry — Ru, 

= Rx + R \ S 9y 

[F]P = M + M, + M„ . 

-XO 

I 

L 
4. ábra. A PXPQ t áb la rész 

(17) 

Ha az eddigi levezetésekben szereplő J , illetve II j e lű görbék g y a n á n t 
az X = x2, i l letve y = yx egyeneseket vá l a sz t j uk (4. ábra) , akkor a (17) képle-
tekben az Ry, illetve Ru mennyiség a PXPQ táblarészre h a t ó tömegerők x, 
illetve y i r á n y ú alkotóját , az M, + M n kifejezés pedig a PXPQ t áb larészre 
ha tó tömegerőknek a fu tó P pon t r a felírt nyomatéká t je len t i . 

Természetesen a PXP2 görbe maga is tetszőlegesen jelölhető ki. H a e 
célra a PtQP szögletvonalat vá la sz t juk (5. ábra) , akkor a PXQP terület egyet len 

0 

Q 

5. ábra. A PXQP szegletvonal 
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vonal lá zsugorodik össze. I lyenkor í í j = 0, RIt = 0, M — 0, s így a (17) 
képle tek a Finzi, L.-féle 

[э* 1 
= — R y 

6 F 
= R x , (18) 

p aY 

[F]p - M 

képle tekbe [4] mennek át . Ezek a képletek — miként azt F I N Z I , L . meg-
á l lap í to t t a — a feszül tségfüggvény egyszerű f izikai értelmezésére n y ú j t a n a k 
lehetőséget : a feszültségfüggvény P pontbeli x, illetve y szer int i parciális 
de r ivá l t j a — előjeltől el tekintve — a P2QP szegletvonal egyik oldalára ha tó 
belsőerők eredőjének y , illetve x i r ányú a lkotó jáva l egyenlő; a feszültség-
függvény P pontbeli ér téke pedig a szegletvonal egyik oldalára h a t ó belső erők 
n y o m a t é k á v a l azonos. 

Érdekes a lakot öltenek a (17) képletek a b b a n az esetben is, ha az I és 
a II j e lű görbe cél jára magát а РХР görbét vá lasz t juk . Ez ese tben ismét 

= 0 , Ru= 0 , M= 0 , 
t e h á t 

8 F 
DX 

ЭР 

У 
P 

= — RY, 

Rx, (19) 
DY 

[F]p = M. 

Az u t ó b b i képletek, bá r f o r m á j u k a t illetően a Finzi-féle képletekkel azo-
nosak , azoknál t á g a b b t a r t a lmúak . A (19) képletek szerint ui. a feszültség-
függvény x, illetve у szerinti parciális der ivál t ja — előjeltől e l tek in tve — a 
P j P görbe egyik oldalára ható belsőerők eredőjének x, illletve у i r á n y ú alkotó-
j áva l egyenlő; a feszül tségfüggvény P pontbeli ér téke pedig a P , P görbe 
egyik oldalára ha tó belsőerők nyoma tékáva l azonos. Ezek szerint a Finzi-féle 
té telek nemcsak a P2QP szegletvonalra, hanem a tetszőleges P j P görbére is 
érvényesek, feltéve, hogy az x, i l letve у i rányú egyenesek a Р г Р görbét nem 
metszik egynél több pon tban . 

Természetesen, a (19) képletek olyankor is a lka lmazhatók , midőn a P j P 
görbe a t áb la tel jesen szabad peremvonala . I lyenkor a P j P görbe mentén a 
t áb lá ra semmiféle erő sem hat , t e h á t 

R x = 0 , R y = 0 , M = 0 , 

miért is a (19) képletek a következőképp egyszerűsbödnek: 
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Э F 

ДХ 

Э F 
дуг 

[F]p = 0 . 

= 0 , 

= 0 , ( 2 0 ) 

A fen t i kép le tek a l a k j u k r a nézve azonosak a csupán peremerőkkel 
t e rhe l t t áb l ák szabad pe remvona l á r a vona tkozó kép le tekke l [1], érvényességük 
a z o n b a n tömegerők je lenléte ese tében némiképp kor l á tozo t t . Ezek a képletek 
ui . a szabad p e r e m v o n a l n a k csak a r ra a szakaszára érvényesek, melye t az x, 
i l letve у i r ányú egyenesek legfel jebb egy-egy p o n t b a n metszenek (6. ábra) . 

6. ábra. A P 4 P szabad pe remvona l szakaszt az ж és az у i r á n y ú egyenesek csak egy p o n t b a n 
metszik 

Az á l t a l ánosabb esetben, t e h á t o lyankor , amidőn az x v a g y у i rányú 
egyenesek (vagy azok közül egyesek) a PXP s z abad pe remvona l szakaszt 
egynél t öbb p o n t b a n metsz ik (7. áb ra ) , a tel jesen szabad pe remvona l ra vonat -
kozó kerület i fe l té te leke t a (17) képle tekből az 

0 

ЛИ 

7. ábra. A P j P szabad p e r e m v o n a l szakaszt egyes ж és у i r á n y ú egyenesek k é t p o n t b a n metszik 
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Rx = 0 , Ry = 0 , M = 0 

helyet tes í tésekkel levezethető köve tkező egyenle tek fejezik k i : 

dF 

ДХ Jp 

(21) 

[F]P = M, + M, 

3. A Pucher- fé le feszül tségfüggvényre vonatkozó kerület i feltételek 

A jelen p o n t kere tében az t vizsgál juk meg , miként l ehe t a m e m b r á n h é j 
te l jesen szabad peremszakaszán a Pucher-fé le feszü l t ségfüggvény kerület i 
fe l té telei t k i fe jezni , ha a h é j r a tetszőleges (nemcsak az a l aps ík ra merőleges) 
megoszló erők h a t n a k . 

Vizsgála ta inkat olyan 0 ( x , y , z) derékszögű koord iná ta rendsze rben végez-
zük , melynek x és у tengelyei a h é j a lapra jz i s ík jáva l p á r h u z a m o s a k . A h é j r a 
ha tó t e rhek x,y,z i r ányú a lko tó i t a h é j a l a p r a j z te rü le tegységére vona tkoz-
t a t o t t gx, gy, gz fa j lagos t eheré r tékekke l , a hé j belsőerőit pedig az nx, nxy, nyx, ny 

r eduká l t feszí tőerőkkel je l lemezzük. U t ó b b i a k ugyano lyan kapcso la tban 
á l l anak a hé j Pucher-féle F = F(x, y) feszül tségfüggvényével , min t a te t sző-
leges erőkkel t e rhe l t t áb l ák feszítőerői az Airy-féle F = F(x, y) feszültség-
függvénnye l . Ebbő l az azonosságból köve tkez ik , hogy az előző pon tban le-
veze te t t t é te lek ér telemszerű módosí tással m e m b r á n h é j a k r a is é rvényesek. 
Ez esetben, te rmészetesen, a PXP vonal a h é j középfelületére ra jzol t P*P* 
vonal a lapra jz i ve tü le té t j e l en t i (8. ábra) , a képle tekben szereplő erőkön és 
n y o m a t é k o k o n pedig a ve tü le t i e rőket és azok n y o m a t é k á t kell ér teni . 

* 

X 

2 

8. ábra. A hé j középfelületére ra jzol t P*P* vona l s annak a l a p r a j z i vetülete 
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