
AZ EGYENESTENGELYŰ KÖRKERESZTMETSZETŰ 
RUGALMAS RŰD CSAVARÁS OKOZTA KIHAJLÁSA 

B A R T A J Ó Z S E F 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

[Beé rkeze t t 1966. n o v e m b e r 17-én] 

Szerző a c ímben meg je lö l t f e l ada t k ido lgozása k a p c s á n f e l h í v j a a f igye lmet a r r a , h o g y 
a k iha j l á s i f e l a d a t o k m e g o l d á s á n á l a s t a t i k a i m ó d s z e r m é g egyszerű ese tekben s e m v e z e t 
mindig he lyes e r e d m é n y r e . A s t a t i ka i módszer re l n y e r t e r e d m é n y helyességét k i n e t i k a i m ó d -
szerrel el lenőrzi . 

Az a lábbi f e j t ege tések egyenestengelyű körkeresz tmetsze tű r u g a l m a s 
rúd ra v o n a t k o z n a k . Fel tesszük, hogy a t ehe r (vagyis a rúdra m ű k ö d ő ak t í v 
erők rendszere) o lyan e rőpár , mely a rúd végére m ű k ö d i k és vektora a n y u g a l m i 
he lyze tben is (pl. l a . és 2a. ábra) és a k i lenget t he lyze tben is (pl. l b . és 2b . ábra ) 
a vég lapok A és В középpon t j a i t összekötő egyenesbe esik. Az M pozi t ív 
skaláris je lentése e v e k t o r nagyságá t , Mk pedig azt a h a t á r t , amely azzal van 
jel lemezve, hogy m i n d e n Mk-nál kisebb M esetében az AB egyenessel je l lem-
zet t nyuga lmi helyzet stabil is . Mk t e h á t az ún . kritikus csavaró nyomaték, más 
szóval a k iha j lás i csavaró n y o m a t é k . Fe lmerü l a kérdés : M к mekkora? 

E z t a kérdés t az 1. áb rán f e l t ü n t e t e t t ese tben az i rodalom m á r t á r g y a l t a 
[1] és a r ra az e redményre j u t o t t , hogy 

2 n E I /14 
м к = i , (1) 

ahol El a r ú d ha j l í t á s i merevsége. Az (1) képle t levezetése azonban statikai 
módszerrel t ö r t é n t . Ezé r t fel kell v e t n i a ké rdés t : Jogos volt-e a s t a t ika i 
módszer a lka lmazása? 

E n n e k a kérdésnek az eldöntésére a k inet ika i módszer [2] h a s z n á l h a t ó 
fel. E módszer a lka lmazásakor nemcsak a terhelésre , h a n e m arra is f igye lemmel 
kell lenni , hogy az a l akza t miképpen v a n m e g t á m a s z t v a . Ha a r ú d az 1. ábra 
szerint v a n te rhe lve és m e g t á m a s z t v a (mindké t végén van m e g t á m a s z t v a ) , 
akkor TROESCH megál lap í tása szerint [3] a k ine t ika i módszer is az (1) ered-
ményre veze t . — Az 1. áb rán f e l t ü n t e t e t t terhelési és megtámasz tás i ese tben 
t e h á t a s t a t ika i módszer helyes e redményre veze te t t . 

Most vegyük szemügyre a 2. áb rán f e l t ü n t e t e t t terhelési és meg támasz t á s i 
esetet (a r ú d alsó vége befogot t , a felső vége szabad) . Fel tesszük a ké rdés t , 
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v a j o n a k ine t ika i módszer a 2. áb rán f e l t ü n t e t e t t terhelési és meg támasz t á s i 
ese tben is az (1) e redményre veze t -e? 

E kérdés megválaszolása vége t t a k ine t ika i módszert a köve tkezőképpen 
a lka lmazzuk . Valamely eléggé kicsiny z a v a r á s (kezdeti kilengés, kezde t i 
sebesség) okoz ta mozgás jel lemzésére szolgá l janak az u(z, t) és v(z, t) e lmozdulás-
komponensek (2b. ábra) , x, y, z a derékszögű k o o r d i n á t á k a t , t az időt j e len t ik . 
A z i rányú e lmozdu láskomponens mint m a g a s a b b r e n d ű kicsiny mennyiség a 
szóban levő s tab i l i tás i f e lada tná l nem j u t szerephez. A meggörbül t rúd tenge ly , 
vagyis a r u g a l m a s vonal differenciálegyenletei 

M 

№ 

1. ábra 

EIuJz, t) = M - í" (C - z) utt (C, t) mdС, (2) 
' J Z 

EIvzz(z, t) = - М - f ' (C - z) vtt ( f , t) mdC , (3) 
1 J z 

aboi m a r údhossz ra v o n a t k o z t a t o t t tömeg, — и ц ( у , t)md£ és — vu(t,, t)md£ az 

elemi tehe te t lenségi erők. A M;(Z, í) komplex e lmozdulás függvény legyen a 
tr = u -f- iv kép le t t e l def iniálva, ahol z va lós és most is a függőleges i r á n y ú 
koord iná t á t j e l en t i (2. ábra) . í g y a (2) és (3) egyenletekből az 

EIwzz(z, t) = - i WílA\- M - ( ' (С - z) wS, t) mdÇ (4) 
I J Г 

egyenlet köve tkez ik . 
Vizsgál juk meg, hogy a komplex e lmozdulás függvény lehet-e 

u(z, t) = W(z) sin (cot -)- ?/.) (5) 
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a lakú , ahol со és ip valós á l landók. E vizsgála tot úgy végezzük el, hogy meg-
nézzük , mire vezet a számítás , ha az (5) képle tből indulunk ki. Helye t tes í t sük 
t e h á t (5)-öt (4)-be. I ly módon az 

EIWzz(z) = - i ^ L M + mco2 Г' (f — x) W(t) dÇ 
l J 7 

(6) 

z 

A и 

/B 
/ / 

/ ' / / у 
lAl 

и —J / 
/ / 

/ 1 
1 ' 
I / 

2. ábra. 

egyenlet adódik , amiből differenciálással az 

EIWzzz(z) = - mco2 j ' W(Z) dC , 

m a j d újból i differenciálással az 

EIWzzzz(z) = mco2 W(z) 

(?) 

(8) 

egyenle teket k a p j u k . Az (5) fe l tevésből t e h á t a (8) differenciálegyenlet és a 

IV(0) = 0*, 

Щ 0 ) = 0 , 

W J ^ - i ^ - M , 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) WZZZ(L) = 0 

peremfel té te lek köve tkeznek . A (81 differenciálegyenlet á l ta lános megoldása 

MTA VI. Osztály Közleményei 38 1967 



218 BARTA J Ó Z S E F 

W = C4 cos Tz -f- C2 sin rz + C3 cosh rz -f- C4 sinh rz , (13) 

Következésképpen 

m 
El 

Wz = —C4r sin rz -f- C2r cos rz + C3r sinh rz -f- C4r cosh rz , 
Wzz == —CjF2 cos rz — C2r2 sin rz + C3r2 cosh rz + C4r2 sinh rz , 
Wzzz = C4r3 sin rz — C2r3 cos rz -j- C3r3 sinh rz + C4r3 cosh rz . 

A (13) — (16) kifejezéseket a (9) — (12) egyenle tekbe he lye t tes í tvén , a 

C4 + C3 = 0 , 

C2 + C4 = 0 , 

Q 

+ C3 

- Elr2 + -J M\ cos r/ + C2 Elr2 + — M | sin rl 

Elr2 + M cosh rl + C4 I Elr2 —j-M\ s inh rl = 0, 

(14) 
(15) 
(16) 

Cj sin rZ — C2 cos rl + C3 sinh rl + C4 cosh rl = 0 

egyenle teke t k a p j u k . Ez a négy egyenlet а С4, C2, C 3 , Сф á l landókra nézve 
homogén lineáris. Min thogy a C4 = C2 = C 3 = C4 = 0 esetet m á r eleve ki-
z á r h a t j u k , a négy egyenlet de t e rminánsa zérus t a r toz ik lenni , azaz 

1 0 1 0 

0 1 0 1 
G cos rl Q s in rl A cosh rl A s inh rl 
sin rl — cos rl s inh rl cosh rl 

= 0 , 

e = - № + y J l í , o = EIr2+ — M 

Kifejt ' .én a de te rmináns t , az egyenlet 

M 
Elí1 '1 + cos rl cosh rl) + i -y- sin rl • s inh rl = 0 

a l a k b a n jelenik meg. Ebbő l a konpJex egyenletből az 

1 + cos rl • cosh rl =% , 
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sin rl • s inh rl = 0 9 (18) 

\ 

/ 

r = \fm\-

!\ 

valós egyenletek köve tkeznek . A (17) és (18) egyenle tek e l l en tmondanak 
egymásnak , mert n e m létezik olyan valós со é r t ék , amely a (17) egyenletet is 
és a (18) egyenletet is kielégíti. 

Az (5) feltevés t e h á t e l len tmondásra veze t e t t , vagyis (5) a l akú komplex 
e lmozdulásfüggvény n e m lehetséges. E z azt j e len t i , hogy v a n eléggé kics iny 
zavarás okozta o lyan kilengés, amely n e m m a r a d eléggé kicsiny. Más szóval , 
a 2. á b r á n f e l t ü n t e t e t t terhelési és m e g t á m a s z t á s i ese tben az A B egyenessel 
je l lemzet t nyugalmi he lyze t a zérus tól kü lönböző M ha tá sa a l a t t instabil is , 
s így erre az esetre a s t a t i k a i módszerrel levezete t t (1) képlet n e m a lka lmazha tó . 

A t á rgya l t eset j ó példa a r ra , hogy k iha j lás i f e lada tok megoldásakor a 
s t a t ika i módszer még egyszerű ese tekben sem veze t mindig helyes e redményre . 

F e n t i fe j tge tése ink nem v o n a t k o z n a k o lyan esetekre, amelyekben az 
EIX és ELY ha j l í tás i merevségek egymás tó l kü lönböznek v a g y a súrlódás is 
szerephez j u t , avagy plasz t ikus je lenség is fellép. 
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