
KÖRFURATTAL B˝RÓ 
VASTAGFALÚ PRIZMATIKUS RUDAK CSAVAR`SA 

C S O N K A P ` L 
A MÛSZAKI TUDOM`NYOK DOKTORA 

AZ MTA ÉP˝TÉSTUDOM`NYI MUNKAKÖZÖSSÉGE, BUDAPEST 

[BeØrkezet t 1967. f eb ruÆ r 15-Øn] 

A dolgozat k ö r f u r a t t a l bíró r u g a l m a s anyagœ p r i zma t ikus r u d a k t i sz ta csavarÆsÆva l 
foglalkozik; módszert m u t a t be e rudak csava rÆs i feszül tsØgfüggvØnyØnek közel í tı elıÆl l í tÆsÆra, 
s azoka t a különleges e se teke t t a n u l m Æ n y o z z a , melyekben a Hídkeresz tmetsze t va lamelyik 
feszültsØgi vonala ö n m a g Æ t metszı görbe. 

1. BevezetØs 

A t isz ta c sava rÆs ra igØnybe v e t t ruga lmas anyagœ p r i zma t ikus r u d a k 

keresz tmetsze tØn a ny í ró feszül tsØgek i rÆnyÆ t je lzı œn . feszültsØgi vonalak 

Æ l t a l Æ b a n nem metsz ik sem e g y m Æ s t , sem a keresz tmetsze t ha t Æ ro ló vona lÆ t . 

Egyes esetekben � így konkÆv , i l le tve üreges ke resz tmetsze tek esetØben � 

e lı fordu lha t azonban , hogy egyes feszültsØgi vona lak e lÆgaznak , sıt az is 

lehetsØges, hogy egyes feszültsØgi vona l ak metszik a keresz tmetsze t ha tÆ ro ló 

v o n a l Æ t . Üreges keresz tmetsze tek esetØben a keresz tmetsze t belsı ha tÆ ro ló 

vona lÆ t metszı feszül tsØgi v o n a l a k a t vÆlasztóvonalaknak nevezzük . 

VÆlasztóvonal l Ø t r e jö t t Ønek lehetısØgØre egy k ö r f u r a t t a l bíró ellipszis 

keresz tmetsze tß r œ d c sava rÆ sp rob lØmÆ jÆnak t Æ rgya l Æ sako r szerzı egyik 

korÆbb i do lgoza tÆban mÆr r Æ m u t a t o t t [1]. U g y a n a k k o r közel í tı e l jÆ rÆs t 

i s m e r t e t e t t k ö r f u r a t t a l bíró v a s t a g f a l œ keresz tmetsze tek feszül tsØgfüggvØnyØ-

nek elıÆll í tÆsÆra is. A jelen dolgozat cØlja az eml í t e t t e l jÆrÆs pon tossÆgÆnak 

fokozÆsa , tovÆbbÆ a körüreg ha tÆ ro lóvona lÆ t metszı vÆ lasz tóvona l a l a k j Æ n a k 

Øs keletkezØsi fe l tØ te le inek t a n u l m Æ n y o z Æ s a . 

2. AlapösszefüggØsek 

VizsgÆla ta inkat a rœd tenge lyre merıleges s íkban f ekvı Î (r , <p) polÆris 

koord inÆ ta rendsze rben vØgezzük (1. Æbra) . E koord inÆ t a rendsze r k e z d ı p o n t j a 

a keresz tmetsze t körüregØnek k ö z Ø p p o n t j Æ v a l esik egybe. A körüreg ha t Æ r -

v o n a l Æ n a k sugara r n . 

T Æ r g y a l Æ s u n k a t a r uga lmassÆg t annak a t i sz ta c savarÆs ra vona tkozó 

ismert elmØletØre a lapozzuk . E z e n elmØlet szerint a csavarÆs i p rob lØma meg-
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oldása egy o l y a n W = !F(r, <p) f üggvénynek — az ú n . feszültségfüggvénynek — 

a m e g h a t á r o z á s á r a v e z e t h e t õ v issza, mely a ke resz tmetsze t m inden p o n t j á b a n 

megfelel a 

9r2 r 8 r r2 dip2 

1. ábra. Az 0(r , (p) koord iná tarendszer 

di f ferenc iá legyenle tnek [2], a körüreg ke rü le tén a 

,2ë Q \p 
ÎF = 0 , d<p=— 2 ÿ ã0 (2) 

Jo Ýã 

fe l té te leket te l jes í t i , a ke resz tmetsze t kü lsõ h a t á r v o n a l á n ped ig ál landó 

é r tékû . A feszül tségi v o n a l a k m e n t é n F = kons t . 

3. A feszül tségfüggvény 

A csavarás i p rob léma feszü l tség függvénye csak egyes egyszerû esetekben 

fe jezhetõ k i véges, zár t a l a k b a n , miér t is pon tos mego ldás he lye t t á l ta lában 

különfé le köze l í tõ e l j á rások ra , fõként numer i kus módszerek a lka lmazására 

v a g y u n k u t a l v a . Az e g y é b k é n t is fennforgó nehézségek még sokszorosan 

fokozódnak üreges ke resz tmetsze tek esetében. Véges, zár t a lakú megoldás 

mindössze a k ö r g y û r û keresz tmetsze t re , a koaxiá l is he lyze tû hason ló ellipszi-

sekkel ha tá ro l t gyûrû ke resz tmetsze t re , va l am in t a konfoká l is el l ipszisekkel 

ha tá ro l t ke resz tmetsze t re i smere tes (2. ábra ) . 

Körüregge l bíró v a s t a g f a l ú keresz tmetsze tek feszü l tségfüggvényének 

elõál l í tására — zár t a lakú mego ldás h i á n y á b a n — szerzõ [1] közel í tõ e l já rást 

dolgozot t ki . E l j á r á s a fe l té te lez i , hogy az üreges keresz tmetsze t kü lsõ ha táro ló 

görbéjével azonos külsõ h a t á r o l ó görbével bíró tel i ke resz tmetsze t feszül tség-

függvénye ismere tes . H a ez u t ó b b i t 

W= - + ^'í^ll(Ancosnq,+ Bn sin nq>) (3) 
2 n 2n 
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alakra hozzuk , akkor a körüreggel b í ró , de a tel i keresztmetszet ha táro ló 
vonalával azonos külsõ ha tá ro lású v a s t a g fa lu üreges keresz tmetszet közel í tõ 
feszül tségfüggvénye 

V = 
T 

R 

T- \ TL~" r " I RM í 
1 - ~ + 1 — Ó Û <A " c o s  N(F + B « s i n < 4 > 

2. ábra. Z á r t a lakban fe l í rha tó feszül tségfüggvénnyel bíró üreges keresztmetszetek 

Az a lább iakban a körüreggel b í ró vas tag fa lú keresztmetszetek feszültség-
függvényének közelítõ elõál l í tására a (4) sor he lyet t a hozzá hasonló a lakú 

r2 
ro 
r2 

W = — . J í L 
- 2 1 Ã 2 n 

1 -
,2 Ï 
'0 ( C n cos ncp 4- Dn sin n<p) (5) 

sort fog juk alkalmazni , me ly ny i l ván kielégíti az (1) és (2) egyenleteket . 
E sorban a Cn és Dn e g y ü t t h a t ó k szabadon vá lasz tha tók ( tehá t függet lenek a 
(3) képlet An és Bn együ t tha tó i tó l ) . A lka lmas Cn és Dn é r tékeket vá lasz tván , 
az (5) k i fe jezés már kevés taggal is á l ta lában jó l közelí t . A közelítés még 
olyankor is kielégítõ lehe t , amidõn — min t pl. központos körüreggel bí ró 
szabályos háromszögkeresztmetszet esetében [3] — a (4) sor konvergenc iá ja 
nincs is b iz tosí tva. 

4. A választó vonal 

A n n a k megál lapí tására, hogy va lame ly körüreggel bíró keresztmetszeten 
keletkezik-e választóvonal, vagyis az r — r 0 kö r t metszõ feszültségi vona l , 
v izsgál juk meg, hogy a ! ? = 0 fel tétel csupán az r ^ = r 0 kör men tén tel jesedik-e, 
vagy egyebü t t is. E célból emel jük k i az (5) k i fe jezésben az elsõ tago t : 

W = 1 — 
r2 ro 

— Í J — (Cx cos cp + sin 95) + 
R 

1 I Ã2 \ 
+ Y |1 + —H (C2 cos 2 (p 4" D., sin 2<p) + 

1 4- — + — 1 (C3 cos 3 cp 4- D3 sin 3 <p) 4-+ 

4 -

3 r0  

r2 

TC T* 
(C4 cos 4 cp 4- D4 sin 4 cp) 4- . . . . (6) 
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Mint l á t h a t ó , ahhoz, hogy a F = 0 fe l té te l az r = r0 körön felül még egyéb 
helyeken is te l jesedjék, az szükséges, hogy 

— 1 H 9- (Cj cos cp + Dx sin <p) + 

+ 

R 
H  

3 r n 

4 r2 

(C2 cos 2 (p + Z>2 sin 2 cp) -f-

f r4 1 
1 + ~ + — (C3 cos 3 (p -j- D3 sin 3 cp) + 

(C4 cos 4 ç) + Di sin 4 ç>) - + ' . . . = 0 (7) 

legyen. H a a (7) egyenlet je l lemezte görbe metszi az r = r() kör t , akkor a szóban 
forgó görbe : vá lasztóvonal . 

5. Egyszeresen sz immetr ikus a lakzatok 

E c ikke ly keretében a (6) képlet te l je l lemzett keresztmetszetek külön-
leges eseteként a 

'F 1 - (8) 

feszül tségfüggvénynek megfelelõ egyszeresen szimmetrikus keresztmetszetekke l 
s az azokon esetleg lé t re jövõ választóvonal la l fog la lkozunk. 

5.1. A választóvonal alakja 

A tá rgya landó esetben a vá lasztóvonal (7) a lat t i egyenlete 

illetve 

_ l + Á i Á o _ c o s < p = 0 , 

r = Cj r0 C O S (p (9) 

a lakban í rha tó . A fent i egyenlet , min t l á tha tó , az Î kezdõponton á t m e n õ 
Cyr0/2 sugarú olyan kör egyenlete, melynek Ñ középpon t ja a <p = 0 egyenesen 
van. A szóban forgó kör csak akkor metsz i az r = r0 kö r t , t ehá t akkor a lkot 
ténylegesen vá lasz tóvona la t , ha | C4 | +> 1. 

A vá lasz tóvona lnak a cp = 0 sugárhoz képest elfoglalt helyzete C4 

elõjelétõl függ. Ha Cx poz i t ív , a vá lasztóvonal a 3. áb rán fe l tün te te t t módon 
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helyezkedik el. H a Cx negatív, a választóvonal 180°-kal e l fordí tot t helyzetet 
foglal el. 

3. ábra. A körüreg és a vá lasz tóvona l viszonylagos helyzete 

5.2. Keresztmetszet alakok 

Az a lább iakban a (8) a la t t i feszültségfüggvénnyel je l lemzett kereszt-
metszetek háromféle t ípusával fogla lkozunk. 

Elsõ típus. Ebbe a csoportba a két kör ívvel határo l t sarló alakú kereszt-
metszetek ta r toznak (4. ábra). A két kör ív egyikének középpont ja a másik 
kör ív kerületén fekszik. Az efféle keresztmetszetek határo ló vona lának és 
feszültségi vonala inak egyenlete a (8) a la t t iak f igyelembevételével 

4. ábra. Sarló a lakú keresztmetszet 

= KRL, (R2- r * ) | - l + - ^ 0 _c o 8 Ç > 

i l letve 

cos q> 
Crn 

1 + _ K ± 

(10) 

(11) 

ahol Ê a szóban forgó vonal mentén ál landó. A keresztmetszet belsõ határo ló 
vonalához Ê = 0, a feszültségi vonalakhoz Ê 0 érték tar toz ik . 

Második típus. Ebbe a csoportba a külpontos körüreggel bíró körszerû 
keresztmetszetek ta r toznak (5. ábra) . Ezek határo ló vonalainak, il letve feszült-
ségi vonalainak egyenlete ugyanolyan a lakú , mint az elsõ t ípusú kereszt-
metszeteké. Különbség mindössze az, hogy ez esetben a választóvonalon 
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kívü l fekvõ keresztmetszet részeken (6. ábra) a feszül tségvonalak egyenletében 

K < 0. 
A (11) kép le te t célszerûen fe lhaszná lha t juk külpontos körüreggel bíró 

vastagfalú körkeresztmetszetek (7. ábra) feszü l tségfüggvényének közelítõ elõ-

á l l í tására. I ly esetekben a (11) kép le tben szereplõ Cx és Ê paraméterek é r t é k é t 
ké t il lesztési fe l té te lbõl h a t á r o z h a t j u k meg, elõírván, hogy a (11) kép le t te l 

je l lemzet t görbe az ado t t keresztmetszet célszerûen vá lasz to t t két ke rü le t i 
p o n t j á n menjen á t . I l lesztési pon toku l vagy a sz immetr ia tengelyen f ekvõ A 
és Â pon to t (8a. áb ra ) , vagy a <p = ë/4, i l letve cp = Çë/4 sugáron fekvõ C, i l letve 
D pon to t (8b. ábra) célszerû vá lasztan i . A Cx pa ramé te r ér téke mindkét ese tben 
azonos, 
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c 2 e (R2 — e2)  
1 ' 

viszont à Ê paraméte r értéke az elsõ esetben 

ê _ ( R 2 _e 2 ) 2 _ r g ( 2 J ? 2 _ r g _2 c 2 ) 

RL (B? - r§ - É) 

a másod ik esetben pedig 

Y _ (Â?-Å*Ó-ÒÖ2Â?-ÃÚ)  

r l {B? - r l - e2) 

A két i l lesztõ el járás közül a másod ik vezet pon tosabb eredményre. 

A javaso l t e l já rás pon tosságának szemléltetésére az Ê = 4r 0 , e = r0 

esetre m indké t el járással k i számí to t tuk a rád iuszvektorok pontos és közel í tõ 
ér tékét az illesztési pontokhoz ta r t ozó központ i szögek felezõjében. A leg-
nagyobb h iba ui. ezek környezetében vá rha tó . Az elsõ e l járás esetében a 
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cp = r/2 központ i szöghöz t a r t o z ó rád iuszvektor a pontos r = 3,873 r 0 helyet t 
r sas 3,836 r0 é r tékû re adódot t , t e h á t a viszonylagos hiba Arjr = —0,0096 vol t . 
A második e l já rássa l a <p — 0, cp — ë/2, cp = ë k �zpont i sz�gh�z ta r tozó rádiusz-
vek to r ra a pon tos r = 5r0, r == 3,8730 r0 , r = 3r 0 ér ték he lye t t az r =s= 5,0183 r0 , 
r = 3,8545r0, r = 3,0170 r0 é r téke t kap tuk , t ehá t a viszonylagos h iba csupán 
Arjr = + 0 , 0 0 3 7 , Arjr = —0,0048, Àò\ò  = + 0 , 0 0 5 7 vo l t . 

Harmadik típus. Az ide sorol t keresztmetszetek csak a keresztmetszet i 
ü reg a lak jában térnek el a második t í pusba ta r tozó keresztmetszetektõ l 
(9. ábra). Ez ese tben ui. az ü reg ha tá rvona lá t az r0 sugarú kör és a CJ2 sugarú 
vá lasztóvonal egy vagy két szakasza a lko t ja . E keresztmetszetek feszültségi 
vona la i ugyano lyan a lakaúk, m i n t a neki megfelelõ második t ípusú kereszt-
metszetek feszül tségi vonalai . 

Mint ide ta r tozó különleges esetet megeml í t jük a 10. ábrán fe l tün te te t t 
harmad ik t í p u s ú keresztmetszetet , melyen a kö r fu ra t és a vá lasztóvonal 
azonos a lakú és helyzetû, s m i n t i lyen, egymással felcserélhetõ. Ez a kereszt-
metszet — b á r az egyszeresen sz immetr ikus keresztmetszetek közt eml í t jük — 
kétszeresen sz immetr ikus el rendezésû. A szóban forgó különleges esetben az 
elõzõleg eml í t e t t két i l lesztõ el járás közül az elsõt a lka lmazva, az e = r0 

helyettesítéssel a Cv i l letve Ê paraméter re a 

ér téket k a p j u k . 
Ezt az e l járást a 11. áb rán fe l tün te te t t keresztmetszetre a lka lmazva 

azt ta lá l tuk, hogy a keresztmetszet külsõ határo ló vona la csak je lentéktelenül 
té r el az R = 3,5ru sugarú kör tõ l . A kü lsõ határo ló görbének a függõleges 

9. ábra. Körszerû keresztmetszet ké t 
körív h a t á r o l t a üreggel 

10. ábra. Körszerû keresztmetszet két 
azonos kör ív ha tá ro l ta sz immetr ikus el-

helyezkedésû üreggel 

R2 - 2 r2 
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szimmetr iatengelybe esõ p o n t j a ui. y = 3,5r0 he lyet t y = 3,487r0 távolságban 
van a vízszintes szimmetr iatengelytõl , t ehá t a viszonylagos méreteltérés 
Ayjy = - 0 , 0 0 3 7 . 

6. Kétszeresen szimmetr ikus alakzatok 

E cikkelyben a (6) képlet te l je l lemzett a lakzatok közül a 

C2 - 1 + cos 2 (14) 

feszültségfüggvénynek megfelelõ kétszeresen szimmetrikus keresztmetszeteket 
s azokon esetleg létrejövõ választóvonalakat tanu lmányozzuk . 

6.1. A választóvonal alakja 

A tárgya landó különleges esetben a választóvonal (7) a la t t i egyenlete 

illetve 

_ 1 _!_ Ü . 1 + 1°. cos 2 <P = î , 
2 

cos 2 cp -

1 + 
(15) 

alakban í rható . Ezen egyenletnek á l ta lában egy kétszirmú rozetta felel meg. 
Ha I C2 I < 1, ez a görbe tel jesen az ã = r , k � r �n belül helyezkedik el. H a 
1 <C I C2 I <C 2, a szóban forgó görbe metszi az r = r„ kört , t ehá t ténylegesen 
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vá lasz tóvona la t a lkot . H a \C2 \ — 2, a vá lasztóvonal a végte lenbe nyúló 

görbévé fa ju l el. 

A vá lasz tóvona lnak a 99 = 0 sugárhoz képest elfoglalt he lyzete C2 elõ-
je létõl f ügg . Ha C2 poz i t ív , a rozet ta a lakú , i l letve e l fa ju l t vá lasz tóvona l a 12., 
i l letve 13. ábrán fe l t ün te te t t módon helyezkedik el. H a C2 negat ív , a választó-
vonal a (p = 0 sugárhoz képest 90°-kal elfordul. 

6.2. Keresztmetszet alakok 

A következõkben a (14) kép le t te l je l lemzett keresztmetszetek háromféle 
t ípusá t m u t a t j u k be. 

Elsõ típus. Ebbe a keresztmetszet csoportba sarló alakú keresztmetszetek 
t a r t o z n a k (14. ábra) . Ezeke t egyrészt az r = r0 kör egy í vdarab ja , másrészt a 
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választóvonal egyik sz i rmának egy szakasza ha tá ro l j a . A szóhan forgó kereszt-
metszetek feszültségi vona la inak egyenlete 

il letve 

cos 2 <p = 
CA'2 + r2) 

ahol Ê = kons t ^ 0. 

15. ábra. Közpon tos körüreggel bíró ell ipszisszerû keresztmetszet és feszültségi vonala i 
(1 < C 2 < 2) 

Második típus. Ide sorol juk a centr ikus körüreggel bíró ellipszisszerû 
keresztmetszeteket (15. áb ra ) . E keresztmetszetek határo ló görbéinek, i l letve 
feszültségi vona la inak egyenlete az elsõ t ípusú keresztmetszetekéihez hasonló 
a lakú. 

Olyankor , amidõn a vá lasztóvonal a végte lenbe nyúló görbévé fa ju l el, 
a feszültségi vonalak a körüregtõ l távo lodva m ind inkább egyenesszerûvé 
válnak, s az ell ipszisszerû keresztmetszet szalagszerû keresztmetszetté a laku l 
(16. ábra) . 

A (14) képlet lehetõséget n y ú j t központos körüreggel bíró vastagfalú ellip-
sziskeresztmetszetek (17. ábra) feszü l tségfüggvényének közelí tõ elõál l í tására. 
Ez esetben a (14) kép le tben szereplõ C2 és Ê pa raméte reke t akkén t célszerû 
felvenni, hogy az á l ta luk megha tá rozo t t kerü le t i görbe az ellipszis elõírt 
pon t ja in men jen át . E köve te lmény fe l té te leként i t t is két i l lesztési egyenlet 
í rható fel. 

Ha il lesztési pon toku l a 18a. áb rába bera jzo l t A és Â pon toka t vá lasz t juk , 
akkor az eml í te t t két pa ramé te r 
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17. ábra. El l ipsz iskeresztmetszet központos körüreggel 

18. ábra. Az i l lesztési pontok ki jelölése 

Íà v iszont à <p = ÿ /8 és à q> = Çÿ/8 sugarakon fekvõ — a 18b. áb rán Ñ és D 
betûvel je lö l t — el l ipszispontokban i l lesztünk, akkor azt ta lá l j uk , hogy 

MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 

16. ábra. Központos körüreggel bíró szalagszerû keresztmetszet és feszültségi vonala i (Ñã — 2) 
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16 a4 b4 b2 

Ê 

ahol 

8 o4 64 — rj] (a4 6 a2 b2 b*) a2 + fe2 

A = 
4 a2 62 

a 2 ( 2 - f 2 ) + í»2(2 + f 2 ) 

Harmadik típus. E z à keresztmetszet t ípus (19. ábra) csak a kereszt-
metszet i ü reg a lak ja tek in te tében különbözik a másod ik t ípustó l . Most t i . az 
üreget az r = r0 körnek, va lamin t a rozet taszerû vá lasz tóvona lnak egy v a g y 
két szakasza ha táro l ja . A szóban forgó keresz tmetszetek feszültségi vonala i 
azonosak a megfelelõ másod ik t ípusú keresztmetszetek feszültségi vonala iva l . 

19. ábra. Ell ipszisszerû keresztmetszet kör- és roze t ta ív ha táro l ta üreggel 

7. Háromszorosan szimmetrikus alakzatok 

E c ikkely keretében a (6) képlet te l je l lemzet t keresztmetszetek közül a 

<F = + + 4 + ( 1 8) 

feszül tségfüggvénynek megfelelõ háromszorosan szimmetrikus keresztmetszetek-
kel s az azokon esetleg lé t re jövõ vá lasz tóvona lakka l fog la lkozunk. 

7.1. A választóvonal alakja 

Ebben az esetben a vá lasztóvonal (7) a la t t i egyenlete 

C * L | 1 + -2 -4 

F R* 3 r n 

cos 3 <p = 0 , 

i l letve 

cos 3 rp = 
C 3 r | l 

r2 r4 r0 '0 
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alakú. E z az egyenlet á l ta lában egy háromszirmú rozetta-alkotta középrészbõl és 
három hiperbolaszerû ágból álló görbét je l lemez. U tóbb i ágak a körüregen kívü l 
he lyezkednek el. A háromsz i rmú roze t ta a | C3 | <C 1 esetben te l jesen a kör-
üregen be lü l foglal he lyet , a | C3 | > 1 esetben viszont metsz i a körüreg 
peremét , t e h á t vá lasztóvonala t a lkot (20. ábra) . A C3 ér ték növeked téve l a 

\ \O 

20. ábra. A körüreg és a választóvonal v iszonylagos helyzete (1 C3 <[ 1,2182 . . .) 

rozet ta a l a k ú középrész és a külsõ h iperbolaszerú ágak egyre közelebb kerü lnek 

egymáshoz, a 

( - 2 + y i 3 ) j / i + óÒç 
- y f 

ha tá rese tben pedig a kü lsõ és belsõ részek egyesülnek (21. ábra) . A 

21. ábra. A körüreg és az el fa ju l t roze t ta viszonylagos helyzete (C3 = 1,2182 . . .) 

1 Ñ i > ( - 2 + KÎ3) 1 / 1 + KI3 _ 
141 > p L2182. . . ( 1 9 ) 

esetben n e m alakul ki valós vá lasz tóvona l . Ha C3 negat ív , a vá lasz tóvona l a 
20., i l le tve 21. ábrán fe l t ün te te t t he lyzethez képest òã/Ç sz�ggel e l fordul . 
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7.2. Keresztmetszet alakok 

A köve tkezõkben a (18) kép le t - je l lemezte keresztmetszetek három 
jel legzetes t ípusát tanu lmányozzuk . 

Elsõ típus. Az ide sorolt keresz tmetszeteket részben az r = r 0 kör egy 
í vda rab ja , részben ped ig a vá lasz tóvona l egyik sz i rmának egy szakasza 
ha tá ro l ja . Az el nem fa ju ló esetben a keresztmetszet sarló alakú (22. ábra), 

22. ábra. Sarló a l a k ú keresztmetszet 

az e l fa ju ló esetben püspöksüveg alakú (23. ábra). A sar ló és püspöksüveg alakú 
keresztmetszetek ha tá ro ló görbéinek és feszültségi vonala inak egyen le te : 

il letve 

cos 3 <p = 
3 r 0 r 3 

ahol Ê = kons t 0. 
C3(r* + rgr2 + r*) 

1 + 

= KR2, 

Krl 

r2
 — r2 

' '0 

(20) 

(21) 

23. ábra. Püspöksüveg a lakú keresztmetszet 

Második típus. E csopor to t a központos körüreggel bíró szabályos háromszög-
szerû keresztmetszetek a l ko t j ák (24. á b r a ) . Ezek ha tá ro ló vona la inak , illetve 
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feszültségi vona la inak egyenlete ugyanolyan a lakú, mint az elsõ t ípusú 
keresztmetszetek esetében, azonban jelenleg 

Ê = konst < 0 . 

A különbözõ feszültségi vonalak közül különös érdeklõdésre t a r t h a t 
igényt az egymást keresztezõ három ágból álló feszültségi vonal (25. ábra) . A há rom 
ág keresztezési p o n t j a i a C 3 > 0 esetben a 

25. ábra. Központos körüreggel bíró szabályos háromszögszerû keresztmetszet 
(Cs = 0,333 3262 , Ê = - 1 1 , 0 0 1 0288) 

sugarakra esnek. A szóban forgó sugarak m e n t é n a (21) egyenlet szer int 

3 r ° r S ( l + K r l ) = 1 . ( 2 2 
C3(r* + r 2 r 2 - f rl) \ r2 — rg j 

MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 

24. ábra. Központos körüreggel bíró szabályos háromszögszerû keresztmetszet 
(C3 = 1,188 402 , Ê = —0,034 363 4 
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Innen rendezØs u tÆn a 

â = — (23) 
RO 

jelölØssel a 

+ J _ ( i _ K ) e 9 - l = 0 (24) 

egyenlet adódik . 

A (24) egyenlet cØlszerßen fe lhasznÆ lha tó az Î kezdıpont tó l elıír t ãã  

t Ævo l sÆgban fekvı keresztezØs i p o n t o k k a l bíró ke resz tmetsze tek C 3 Øs Ê 
Ør tØkeinek m e g h a t Æ r o z Æ s Æ r a . A keresztezØsi pon tokhoz rendelhetı 

í i - " ^ 
R« 

Ør tØk ui. a (24) egyenle t kØtszeres g y ö k e . Ha a s z ó b a n forgó egyenle t bal 

o l d a l Æ t / ( p ) függvØnynek t e k i n t j ü k , a k k o r a ol ØrtØk, m i n t az f(p) = 0 egyenlet 

kØtszeres gyöke, az f ’ ( f j ) = 0 fe l tØ te l t is kielØgíteni t a r toz ik . A der ivÆlÆs t 

elvØgezve, a 

6 â ? - 1 2 â * + 2 _ ( 1 _ ê ) å 2 = 0 (25) 

egyenletet kap juk , mely a (24) egyenlet te l együtt a C 3 Øs Ê pa r amØ te rek re a 

Ã 2 gf 
ç - ; ã 5 

1 + e î 
(26) 

K = i - - i L . l – g [ 
ç 1 + eî 

Ør tØket szolgÆl ta t ja . 

Az egymÆst m e t s z ı Ægakból Æl ló feszültsØgi v o n a l Æltal h a t Æ r o l t idom 

külsı ha t Æ ro ló vonala a n n Æ l kevØsbØ t Ø r el a szabÆ lyos hÆromszögtıl , minØl 

nagyobb a keresz tmetsze t legkisebb fa lvas tagsÆga a k ö r ü r e g sugarÆhoz kØpest . 

H a Pj ^ 6, a kØt idom egymÆs tó l való eltØrØse e lenyØszıen kicsiny. 

A px = 6 esetben 

2 � 6 5 

C. = � = 0,333 3262 , 
3 1 + 66 

fi2 Ñ I Êá 
Ê = 1 L = _ 11,001 0288 , 

3 1 + 66 
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t e h Æ t a keresz tmetsze t közelí tı feszül t sØgfüggvØnye a (18) a l a t t i ak szer int 

W ò= 1 — - 1 + 
0,333 3262 

3rn 

ã2 ã4 Ë 
1 + — + — cos Úñð 

A keresztmetszet külsı h a t Æ r v o n a l Æ n a k egyenle te pedig 

cos 3 <p = -
3 r 0 r* 

0,333 3262 (r4 + r2 r2 + r4) 
1 � 

11,001 0288 r2 

Az u t ó b b i kØplet segítsØgØvel könnyßszer re l meg l e h e t hatÆrozni a 

kü l sı ha tÆ ro ló vona lnak az Î kezdıpon t tó l r t Ævo lsÆgban l e v ı P pon t j Æhoz 

t a r t o z ó közØppont i szöget, v a l a m i n t a szóban fo rgó pont a Øs ó koord inÆ tÆ i t , 

l ØvØn 

x = r cos cp , ó = r s in . 

Az e lvØgzet t szÆmí tÆs a vizsgÆlt i d o m ÂÑ o ldalÆn f ekvı kü lönbözı P p o n t o k b a n 

az I . t Æ b l Æ z a t b a foglal t Ø r t Økeke t szolgÆ l ta t ta . A t Æ b l Æ z a t b a n Ax a P p o n t n a k 

az ABC hÆ romszög ÂÑ o ldalÆ tól való t Ævo l sÆgÆ t jelzi, neveze te sen 

Ax = x � 3r 0 , 

az utolsó oszlop pedig a Ax e l t Ø rØsnek Øs a hÆ romszög o lda lhosszÆnak viszony-

s z Æ m Æ t t ü n t e t i fel . 

I . tÆblÆzat 

A viszonylagos hibaØrtØk 

r/r0 cos 3q> cos <p */r, ly 1/7. xl’e *)Ô r. 

3,000 578 - 1 - 1 - 3 , 0 0 0 578 0 - 0 , 0 0 0 578 - 0 , 0 0 0 055 
3,10 - 0 , 7 2 3 171 264 - 0 , 9 6 7 880 —3,000 429 0,779 374 - 0 , 0 0 0 429 - 0 , 0 0 0 041 
3,25 - 0 , 3 7 7 475 690 - 0 , 9 2 3 160 —3,000 269 1,249 354 - 0 , 0 0 0 269 - 0 , 0 0 0 026 
3,5 +0 ,052 291 746 - 0 , 8 5 7 175 —3,000 112 1,793 257 - 0 , 0 0 0 112 - 0 , 0 0 0 011 
4,0 +0 ,562 504 711 - 0 , 7 4 9 999 - 2 , 9 9 9 995 2,646 754 +0 ,000 005 +0,000 000 
4,5 + 0 , 8 1 4 828 796 - 0 , 6 6 6 661 —2,999 973 3,354 235 +0 ,000 027 +0,000 003 
5,0 +0 ,936 005 892 - 0 , 5 9 9 996 - 2 , 9 9 9 978 4,000 017 + 0 , 0 0 0 022 +0,000 002 
5,5 +0 ,987 228 820 - 0 , 5 4 5 452 - 2 , 9 9 9 989 4,771 013 +0 ,000 011 +0,000 001 
6,0 + 1 - 0 , 5 —3,0 5,196 152 0 0 

Mint l Æ t h a t ó , a vizsgÆlt p Ø l d Æ b a n a keresz tmetsze t k ü l s ı ha tÆ rvona la 

v a l ó b a n csak egØszen lØnyegte lenül tØr el az ABC szabÆlyos hÆromszögtıl . 

A legnagyobb eltØrØs a ke resz tmetsze t i o ldalak f e l ezıpon t j Æban jön lØtre, s 

Ø r t Øke i t t , a l egnagyobb eltØrØs h e l y Ø n is csak alig ha lad ja m e g a hÆromszög 

o lda lhosszœsÆgÆnak 1/20 000 r Ø szØ t (vagyis a 25. Æbra v o n a l v a s t a g s Æ g Æ n a k 

1/50 rØszØt) . 
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Harmadik típus. E csoportbel i ü reges keresztmetszetek belsõ ha tá ro ló 
vonalá t az r = r 0 körnek és a vá lasz tóvona lnak egy, k é t vagy három szakasza 
a lkot ja (26. ábra) . Ezt a t ípus t , mely egyá l ta lán n e m tek in the tõ vas tag fa lú 
keresz tmetszetnek, csupán a teljesség k e d v é é r t eml í t j ük . 
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26. ábra. Háromszorosan szimmetrikus üreges keresztmetszet; belsõ határoló vona lá t az 
r = r0 körnek és a választóvonalnak három-három szakasza alkotja 
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