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[Beérkezet t 1967. f eb ruá r 15-én] 

A dolgozat k ö r f u r a t t a l bíró r u g a l m a s anyagú p r i zma t ikus r u d a k t i sz ta csavarásáva l 
foglalkozik; módszert m u t a t be e rudak csava rás i feszül tségfüggvényének közel í tő előál l í tására, 
s azoka t a különleges e se teke t t a n u l m á n y o z z a , melyekben a Hídkeresz tmetsze t va lamelyik 
feszültségi vonala ö n m a g á t metsző görbe. 

1. Bevezetés 

A t isz ta c sava rás ra igénybe v e t t ruga lmas anyagú p r i zma t ikus r u d a k 
keresz tmetsze tén a ny í ró feszül tségek i rányá t je lző ún . feszültségi vonalak 
á l t a l á b a n nem metsz ik sem e g y m á s t , sem a keresz tmetsze t ha t á ro ló vona lá t . 
Egyes esetekben — így konkáv , i l le tve üreges ke resz tmetsze tek esetében — 
e lő fordu lha t azonban , hogy egyes feszültségi vona lak e lágaznak , sőt az is 
lehetséges, hogy egyes feszültségi vona l ak metszik a keresz tmetsze t ha tá ro ló 
v o n a l á t . Üreges keresz tmetsze tek esetében a keresz tmetsze t belső ha tá ro ló 
vona lá t metsző feszül tségi v o n a l a k a t választóvonalaknak nevezzük . 

Választóvonal l é t r e jö t t ének lehetőségére egy k ö r f u r a t t a l bíró ellipszis 
keresz tmetsze tű r ú d c sava rá sp rob lémá jának t á rgya l á sako r szerző egyik 
korább i do lgoza tában már r á m u t a t o t t [1]. U g y a n a k k o r közel í tő e l já rás t 
i s m e r t e t e t t k ö r f u r a t t a l bíró v a s t a g f a l ú keresz tmetsze tek feszül tségfüggvényé-
nek előáll í tására is. A jelen dolgozat célja az eml í t e t t e l járás pon tosságának 
fokozása , továbbá a körüreg ha tá ro lóvona lá t metsző vá lasz tóvona l a l a k j á n a k 
és keletkezési fe l té te le inek t a n u l m á n y o z á s a . 

2. Alapösszefüggések 

Vizsgála ta inkat a rúd tenge lyre merőleges s íkban f ekvő О(r, <p) poláris 
koord iná ta rendsze rben végezzük (1. ábra) . E koord iná t a rendsze r k e z d ő p o n t j a 
a keresz tmetsze t körüregének k ö z é p p o n t j á v a l esik egybe. A körüreg ha t á r -
v o n a l á n a k sugara r n . 

T á r g y a l á s u n k a t a r uga lmasság t annak a t i sz ta c savarás ra vona tkozó 
ismert elméletére a lapozzuk . E z e n elmélet szerint a csavarás i p rob léma meg-
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oldása egy o l y a n W = !F(r, <p) f ü g g v é n y n e k — az ú n . feszültségfüggvénynek — 
a m e g h a t á r o z á s á r a v e z e t h e t ő vissza, mely a k e r e s z t m e t s z e t m i n d e n p o n t j á b a n 
megfelel a 

9r2 r 8 r r 2 dip2 

1. ábra. Az 0(r , (p) koord iná ta rendsze r 

di f fe renc iá legyen le tnek [2], a kö rü reg k e r ü l e t é n a 

,2л Q \p 
ÎF = 0 , d<p=— 2 я г 0 (2) 

Jo Эг 

fe l té te leke t t e l j es í t i , a k e r e s z t m e t s z e t kü l ső h a t á r v o n a l á n ped ig á l landó 
é r t é k ű . A feszül t ség i v o n a l a k m e n t é n F = k o n s t . 

3 . A feszül t ségfüggvény 

A c s a v a r á s i p rob léma f e szü l t s ég függvénye csak egyes egyszerű ese tekben 
f e j ezhe tő ki véges , zár t a l a k b a n , miér t is p o n to s mego ldás h e l y e t t á l t a l ában 
különfé le köze l í tő e l j á r á s o k r a , főkén t n u m e r i k u s módsze rek a lka lmazásá r a 
v a g y u n k u t a l v a . Az e g y é b k é n t is f ennfo rgó nehézségek még sokszorosan 
f o k o z ó d n a k ü reges k e r e s z t m e t s z e t e k ese tében . Véges , zá r t a l a k ú megoldás 
mindössze a k ö r g y ű r ű ke re sz tme t sze t r e , a koaxiál is h e l y z e t ű hason ló ellipszi-
sekkel h a t á r o l t gyű rű k e r e s z t m e t s z e t r e , v a l a m i n t a konfoká l i s ell ipszisekkel 
h a t á r o l t ke r e sz tme t sze t r e i smere t e s (2. áb ra ) . 

Körüregge l bíró v a s t a g f a l ú ke re sz tme t sze t ek f e szü l t ség függvényének 
előál l í tására — zá r t a l akú m e g o l d á s h i á n y á b a n — szerző [1] köze l í tő e l j á rás t 
dolgozot t ki . E l j á r á s a fe l té te lez i , hogy az üreges ke r e sz tme t sze t kü l ső ha tá ro ló 
görbéjével azonos külső h a t á r o l ó görbével b í ró teli ke r e sz tme t sze t feszül tség-
f ü g g v é n y e i smere t e s . H a ez u t ó b b i t 

W= - + ^'í^ll(Ancosnq,+ Bn sin nq>) (3) 
2 n 2n 
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alakra hozzuk , akkor a körüreggel b í ró , de a teli ke resz tmetsze t ha tá ro ló 
vonaláva l azonos külső h a t á r o l á s ú v a s t a g fa lu üreges ke resz tmetsze t közel í tő 
feszül tségfüggvénye 

V = 
T 

R 

T- \ TL~" r " I RM í 
1 - ~ + 1 — У Ы < A " c o s N(F + B « s i n < 4 > 

2. ábra. Z á r t a lakban f e l í r h a t ó feszül t ségfüggvénnyel bíró üreges keresz tmetsze tek 

Az a l ább iakban a körüreggel b í ró va s t ag fa lú ke resz tmetsze tek feszültség-
függvényének közelítő előál l í tására a (4) sor he lye t t a hozzá hasonló a l akú 

r2 
ro 
r2 

W = — . J í L 
- 2 1 Г 2 n 

1 -
,2 П '0 ( C n cos ncp 4- Dn sin n<p) (5) 

sort f o g j u k alkalmazni , me ly ny i lván kielégíti az (1) és (2) egyenle teket . 
E sorban a Cn és Dn e g y ü t t h a t ó k s z a b a d o n vá l a sz tha tók ( t ehá t függet lenek a 
(3) képlet An és Bn együ t tha tó i tó l ) . A lka lmas Cn és Dn é r t ékeke t vá l a sz tván , 
az (5) k i fe jezés már k e v é s taggal is á l t a l ában jó l közelí t . A közelítés még 
olyankor is kielégítő l ehe t , amidőn — min t pl. közpon tos körüreggel b í ró 
szabályos háromszögkeresz tmetsze t ese tében [3] — a (4) sor konvergenc iá ja 
nincs is b iz tos í tva . 

4. A választó vonal 

A n n a k megá l lap í tásá ra , hogy v a l a m e l y körüreggel bíró ke resz tmetsze ten 
keletkezik-e választóvonal, vagyis az r — r 0 kö r t metsző feszültségi vona l , 
v izsgál juk meg , hogy a ! ? = 0 fel tétel c supán az r ^ = r 0 kör m e n t é n tel jesedik-e, 
vagy e g y e b ü t t is. E célból emel jük k i az (5) ki fe jezésben az első t ago t : 

W = 1 — 
r2 ro — Í J — (Cx cos cp + sin 95) + 

R 

1 I Г2 \ 
+ Y |1 + — H (C2 cos 2 (p 4" D., sin 2<p) + 

1 4- — + — 1 (C3 cos 3 cp 4- D3 sin 3 <p) 4-+ 

4 -

3 r0  

r2 

TC T* (C4 cos 4 cp 4- D4 sin 4 cp) 4- . . . . (6) 
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Mint l á t h a t ó , ahhoz, h o g y a F = 0 fe l té te l az r = r 0 körön felül még egyéb 
helyeken is te l jesedjék, az szükséges, hogy 

— 1 H 9- (Cj cos cp + Dx sin <p) + 

+ 

R 
H  

3 r n 

4 r2 

(C2 cos 2 (p + Z>2 sin 2 cp) -f-

f r4 1 
1 + ~ + — (C3 cos 3 (p -j- D3 sin 3 cp) + 

(C4 cos 4 ç) + Di sin 4 ç>) - + ' . . . = 0 (7) 

legyen. H a a (7) egyenlet je l lemezte görbe metszi az r = r() kö r t , akkor a szóban 
forgó gö rbe : vá lasz tóvonal . 

5. Egyszeresen sz immetr ikus a lakza tok 

E c ikke ly kere tében a (6) képle t te l je l lemzet t ke resz tmetsze tek külön-
leges e se t ekén t a 

'F 1 - (8) 

feszül tségfüggvénynek megfelelő egyszeresen szimmetrikus ke resz tmetsze tekke l 
s az azokon esetleg l é t r e jövő válasz tóvonal la l fogla lkozunk. 

5.1. A választóvonal alakja 

A t á r g y a l a n d ó ese tben a vá lasz tóvonal (7) a la t t i egyenlete 

illetve 

_ l + Á i Á o _ c o s < p = 0 , 

r = Cj r0 C O S (p (9) 

a lakban í r h a t ó . A fen t i egyenle t , min t l á t ha tó , az О kezdőpon ton á t m e n ő 
Cyr0/2 s u g a r ú olyan kör egyenle te , me lynek С k ö z é p p o n t j a a <p = 0 egyenesen 
van . A szóban forgó kör csak akkor metsz i az r = r 0 kö r t , t e h á t akkor a lko t 
ténylegesen vá l a sz tóvona la t , ha | C4 | +> 1. 

A vá l a sz tóvona lnak a cp = 0 sugárhoz képes t elfoglalt helyzete C4 

előjelétől függ . Ha Cx poz i t ív , a vá lasz tóvona l a 3. á b r á n f e l t ü n t e t e t t módon 
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helyezkedik el. H a Cx negatív, a vá lasz tóvonal 180°-kal e l fordí tot t he lyzete t 
foglal el. 

3. ábra. A körüreg és a vá l a sz tóvona l viszonylagos helyzete 

5.2. Keresztmetszet alakok 

Az a lább iakban a (8) a l a t t i feszültségfüggvénnyel jel lemzett kereszt-
metszetek háromféle t ípusával fogla lkozunk. 

Első típus. Ebbe a csoportba a két kör ívvel ha táro l t sarló alakú kereszt-
metszetek t a r t o z n a k (4. ábra) . A két kör ív egyikének középpont ja a másik 
kör ív kerületén fekszik. Az efféle keresztmetszetek ha táro ló vona lának és 
feszültségi vona la inak egyenlete a (8) a l a t t i ak figyelembevételével 

4. ábra. Sarló a lakú keresz tmetsze t 

= KRL, (R2- r * ) | - l + - ^ 0 _ c o 8 Ç > 

illetve 

cos q> 
Crn 

1 + _ K ± 

(10) 

(11) 

ahol К a szóban forgó vonal men tén ál landó. A keresztmetszet belső ha tá ro ló 
vonalához К = 0, a feszültségi vonalakhoz К 0 érték ta r toz ik . 

Második típus. Ebbe a csoportba a külpontos körüreggel bíró körszerű 
keresztmetszetek t a r toznak (5. ábra) . Ezek ha tá ro ló vonalainak, illetve feszült-
ségi vonalainak egyenlete ugyano lyan a l akú , mint az első t ípusú kereszt-
metszeteké. Különbség mindössze az, hogy ez esetben a választóvonalon 
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226 CSONKA PÁL 

kívül f ekvő keresz tmetsze t részeken (6. ábra) a feszül t ségvonalak egyenle tében 
K < 0. 

A (11) kép le t e t célszerűen f e lha szná lha t j uk külpontos körüreggel bíró 
vastagfalú körkeresztmetszetek (7. ábra) feszü l t ségfüggvényének közelítő e lő-

á l l í tására . I ly ese tekben a (11) kép le tben szereplő Cx és К p a r amé te r ek é r t é k é t 
ké t illesztési fe l té te lből h a t á r o z h a t j u k meg, e lőírván, hogy a (11) kép l e t t e l 

j e l l emzet t görbe az a d o t t keresz tmetsze t célszerűen v á l a s z t o t t két k e r ü l e t i 
p o n t j á n men jen á t . Illesztési pon toku l vagy a sz immetr ia tengelyen f e k v ő A 
és В pon to t (8a. á b r a ) , vagy a <p = л/4, illetve cp = Зл/4 sugáron fekvő C, i l le tve 
D p o n t o t (8b. áb ra ) célszerű vá lasz tan i . A Cx p a r a m é t e r é r téke mindkét e s e t b e n 
azonos , 
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c 2 e (R2 — e2)  1 ' 

viszont а К p a r a m é t e r ér téke az első esetben 

к _ ( R 2 _ e 2 ) 2 _ r g ( 2 J ? 2 _ r g _ 2 c 2 ) 

RL (B? - r§ - É) 

a másod ik esetben pedig 

Y _ (В?-Е*У-ТЦ2В?-ГЪ)  

r l {B? - r l - e2) 

A ké t illesztő e l járás közül a másod ik vezet pon to sab b e redményre . 

A j avaso l t e l j á rás p o n t o s s á g á n a k szemléltetésére az К = 4r 0 , e = r0 

esetre m i n d k é t e l járással k i s z á m í t o t t u k a r ád iuszvek to rok pon tos és közel í tő 
ér tékét az illesztési pon tokhoz t a r t o z ó központ i szögek felezőjében. A leg-
n a g y o b b h iba ui. ezek környeze tében v á r h a t ó . Az első e l j á rás esetében a 
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cp = r/2 közpon t i szöghöz t a r t o z ó rád iuszvek tor a pontos r = 3,873 r 0 he lyet t 
r sas 3,836 r 0 é r t é k ű r e adódo t t , t e h á t a viszonylagos hiba Arjr = —0,0096 vol t . 
A második e l j á rássa l a <p — 0, cp — л/2, cp = л központ i szöghöz t a r tozó rádiusz-
v e k t o r r a a p o n t o s r = 5r0 , r == 3,8730 r0 , r = 3r 0 ér ték he lye t t az r =s= 5,0183 r 0 , 
r = 3,8545r0 , r = 3,0170 r 0 é r t é k e t k a p t u k , t e h á t a viszonylagos h iba csupán 
Arjr = + 0 , 0 0 3 7 , Arjr = —0,0048, Ат\т = + 0 , 0 0 5 7 vol t . 

Harmadik típus. Az ide sorolt keresz tmetsze tek csak a keresz tmetsze t i 
ü r e g a l a k j á b a n té rnek el a második t í p u s b a t a r tozó keresz tmetsze tek tő l 
(9. ábra) . Ez e se tben ui. az ü r e g h a t á r v o n a l á t az r 0 sugarú kör és a CJ2 sugarú 
vá lasz tóvonal e g y vagy ké t szakasza a l k o t j a . E keresz tmetsze tek feszültségi 
vona la i u g y a n o l y a n a lakaúk , m i n t a neki megfelelő második t ípusú kereszt-
metsze tek feszül tségi vonala i . 

Mint ide t a r tozó különleges esetet megeml í t j ük a 10. áb rán f e l t ü n t e t e t t 
ha rmad ik t í p u s ú keresz tmetsze te t , melyen a k ö r f u r a t és a vá lasz tóvonal 
azonos a lakú és helyzetű, s m i n t ilyen, egymássa l felcserélhető. Ez a kereszt-
metszet — b á r az egyszeresen sz immetr ikus keresz tmetsze tek közt eml í t j ük — 
kétszeresen sz immetr ikus e l rendezésű. A szóban forgó különleges ese tben az 
előzőleg e m l í t e t t két i l lesztő el járás közül az elsőt a lka lmazva , az e = r 0 

helyet tesí téssel a Cv illetve К pa raméte r re a 

ér téket k a p j u k . 
Ez t az e l já rás t a 11. á b r á n f e l t ü n t e t e t t keresz tmetsze t re a lka lmazva 

az t ta lá l tuk , h o g y a keresz tmetsze t külső ha tá ro ló vona la csak je lentékte lenül 
t é r el az R = 3,5ru sugarú kör tő l . A kü lső ha tá ro ló görbének a függőleges 

9. ábra. Kör sze rű keresztmetszet k é t 
körív h a t á r o l t a üreggel 

10. ábra. Körszerű keresz tmetsze t ké t 
azonos kör ív ha t á ro l t a sz immetr ikus el-

helyezkedésű üreggel 

R2 - 2 r2 
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szimmetriatengelybe eső p o n t j a ui. y = 3,5r0 he lye t t y = 3,487r0 távolságban 
v a n a vízszintes szimmetr ia tengelytől , t e h á t a viszonylagos méretel térés 
Ayjy = - 0 , 0 0 3 7 . 

6. Kétszeresen szimmetrikus a lakzatok 

E cikkelyben a (6) képlet te l jel lemzett a lakza tok közül a 

C2 - 1 + cos 2 (14) 

feszültségfüggvénynek megfelelő kétszeresen szimmetrikus keresztmetszeteket 
s azokon esetleg létrejövő válasz tóvonalakat t anu lmányozzuk . 

6.1. A választóvonal alakja 

A tá rgya landó különleges esetben a vá lasz tóvonal (7) a la t t i egyenlete 

illetve 

_ 1 _!_ Ь . 1 + 1°. cos 2 <P = о , 
2 

cos 2 cp -

1 + 
(15) 

alakban í rha tó . Ezen egyenletnek á l ta lában egy kétszirmú rozetta felel meg. 
Ha I C2 I < 1, ez a görbe teljesen az г = r , körön belül helyezkedik el. H a 
1 <C I C2 I <C 2, a szóban forgó görbe metszi az r = r„ kör t , t e h á t ténylegesen 
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vá la sz tóvona la t a lkot . H a \C2 \ — 2, a vá lasz tóvonal a végte lenbe nyúló 
görbévé f a j u l el. 

A vá l a sz tóvona lnak a 99 = 0 sugárhoz képest elfoglalt he lyzete C2 elő-
jelétől f ü g g . Ha C2 pozi t ív , a roze t ta a l akú , illetve e l fa ju l t vá lasz tóvona l a 12., 
illetve 13. áb rán f e l t ü n t e t e t t módon helyezkedik el. H a C2 nega t ív , a választó-
vonal a (p = 0 sugárhoz képest 90°-kal elfordul. 

6.2. Keresztmetszet alakok 

A köve tkezőkben a (14) kép le t t e l je l lemzet t ke resz tmetsze tek háromféle 
t í p u s á t m u t a t j u k be. 

Első típus. E b b e a ke resz tmetsze t csopor tba sarló alakú keresztmetszetek 
t a r t o z n a k (14. ábra) . E z e k e t egyrészt az r = r 0 kör egy í v d a r a b j a , másrész t a 
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12. ábra. A körüreg és a ké tsz i rmú r o z e t t a viszonylagos helyzete (1 < C 2 < 2) 

14. ábra. Sarló a l a k ú keresz tmetsze t 

13. ábra. A körüreg és az e l fa ju l t vá l a sz tóvona l viszonylagos helyzete (C2 = 2) 
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válasz tóvonal egyik s z i rmának egy szakasza h a t á r o l j a . A szóhan forgó kereszt-
metszetek feszültségi vona l a inak egyenlete 

illetve 

cos 2 <p = 
CA'2 + r2) 

ahol К = k o n s t ^ 0. 

15. ábra. K ö z p o n t o s körüreggel bíró ellipszisszerű keresz tmetsze t és feszültségi vonala i 
(1 < C 2 < 2) 

Második típus. Ide sorol juk a cent r ikus körüreggel bíró ellipszisszerű 
keresztmetszeteket (15. á b r a ) . E keresz tmetsze tek ha tá ro ló görbéinek, i l letve 
feszültségi vona la inak egyenle te az első t ípusú keresz tmetsze teké ihez hasonló 
a lakú. 

Olyankor , amidőn a vá lasz tóvona l a végte lenbe nyúló görbévé f a ju l el, 
a feszültségi vonalak a körüreg tő l t ávo lodva m i n d i n k á b b egyenesszerűvé 
válnak, s az ellipszisszerű keresz tmetsze t szalagszerű keresztmetszetté a laku l 
(16. ábra) . 

A (14) képlet lehetőséget n y ú j t központos körüreggel bíró vastagfalú ellip-
sziskeresztmetszetek (17. áb ra ) feszü l t ségfüggvényének közelí tő előál l í tására. 
Ez esetben a (14) kép l e tben szereplő C2 és К p a r a m é t e r e k e t a k k é n t célszerű 
felvenni , h o g y az á l t a luk m e g h a t á r o z o t t kerü le t i görbe az ellipszis előírt 
pon t j a in m e n j e n á t . E köve t e lmény fe l té te leként i t t is két illesztési egyenlet 
í rha tó fel. 

Ha illesztési pon toku l a 18a. á b r á b a bera jzo l t A és В p o n t o k a t vá l a sz t j uk , 
akkor az eml í t e t t két p a r a m é t e r 
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17. ábra. El l ipsz iskeresztmetszet központos körüreggel 

18. ábra. Az illesztési pontok kijelölése 

На v i szon t а <p = я /8 és а q> = Зя/8 suga rakon f ekvő — a 18b. á b r á n С és D 
betűvel j e lö l t — el l ipszispontokban i l lesz tünk, akkor azt t a l á l j u k , hogy 

MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 

16. ábra. Közpon tos körüreggel bíró szalagszerű keresz tmetsze t és feszültségi vonala i (С г — 2) 
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16 a4 b4 b2 

К 

ahol 

8 o4 64 — rj] (a4 6 a2 b2 b*) a2 + fe2 

A = 
4 a2 62 

a 2 ( 2 - f 2 ) + í»2(2 + f 2 ) 

Harmadik típus. E z а keresz tmetsze t t ípus (19. ábra) csak a kereszt -

metszet i ü reg a l ak ja t e k i n t e t é b e n különbözik a másod ik t ípus tó l . Most t i . az 

üreget az r = r 0 körnek , v a l a m i n t a roze t taszerû vá l a sz tóvona lnak egy v a g y 

ké t szakasza ha t á ro l j a . A szóban forgó ke resz tme t sze tek feszültségi vona la i 

azonosak a megfelelő másod ik t ípusú ke resz tmetsze tek feszültségi vona la iva l . 

19. ábra. Ellipszisszerű keresztmetszet kör- és roze t t a ív ha t á ro l t a üreggel 

7. Háromszorosan szimmetrikus alakzatok 

E cikkely kere tében a (6) képlet te l j e l l emzet t keresz tmetsze tek közül a 

<F = + + 4 + ( 1 8 ) 

feszül t ségfüggvénynek megfelelő háromszorosan szimmetrikus ke resz tmetsze tek-
kel s az azokon esetleg l é t r e jövő vá la sz tóvona lakka l fogla lkozunk. 

7.1. A választóvonal alakja 

E b b e n az esetben a vá lasz tóvona l (7) a la t t i egyenle te 

C * L | 1 + -2 -4 

F R* 3 r n 

cos 3 <p = 0 , 

illetve 

cos 3 rp = 
C 3 r | l 

r2 r4 r0 '0 
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alakú. E z az egyenlet á l t a l á b a n egy háromszirmú rozetta-alkotta középrészből és 
három hiperbolaszerű ágból álló görbét je l lemez. U t ó b b i ágak a kö rü regen k ívül 
he lyezkednek el. A há romsz i rmú r o z e t t a a | C3 | <C 1 esetben t e l j e sen a kör-
üregen b e l ü l foglal he lye t , a | C3 | > 1 esetben viszont metsz i a körüreg 
peremét , t e h á t vá lasz tóvona la t a lkot (20. ábra) . A C3 é r ték növeked t éve l a 

\ \O 

20. ábra. A körüreg és a vá lasz tóvonal viszonylagos helyzete (1 C3 <[ 1,2182 . . .) 

rozet ta a l a k ú középrész és a külső h iperbolaszerú ágak egyre köze lebb kerü lnek 
egymáshoz , a 

( - 2 + y i 3 ) j / i + уТз 
- y f 

h a t á r e s e t b e n pedig a kü lső és belső részek egyesülnek (21. áb ra ) . A 

21. ábra. A körüreg és az e l fa jul t r o z e t t a viszonylagos helyzete (C3 = 1,2182 . . .) 

1 С i > ( - 2 + KÎ3) 1 / 1 + KI3 _ 
141 > p L2182. . . ( 1 9 ) 

ese tben n e m alakul ki valós vá lasz tóvona l . H a C3 nega t ív , a vá l a sz tóvona l a 
20., i l le tve 21. áb rán f e l t ü n t e t e t t he lyze thez képes t тг/З szöggel e l fordul . 
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7.2. Keresztmetszet alakok 

A köve tkezőkben a (18) kép le t - j e l l emez te keresz tmetsze tek három 
jellegzetes t ípusá t t a n u l m á n y o z z u k . 

Első típus. Az ide sorolt ke resz tme t sze teke t részben az r = r 0 kör egy 
í v d a r a b j a , részben ped ig a vá l a sz tóvona l egyik sz i rmának e g y szakasza 
ha t á ro l j a . Az el nem f a j u l ó esetben a keresz tmetsze t sarló alakú (22. ábra) , 

22. ábra. Sarló a l a k ú keresz tmetsze t 

az e l fa ju ló esetben püspöksüveg alakú (23. ábra). A sar ló és p ü s p ö k s ü v e g alakú 
keresz tmetsze tek h a t á r o l ó görbéinek és feszültségi vonala inak egyen le t e : 

illetve 

cos 3 <p = 
3 r 0 r 3 

ahol К = kons t 0. 
C3(r* + rgr 2 + r*) 

1 + 

= KR2, 

Krl 
r2

 — r2 
' '0 

(20) 

(21) 

23. ábra. Püspöksüveg a l a k ú keresz tmetsze t 

Második típus. E csopor to t a központos körüreggel bíró szabályos háromszög-
szerű keresztmetszetek a l k o t j á k (24. á b r a ) . Ezek h a t á r o l ó vona la inak , illetve 
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feszültségi vona la inak egyenlete ugyanolyan a lakú , mint az első t ípusú 
keresztmetszetek esetében, a zonban jelenleg 

К = konst < 0 . 

A különböző feszültségi vona lak közül különös érdeklődésre t a r t h a t 
igényt az egymást keresztező három ágból álló feszültségi vonal (25. ábra ) . A h á r o m 
ág keresztezési p o n t j a i a C 3 > 0 esetben a 

25. ábra. Központos körüreggel bíró szabályos háromszögszerű keresztmetszet 
(Cs = 0,333 3262 , К = - 1 1 , 0 0 1 0288) 

sugarakra esnek. A szóban fo rgó sugarak m e n t é n a (21) egyenlet szer int 

3 r ° r S ( l + K r l ) = 1 . ( 2 2 
C3(r* + r 2 r 2 - f rl) \ r2 — r g j 

MTA VI. Osztály Közleményei 38, 1967 

24. ábra. Központos körüreggel bíró szabályos háromszögszerű keresztmetszet 
(C3 = 1,188 402 , К = —0,034 363 4 
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Innen rendezés u tán a 

в = — (23) 
RO 

jelöléssel a 

+ J _ ( i _ K ) e 9 - l = 0 (24) 

egyenlet adódik . 
A (24) egyenlet célszerűen fe lhaszná lha tó az О kezdőpont tó l előír t гг  

t ávo l ságban fekvő keresztezés i p o n t o k k a l bíró ke resz tmetsze tek C 3 és К 
ér tékeinek m e g h a t á r o z á s á r a . A keresztezési pon tokhoz rendelhető 

í i - " ^ 
R« 

ér ték ui. a (24) egyenle t kétszeres g y ö k e . Ha a s z ó b a n forgó egyenle t bal 
o l d a l á t / ( p ) függvénynek t e k i n t j ü k , a k k o r a ol érték, m i n t az f(p) = 0 egyenlet 
kétszeres gyöke, az f ' ( f j ) = 0 fe l té te l t is kielégíteni t a r toz ik . A der iválás t 
elvégezve, a 

6 в ? - 1 2 в * + 2 _ ( 1 _ к ) е 2 = 0 (25) 

egyenletet kap juk , mely a (24) egyenle t te l együtt a C 3 és К pa ramé te rek re a 

Г 2 gf 
з - ; г 5 

1 + e î 
(26) 

K = i - - i L . l ± g [ 
з 1 + eî 

ér téket szolgál ta t ja . 
Az egymást m e t s z ő ágakból ál ló feszültségi v o n a l által h a t á r o l t idom 

külső ha t á ro ló vonala a n n á l kevésbé t é r el a szabá lyos háromszögtől , minél 
nagyobb a keresz tmetsze t legkisebb fa lvas tagsága a k ö r ü r e g sugarához képest . 
H a Pj ^ 6, a két idom egymás tó l való eltérése e lenyészően kicsiny. 

A px = 6 esetben 

2 • 6 5 

C. = — = 0,333 3262 , 
3 1 + 66 

fi2 С I Кб 
К = 1 L = _ 11 ,001 0288 , 

3 1 + 66 
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t e h á t a keresz tmetsze t közelí tő feszül t ségfüggvénye a (18) a l a t t i ak szer int 

W т= 1 — - 1 + 
0,333 3262 

3rn 

г 2 г 4 Л 
1 + — + — cos Ъср 

A keresz tmetsze t külső h a t á r v o n a l á n a k egyenle te pedig 

cos 3 <p = - 3 r 0 r* 
0,333 3262 (r4 + r2 r2 + r4) 

1 — 
11,001 0288 r2 

Az u t ó b b i képlet segítségével könnyűszer re l meg l e h e t határozni a 
kü l ső ha tá ro ló vona lnak az О kezdőpon t tó l r t ávo lságban l e v ő P pon t j ához 
t a r t o z ó középpont i szöget, v a l a m i n t a szóban fo rgó pont a és у koord iná tá i t , 
l évén 

x = r cos cp , у = r s in . 

Az elvégzet t számí tás a vizsgált i d o m ВС oldalán f ekvő kü lönböző P p o n t o k b a n 
az I . t á b l á z a t b a foglal t é r t ékeke t szolgá l ta t ta . A t á b l á z a t b a n Ax a P p o n t n a k 
az ABC há romszög ВС o ldalá tól való t ávo l ságá t jelzi, neveze te sen 

Ax = x — 3r 0 , 

az utolsó oszlop pedig a Ax e l t é résnek és a há romszög o lda lhosszának viszony-
s z á m á t t ü n t e t i fel . 

I . táblázat 

A viszonylagos hibaérték 

r/r0 cos 3q> cos <p */r, ly 1/7. xl'e *)Ф r. 

3,000 578 - 1 - 1 - 3 , 0 0 0 578 0 - 0 , 0 0 0 578 - 0 , 0 0 0 055 
3,10 - 0 , 7 2 3 171 264 - 0 , 9 6 7 880 —3,000 429 0,779 374 - 0 , 0 0 0 429 - 0 , 0 0 0 041 
3,25 - 0 , 3 7 7 475 690 - 0 , 9 2 3 160 —3,000 269 1,249 354 - 0 , 0 0 0 269 - 0 , 0 0 0 026 
3,5 + 0 , 0 5 2 291 746 - 0 , 8 5 7 175 —3,000 112 1,793 257 - 0 , 0 0 0 112 - 0 , 0 0 0 011 
4,0 + 0 , 5 6 2 504 711 - 0 , 7 4 9 999 - 2 , 9 9 9 995 2,646 754 + 0 , 0 0 0 005 +0,000 000 
4,5 + 0 , 8 1 4 828 796 - 0 , 6 6 6 661 —2,999 973 3,354 235 + 0 , 0 0 0 027 +0,000 003 
5,0 + 0 , 9 3 6 005 892 - 0 , 5 9 9 996 - 2 , 9 9 9 978 4,000 017 + 0 , 0 0 0 022 +0,000 002 
5,5 + 0 , 9 8 7 228 820 - 0 , 5 4 5 452 - 2 , 9 9 9 989 4,771 013 + 0 , 0 0 0 011 +0,000 001 
6,0 + 1 - 0 , 5 —3,0 5,196 152 0 0 

Mint l á t h a t ó , a vizsgált p é l d á b a n a keresz tmetsze t k ü l s ő ha tá rvona la 
v a l ó b a n csak egészen lényegte lenül tér el az ABC szabályos háromszögtől . 
A legnagyobb eltérés a ke resz tmetsze t i o ldalak f e l ezőpon t j ában jön létre, s 
é r t éke i t t , a l egnagyobb eltérés h e l y é n is csak alig ha lad ja m e g a háromszög 
o lda lhosszúságának 1/20 000 r é szé t (vagyis a 25. ábra v o n a l v a s t a g s á g á n a k 
1/50 részét) . 
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Harmadik típus. E csoportbeli ü r e g e s keresz tmetsze tek belső h a t á r o l ó 
vona lá t az r = r 0 körnek és a vá l a sz tóvona lnak egy, k é t v a g y há rom szakasza 
a lkot ja (26. áb ra ) . Ez t a t í pus t , mely e g y á l t a l á n n e m t ek in the tő v a s t a g f a l ú 
ke resz tmetsze tnek , c supán a teljesség k e d v é é r t e m l í t j ü k . 
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26. ábra. Háromszorosan szimmetrikus üreges keresztmetszet; belső határoló vona lá t az 
r = r0 körnek és a választóvonalnak három-három szakasza alkotja 
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