A HAJLITOTT RUD VIZSGALATA
A ,SAJATTEHER” ES A KRITIKUS NYOMOERO
ALAPJAN

SZIDAROVSZKY JANOS,
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA
KOZLEKEDES- ES POSTAUGYI MINISZTERIUM

[Beérkezett 1965. aprilis 28-4n]

A dolgozat az egyrészt csak hajlitott, masrészt az egyidejlien nyomott és hajlitott rid
bels6erdi, valamint alakvaltozdsa kozti dsszefiiggéseket vizsgilja. Egy a sajatteher hatdsira
felléps alakvaltozas, ill. belsGeré a nyoméerd hatdsdra ardnyosan megnivekszik. Az allandé
szelvényii ridra ismert noveld tényezd, valamint a sajatteher és a lehajlas kozti osszefiiggések
érvényességét valtozoszelvényi riidra, s6t rugalmas dgyazaton valé felfekvés esetére is igazolja
a dolgozat — némi megszoritdassal — a nyiréerdk hatdsanak figyelembevétele esetében is.

I. Az egyensilyi egyenlet

Az x tengelyben fekvd egyenes tengelyt ridra S — S(x) tengelyiranyi
erd, g = q(x) keresztiranyi teher, valamint p(x) = p = ¢(x) - y(x) = ¢y agya-
zati nyomas hat, ahol ¢ az agyazati tényezd és y a rid tengelyére merdleges
iranyi eltolédas.

:.)(

z=k.,
Y s
i
: a
g.dx
sEaor ds* M+dM
W
# ’c.y.dx ey {
L—dx
Q+dQ
o |
1. gbra

Vizsgalatunkban nem kivanjuk meg azt, hogy a terhel§ nyoméerd meg-
tartsa eredeti egyenesét, csupan azt, hogy az egyes keresztmetszetekben hato
kiils6 nyoméerdnovekmény hatasvonalanak és a rid keresztmetszetének el-
tolédasa aranyos legyen.

A rid dx elemére haté erdket az 1. abra tiinteti fel.
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162 ~ SZIDAROVSZKY JANOS

A rdidelemre haté er8k egyensiilyi erdrendszert alkotnak. Igy a terhels-
er8knek a ridelem jobb oldali végpontjira vonatkozé nyomatéka zérus:

d
— (M4 dM) M4 S-dy - dS|y—s ]t

4 Q-dx _ (g—cy)da®
2

=0.

Hasonloképpen zérus az erbk x tengelyre vett vetiilletdsszege is, azaz

dQ = —(q — cy)dx. (1)

A masodrendd kis mennyiségek: dx- dy és (g — cy)- dx? elhanyagolasa,
valamint a

z=ky

osszefiiggés behelyettesitése és dx mennyiséggel valé osztas utan a fenti dssze-
fiiggésbdl a
d ds
——+s y+(1—k)d—+o=o 2)
x

egyenldséget kapjuk.
A (2) egyenl8ség x szerinti differencialasa és (1) behelyettesitése utin a

M dy :
— 1—k)—|+cy= 3
o T S TR ey = 3)
alakra hozhatd. Itt feltételeztiik, hogy a (2) dsszefiiggés tagjai differencialhaték.

e (2)-b8l a keresztiranyd eredd
dM dS

=—— S 1—k . 4
¢ dx dx 4 Vax dx )

A @ erd y iranyd, amitdl eltér a tarté tengelyére merSleges keresztmetszet
_ sikjaban haté T keresztmetszeti Ily1_1‘061“0
A 2. abra alapjan

T=T, + T,=0Qcos ¢ -+ Ssin g.
Mivel ¢ kis szdg
cospmzl,
'sinwwtpmtan(pz—dl,
dx

i
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D)
-

T=Q—l—S£l. (5)
dx

Ezt (4)-el dsszevetve, a keresztmetszeti nyirerfre a

dM ds
T=2" vy —pn2 6
. ¥( )dx (6)

osszefiiggést kapjuk.
A keresztmetszetre mergleges iranyud erd, vagyis a normalerd ugyancsak
a 2. abra alapjan

N=N1+N2=Qsin<p+ScoscpNjS+S.
x

dx

2. ébra

Minthogy dy/dx rendkiviil kis mennyiség és () sem nagyon nagy, Q - dy/dx
az S-hez képest elhanyagolhaté, fgy

N =S. (7)

II. Az alakvaltozasi egyenlet

A bels6er8k ismeretében a rid alakvaltozdsa meghatarozhaté. Tomor-
tartés rudra érvényes az [1]

- M .o
= (M dx-a d 8
y JJEJ * x+J oGF @)

osszefiiggés, ahol E a rugalmassagi tényez8, I a rid tehetetlenségi nyomatéka

G a nyirasi rugalmassagi tényez8, F' a rid keresztmetszeti teriileti és p alaki
tényezd. .
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Egész hasonlé osszefiiggés adja meg a parhuzamos 6vi récsos tartéd
alakvaltozasat [2]: :
M T
= — || —dx-dx + dx. 9
=) V&4 )

Itt A, az egyenértékii teriilet, ami pl. szimmetrikus racsozis esetében az

A, = F sin? § « cosf

képlettel hatarozhaté meg, ahol F a racsrid keresztmetszeti teriilete és f
a racsrid és a tarté tengelye altal bezart szog (3. abra).

3. dbra

III. Az alakvaltozas és a belséer6k novekedése
a nyoméerd kivetkeztében )

Ha a tart6t nem terheli sem kiils8 q erd, sem kiils¢ M* hajlitényomaték,
akkor (3) alapjan a '
dzIMm,;

dx?

d dn;
&y, 5 M
* dx | dx

dS
+ 7 (1 — k), d— +en;=0 (10)

X

osszefiiggés érvényes, ahol 1; az elmozdulas, IM; a hajlitényomaték és »;S
a nyoméerd. A (10) kifejezés a (8)-al, illetve (9)-el egyiitt homogén linearis
differencialegyenletté alakithaté, melynek — mint a kézikényvek alapjan
ismeretes (pl. [3]) — csak kiilénleges v, értékek mellett lehet a trivialistél eltérd
megoldasa. Az ilyen

V9o Vas ooy Vis oo

értékek a rendszer sajdtériékei is egyben a tényleges S nyoméerének az egyen-
stilyi médszer alapjan meghatarozhaté i-edik kritikus nyoméerével szembeni
biztonsdg mérdszamai is. »

Minden »; sajatértékhez hozza tartoznak az %; és az IN; sajatmegoldas-
parok, vagyis a kihajldsi alakok és a nyomatékok.

Ha 7; és IMM; Osszetartozé sajatmegoldasparok, akkor az rv; és az ri;
fiiggvények is sajatmegoldasparok, ahol r tetszés szerinti (altalaban valés)
allands.
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Terhelje a nem nyomott rudat

dz IR,
. %= — d? +en; (11)
sajatteher, ahol IN; és »; dsszetartozé sajatmegoldasok.

Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e ilyen teher.

A (11) alatti sszefiggés (3) alapjan S = 0 esetében valéban kielégiti a
sztatikai feltételt, de kérdés az, hogy kielégiti-e egyben a (8), ill. (9) alatti
alakviéltozasi feltételt is. Az alabbiakban a (9) alatti jelolést alkalmazzuk.

Ha ¢ = 0, ugy (11) fiiggetlen az alakvaltozasi feltételtsl és ez esetben
mindig létezik (11)-et kielégits teher.

A ¢=£0 eset vizsgalata érdekében legyen a terheler§ »S és ekkor
(6)-ot (9)-be irva, az eltolédasra az

, v
y=_ﬂ"£dx-dx+fx M-dx_v(l_k)f‘ y 984 (2
o EJ o EA, o EA, dx

osszefiiggést kapjuk.
Ha az i-edik kritikus er§ hat, igy » = #; és a nyomaték valamint az
eltolédas sajatmegoldasparok. (12)-bdl igy

x M, xR x p dS
= — ([ 2idx-d L U i .9 e (13
7 Ho I3 x+J £a )J o e (13)

0 r 0 r

Ha viszont a nyomder§ zérus, a (11)-ben szerepl§ nyomaték és lehajlas
kozti Osszefiiggésre (12) alapjdn érvényes az

>

x ED’Q X gﬁ’-
;= — Ldx-d Ld 14
n; JJO I x+J0 A (14)

osszefiiggés. A (13) és (14) kifejezések bal oldala csak akkor lehet egyenld,
ha

vi(l—k)Jx E"; -il%dx—:—o. (15)
0

r

Ez az azonossag viszont csak akkor all fenn (az y = 0 trivialis megoldas ki-
zardsa esetében), ha vagy
1-k=0,

vagy
s

—=0.
dx
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A fentiek alapjan akkor létezik (11)-et kielégitd sajatteher, ha vagy

a) ¢ = 0, azaz a rid nem nyugszik rugalmas dgyazaton, vagy ha

b)1l — k = 0, azaz a nyoméer§névekmény a rid deformalt tengelyében
hat, vagy ha

¢) dS/dx = 0 (Ez azonbah nem az S = konstans speciilis esete 2.-nek,
mert M = z- dS kiilsényomaték terhelése esetére is vonatkozhatik, amikor is
dS —~04és z=1Fk-y—+o0.) .

Gyakorlati szempontbé6l azonban a (11) alatti ¢i sajatteher létezik, mert
a hibat csak a nyiréer§ okozta alakvaltozis egy része okozza, aminek hatasa
altalaban elhanyagolhatéan kicsi.

Vonjunk ki (10)-bél (11)-et, akkor a

4 [ dn
dx dx

R R 6)

4]

Osszefiiggést kapjuk.

Terhelje a nyomott rudat is olyan q; teher, melynek hatasara keletkezd
lehajlas és hajlitényomaték az el8bbi M; és 7; sajat megoldaspirok lesznek.
(3) alapjan

a2 mi d dn, ds *
e +E;[Sd—x+m(1_k)zc_]+‘c N =4 - (17)
(16)-t (11)-be irva rendezés utin a
dz M, , ;
T e +eon=qf + ;1}‘ A (18)

i

egyenléséget kapjuk. Azonban (11) alapjan (18) bal oldala maga a ¢; teher és
igy

¢ =qF + & ’
Vi
amibél
v, — 1
qF = q- (19)
4]
Szorozzuk meg (17)-at a
Vi
v, — 1

i

mennyiséggel, akkor (19) felhasznilasival és az

V.
=, (20)

v, — 1

Yi=
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valamint az
M;= My = p M,y (21)
v, — 1
jelolések bevezetésével a
dz2 M Sd
— St [ 2Dy ,(1-k>———]4-cy,-q, (22)

egyenldséget kapjuk. A (20)—(22) alapjin megallapithaté, hogy ha a nem
nyomott rdid terhelése olyan, hdgy hatisira a lehajlas és hajlitényomaték
sajitmegoldispar, akkor ugyanezen terhelés hatasira a nyomott ridon be-
kovetkezs lehajlas és hajlitonyomaték is sajitmegoldaspar; tovabba a meg-
oldasparok paronként affinok és a nyoméers hatasara mind a hajlitényomaték,
mind a lehajlis

PR (23)
szeresére ndovekszik. A (6) alattiak alapjin a fenti megoldas a keresztmetszeti

nyiréerdre csak akkor érvényes, ha a nyoméerdnévekmény a deformalt rid

tengelyében hat (z = y és igy k = 1). Ugyanis v-el dS/dx és y is novekszik.

1IV. Az alakvaltozis meghatarozasa

Vonjuk ki a (1) egyenléség

v; 1

szeresébdl (22)-ot, akkor (20)—(21) felhasznéalasaval a

=1 [T =0 =~ (24)
dx dx

osszefiiggést kapjuk. Ez integralas és rendezés utan az

dy; ds q.d
sy pd o Jad

25
dx dx v; — 1 (25)

egyenl8ségre vezet
gy g zet.,
A szorzat differenciilasira vonatkozé

(Sy) =Sy +5y
képlet alapjan
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d ds

§ i (1 -k
I + yi ( )dx

dy, d
=kS L (1— k) -2 (Sy). (26)
dx dx

A (26)-nak (25)-be valé helyettesitésével nyerhet§

ESY L1k L (sy) = — JUd® 27)
dx dx

v, — 1

osszefiiggés a kovetkez8 két speciilis esetben alkalmas az alakvaltozis meg-
hatarozasara.

a) A nyomderd (niévekmény) a riid eredeti tengelyében hat.

Ekkor

(27)-b6l S-el valé osztas és integralas utan az alakvaltozéasra az

yi=— (dadx g, (28)
; S(r—1)
osszefiiggést kapjuk. Ha a rudat tengelyirdnyd nyoméerd ner;l terheli, az
t-edik kritikus nyoméerd
Si = Vi S, (29)
igy J
yi:___J‘S'li'dx dx — — §q:- * dx. (30)
S; v; S

A fenti osszefiiggés az i-edik kritikus erd meghatérozasara is felhasznalhaté.
Atrendezés utan

v = ——I—Jde. (31)
Yi S

b) Ha a nyoméerénovekmény a deformdlt rudat terheli

z2 =0,

k=o.

Igy (27)-bdl integralas és S-el valé osztas utan az

_ §fqi-dx-dx

S — 1) .

Yi=
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osszefiiggést kapjuk. Ha a rudat tengelyirinyid nyoméer8 nem terheli, (29)
alapjan
;- dx-dx irdx . dx
; v; S

Atrendezés utan a

V= — \S‘«S‘qi'dx'dx (34)

¥:S

képlet a kritikus er§ meghatarozasara szolgalhat. Ha a nyiréerdk hatasat el-
hanyagoljuk, az

S =M (35)

JJ}];JJI dx-dx

dsszefiiggést kapjuk, ami egyezik az Engesser—Vianello-féle médszer alkal-

mazisaval levezetett képlettel.

Ha a kritikus erdk és a kihajlési alakok ismertek, a rdd alakvaltozasa
meghatéirozhaté a (28), ill. (30) vagy (32), ill. (33) képlettel, feltéve, hogy a
kiilsGteher a (11) képlet-adta fiiggvény alapjan meghatarozhaté sajatterhek
szerint sorba fejthetd.

Ez esetben a q kiilsd terhelést a sajatterhek szerint sorba fejtjik. Ekkor
a kiilsGteher

A8

q = qi» (36)

i=1

amit pl. (32)-be helyettesitve, az alakvaltozas

2 [lgrde-d
y=— SAladnd (37)

i=1

M‘egjegyezziik, hogy a fenti §sszefiiggés altalaban tdl nehézkes a gyakor-
lati szamitas céljara, de a lehajlas kozelité meghatarozasara egyes esetekben
gyakorlatilag is felhasznilhaté.

V. Példak

1. Hatdrozzuk meg az S centrikus er8vel és haromszég alaki megoszl6 terheléssel egy-
idejiileg terhelt 4llandé szelvényii kétcsuklés, ! hossziisagii, rugalmas dgyazaton nyugvé rad
kozepén a lehajlist a nyiréer8k hatdsanak figyelembevételével (4. dbra).

A nyiréer§k hatdsidnak elhanyagoldsa mellett a fenti tarté kritikus nyomderejét és
kihajldsi alakjdt az '

MYV 22 M” + M =0 (a)

differencidlegyenlet alapjan lehet meghatarozni [4].
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A kritikus alakvaltozast az
ix

Yi= d sin 1 (b)

: ta?Y ita?
oo B2) 2 ©
osszefiiggés adja meg.

(8)-at (10)-be helyettesitve, az (a) alatti 6sszefiiggést kapjuk, ahol

és a kritikus erét a

. ORN
2,,2:&],,_9;&, (d)
N
1_ [
oGF
és
N
b‘:—i‘ls-.—. (e)
L 1
. oGF

4. abra

Igy a nyiréers figyelembevétele mellett is (b) adja meg a kihajlasi alakot és (c) a kritikus ert.
A (d) és (e) egyenldségeknek (c)-be valé behelyettesitése és rendezés utdn az i-edik kritikus

nyombers:
i O 1 ol4
D 2 q tznZFJ+i4n‘EJ 3 ®
Y
Az adott terhelést a s
l
q = PoX¥ (OSxST)

l
g=p.(l—2) (—2§ng)
fiiggvény irja le.
E fiiggvény Fourier-sora

(Sah e | USRS TERRE | TR
oo oA
x B i1 I
(33) felhasznéalasaval
A Da
i g X R P l i
SIS T 1 ot 2 T

|4 Gi-DwE] T G HES @1~ EJ

120 GF

alakra hozhaté.
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2. Hatérozzuk meg egy | = 800 cm hosszii kéttamaszi, ¢ = 250 kp/m megoszlersvel
terhelt tarté lehajlasit a tarté kozepén (5. dbra).
A tarté hajlitomerevsége

EJ = 4,055 - 10° Mp : cm?, ha x < 300 cm,
EJ = 8,632 - 10° Mp - cm?, ha x> 300 cm.

Az (5) alattiak szerint az els6 kritikus erd

Sy =975 Mp,
és a rid kozepének lehajlasa
y =197 cm.
q= 0,25 kp/m

[T I T T T ITTTTTTT

e = 8000

r—— 300 cm 1 500cm

ES=4,055.10%,cm?

—_I ES=8,632.10°M, cm?

5. dabra

Bar a terhelés nem affin a kihajlasi alakkal, annak els8 integrilja mar hasonlit hozza
és igy a lehajlast kozelitleg a (33) képlet alapjian hatédrozhatjuk meg.

ffq-dx-dx:%x(l—x),

és kozépen x = 400 m-nél

100
” q+dx-dx = — 200 Mp - cm.
JJo
(33) alapjan
200 Mp - cm
y= mp— =.2.05 em.
A szazalékos eltérés
2,05 — 1,97
02 == N e A
E % =100 107 4
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