
A HAJLÍTOTT RÚD VIZSGÁLATA 
A „SAJÁTTEHER" ÉS A KRITIKUS NYOMÓERŐ 

ALAPJÁN 

S Z I D A R O V S Z K Y JÁNOS, 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

K Ö Z L E K E D É S . ÉS POSTAÜGYI MINISZTÉRIUM 

[Beérkezet t 1965. ápri l is 28-án] 

A dolgozat az egyrészt c sak ha j l í to t t , más ré sz t az egyidejűen n y o m o t t és h a j l í t o t t r úd 
belsőerői, v a l a m i n t a lakvál tozása közt i összefüggéseket vizsgálja. E g y a sa já t teher h a t á s á r a 
fellépő a lakvá l tozás , ill. belsőerő a nyomóerő h a t á s á r a a rányosan megnövekszik. Az á l l andó 
szelvényű r ú d r a i smer t növelő t é n y e z ő , va lamin t a s a j á t t ehe r és a l e h a j l á s közti összefüggések 
érvényességét vál tozószelvényű r ú d r a , sőt r uga lmas ágyaza ton való fe l fekvés esetére is igazol ja 
a dolgozat — némi megszorí tással — a nyí róerők ha tásának f igye lembevéte le e s e t é b e n is. 

I . Az egyensúlyi egyenlet 

Az X t engelyben f e k v ő egyenes t e n g e l y ű rúdra S — S(x) t enge ly i r ányú 
erő, q = q(x) keresz t i rányú t ehe r , va l amin t p(x) = p = c(x) • y]x) = cy ágya -
zat i nyomás b a t , ahol с az ágyaza t i t ényező és y a r ú d tengelyére merőleges 
i r ányú el tolódás . 

z-k.у 
ds 

' fi** M+dM 
l^c/sA, r~\ 

Q-fdQ, 

1. ábra 

Vizsgá la tunkban n e m k í v á n j u k meg az t , hogy a t e r h e l ő nyomóerő meg-
t a r t s a eredet i egyenesét, c s u p á n azt, hogy az egyes ke resz tme t sze tekben h a t ó 
külső n y o m ó e r ő n ö v e k m é n y h a t á s v o n a l á n a k és a rüd ke resz tme t sze t ének el-
to lódása a r á n y o s legyen. 

A r ú d dx elemére h a t ó erőket az 1. áb ra tün te t i fe l . 
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1 6 2 SZIDA i íOvSZKY JÄNOS 

A rűde lemre ható erők egyensúlyi erőrendszert a l k o t n a k . így a terhelő-
erőknek a rúde lem jobb oldali végpont já ra vonatkozó n y o m a t é k a zérus: 

— (M + dM) + M + S-dy+dS 

+ Q.dx _ { 9 - c y ) d x 2
 = 

J - 2 + 
dy + 

0. 

Hasonlóképpen zérus az erők x tengelyre ve t t vetületösszege is, azaz 

dQ = ~(q - cy)dx. (1) 

A másodrendű kis mennyiségek: dx • dy és (q — cy) • dx2 e lhanyagolása, 
va lamin t a 

z = ky 

összefüggés behelyet tesí tése és dx mennyiséggel való osztás u t á n a fenti össze-
függésből a 

Ш + S ^ + y { l - k ) ^ - + Q = 0 (2) 
dx dx dx 

egyenlőséget k a p j u k . 
A (2) egyenlőség x szer int i differenciálása és (1) behelyet tesí tése u t á n a 

d*M 
H — f dx2 dx L 

S ^ L + y d - k ) ^ 
dx dx 

+ c-y = q (3) 

a lakra hozha tó . I t t fe l té te leztük, hogy a (2) összefüggés t a g j a i dif ferenciálhatók. 
(2)-ből a kereszt i rányú eredő 

dx dx dx 
(4) 

A Q erő y i rányú, amitől eltér a t a r tó tengelyére merőleges keresztmetszet 
s ík jában h a t ó T keresztmetszet i nyíróerő. 

A 2. áb r a alapján 

Mivel cp kis szög 
T = Тл + T2 = Q cos <p + S sin ср. 

cos cp fai 1, 

sin <p ^ cp ^ t a n cp = 

/ 

dy 

dx 
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es Így 

T=Q + S 
dy_ 
dx 

(5) 

Ez t (4)-el összevetve, a keresztmetszet i nyíróerőre a 

dx dx 
(6) 

összefüggést kap juk . 
A keresztmetszet re merőleges i r á n y ú erő, vagyis a normálerő ugyancsak 

a 2. áb r a a lapján 

N = 'N1 + Na = Qsin<p + Scoe<p**Q~ + S . 
dx 

/ ^tp 

dA 

— 
dx 

2. ábra 

Minthogy dyldx rendkívül kis mennyiség és Q sem nagyon n a g y , Q • dyjdx 
az S-hez képest e lhanyagolható, így 

N = S. (?) 

I I . Az alakvál tozási egyenlet 

A belsőerők ismeretében a r ú d alakvál tozása megha tá rozha tó . Tömör-
ta r tós r ú d r a érvényes az [1] 

y = - ^ i f j d x - d x + h h d x (8) 

összefüggés, ahol E a rugalmassági t ényező , I a r ú d tehetet lenségi nyomatéka 
G a nyí rás i rugalmassági tényező, F a rúd keresztmetszet i terület i és g alaki 
tényező. 
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Egész hason ló összefüggés a d j a meg a p á r h u z a m o s övű rácsos t a r t ó 
a lakvá l tozásá t [2] : 

^-JJiAMÏA' (9) 

I t t Ar az egyené r t ékű terüle t , a m i pl. s z immet r ikus rácsozás ese tében az 

Ar = F sin2 ß • cos/3 

k é p l e t t e l h a t á r o z h a t ó meg, ahol F a rácsrúd keresz tmetsze t i t e rü le te és ß 
a rács rúd és a t a r t ó tengelye á l t a l bezárt szög (3. ábra) . 

3. ábra 

I I I . Az a lakvál tozás és a belsőerők növekedése 
a nyomóerő következtében 

Ha a t a r t ó t n e m terheli sem külső q erő, sem külső M* h a j l í t ó n y o m a t é k , 
a k k o r (3) a l ap ján a 

dx2 dx 
с drli , /1 , , dS 

v i s — b V i ( l ~ k ) v i — 
dx dx 

+ с r)i = 0 (10) 

összefüggés é rvényes , ahol rji az elmozdulás, 9JÍ; a h a j l í t ó n y o m a t é k és ViS 
a nyomóerő . A (10) kifejezés a (8)-al, illetve (9)-el együt t homogén lineáris 
d i f fe renc iá legyenle t té a lak í tha tó , melynek — m i n t a kéz ikönyvek a lap ján 
i smere tes (pl. [3]) —• csak különleges v{ ér tékek m e l l e t t lehet a t r iviál is tól e l térő 
megoldása . Az i lyen 

V f 2 , • • • » ví, . . . 

é r t é k e k a rendszer sajátértékei ís egyben a t ény leges S nyomóerőnek az egyen-
sú ly i módszer a l a p j á n m e g h a t á r o z h a t ó í-edik k r i t i k u s nyomóerőve l szembeni 
b i z tonság mérőszáma i is. 

Minden Vi s a j á t é r t é k h e z h o z z á t a r toznak az rji és az ЗЛ,- sa já tmegoldás -
p á r o k , vagyis a k i h a j l á s i a lakok és a n y o m a t é k o k . 

Ha rji és 3JÎ,- összetar tozó s a j á t m e g o l d á s p á r o k , akkor az rrji és az rSJi,-
f ü g g v é n y e k is s a j á t m e g o l d á s p á r o k , ahol r t e t s zé s szerinti ( á l t a l ában valós) 
á l l andó . 
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Terhel je a nem n y o m o t t ruda t 

I /114 
?/= + c Vt (11) 

dx2 

sa já t teher , ahol SJÍi és rjj összetartozó sa já tmegoldások . 
Felmerül a kérdés, hogy létezik-e i lyen teher . 
A (11) a la t t i összefüggés (3) a lapján S = 0 esetében valóban kielégíti a 

sztat ikai fe l té te l t , de kérdés az, hogy kielégíti-e egyben a (8), ill. (9) a l a t t i 
alakváltozási fe l té te l t is. Az a lábbiakban a (9) alat t i jelölést a lkalmazzuk. 

На с = 0, úgy (11) független az alakvál tozási fe l té te l tő l és ez ese tben 
mindig létezik ( l l ) - e t kielégítő teher. 

А с ф 0 eset vizsgálata érdekében legyen a terhelőerő vS és ekkor 
(6)-ot (9)-be í rva , az el tolódásra az 

CCX M , , Гх M' ,, fx y dS , y = - \ \ —dx-dx+\ d x - v ( l - k ) \ -2- —dx (12) 
JJo EJ Jo EAr Jo EAr dx 

összefüggést k a p j u k . 
Ha az i-edik kr i t ikus erő ha t , úgy v — V,- és a n y o m a t é k va lamin t az 

eltolódás sa já tmegoldáspárok . (12)-ből így 

m = - Г Г ^ dx • dx + Г _ r ( l - к) Г -iL- . dx. (13) 
JJo EJ Jo EAr Jo EAr dx 

Ha viszont a nyomóerő zérus, a ( l l ) - b e n szereplő nyoma ték és l eha j l á s 
közti összefüggésre (12) a l ap ján érvényes az 

о EAr 

összefüggés. A (13) és (14) kifejezések bal oldala csak akkor lehet egyenlő, 
ha 

f, (1 — &) [ X - ^ L - . — (15) 
Jo EAr dx 

Ez az azonosság viszont csak akkor áll f enn (az у = 0 tr iviális megoldás ki-
zárása esetében), ha vagy 

1 - к = 0, 
vagy 

dx 
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A fen t iek a lapján akkor létezik ( l l ) - e t kielégítő sa já t t ehe r , ha v a g y 
a ) с = 0, azaz a rúd n e m nyugszik ruga lmas ágyaza ton , vagy ha 
b) 1 — к = 0, azaz a nyomóerőnövekmény a rúd de fo rmál t tengelyében 

h a t , vagy h a 
c) dS/dx = 0 (Ez azonban nem az S = konstans speciális esete 2.-nek, 

m e r t M = z- dS kü lsőnyomaték terhelése esetére is vona tkozha t ik , amikor is 
dS —• 0 és z = fc • y со.) 

Gyakor la t i szempontból azonban a (11) alat t i qi s a j á t t ehe r létezik, m e r t 
a hibát csak a nyíróerő okozta a lakvál tozás egy része okozza, aminek h a t á s a 
ál ta lában e lhanyagolha tóan kicsi. 

Von junk ki (10)-ből ( l l ) - e t , akkor a 

d_ 

dx dx dx 
* (16) 

összefüggést k a p j u k . 
Terhelje a nyomot t r u d a t is olyan qf t ehe r , melynek ha tásá ra kele tkező 

lehajlás és ha j l í t ónyoma ték az előbbi ÜDÍ; és z;, sa já t megoldáspárok lesznek. 
(3) alapján 

dx2 dx dx dx 
-j- с • T)i = qf • (17) 

(16)-t ( l l ) -be í rva rendezés u t á n a 

d I * [ 4i « MQ\ 
— - + с -щ = qf + — ' ( 1 8 ) 

dx2- Vj 

egyenlőséget k a p j u k . Azonban (11) a lap ján (18) bal oldala maga a 5, t e h e r és 
így 

q, = qf + ^ , 
vi 

amiből 
= (19) 

vi 

Szorozzuk meg (17)-at a 

mennyiséggel, akkor (19) fe lhasználásával és az 

Vt = . — - Ц г Vi = f* Чи (20) 
v. — 1 
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v a l a m i n t az 

je lölések bevezetésével a 

M, = Vi Щ = (21) 
V, — 1 

d > M i + ± \ s d I i + y i ( l _ k ) d l 
dx2 (be da; dx 

+ c y t = q t (22) 

egyenlőséget k a p j u k . A (20)—(22) a l ap ján megá l l ap í tha tó , h o g y ha a nem 
n y o m o t t rúd terhelése olyan, h ô g y ha t á sá ra a l eha j lás és h a j l í t ó n y o m a t é k 
s a j á t m e g o l d á s p á r , a k k o i ugyanezen terhelés h a t á s á r a a n y o m o t t rúdon be-
k ö v e t k e z ő lehajlás és h a j l í t ó n y o m a t é k is s a j á tmego ldáspá r ; t o v á b b á a meg-
o ldáspá rok pá ronkén t aff inok és a nyomóerő h a t á s á r a mind a h a j l í t ó n y o m a t é k , 
m i n d a lehaj lás 

P = (23) 
V, - 1 

szeresére növekszik. A (6) a l a t t i ak a l ap j án a f en t i megoldás a ke resz tmetsze t i 
ny í róe rő re csak a k k o r érvényes, h a a nyomóerőnövekmény a de fo rmá l t r ú d 
t enge lyében ha t (z = y és így к = 1). Ugyanis f - e l dS/dx és у is növekszik . 

IV. Az a lakvál tozás meghatározása 

V o n j u k ki a (1) egyenlőség 

v t - l 

szereséből (22)-öt, akko r (20) — (21) fe lhasználásával a 

( и - ч - г 
dx 

S ^ + У Л i - v f 
dx dx 

- q, (24) 

összefüggést k a p j u k . Ez integrálás és rendezés u t á n az 

S ^ + УЛ (25) 
dx dx V, — 1 

egyenlőségre vezet . 
A szorzat d i f ferenciá lására vona tkozó 

(S y)' = S у' + S' у 
kép le t a lap ján 
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S ^ + y i ( l - k ) ^ - = k S ^ L + ( l - k ) ^ - ( S y i ) . (26) 

dx dx dx dx 

A (26)-nak (25)-be va ló he lye t tes í tésével nye rhe tő 

k S ^ + ( l - k ) ± ( S y i ) = - 1 * * L (27) 
dx dx Vj — 1 

összefüggés a köve tkező k é t speciális esetben a lka lmas az a lakvá l tozás meg-
h a t á r o z á s á r a . 

a) A nyomóerő (növekmény) a rúd eredeti tengelyében hat. 

E k k o r 
У = * , 

és 
к = 1 

(27)-ből S-el való osztás és in tegrá lás u t á n az a l akvá l tozás ra az 

; J S(r,— 1) 

összefüggést k a p j u k . H a a r u d a t t enge ly i rányú nyomóerő n e m terhel i , az 
i -ed ik kr i t ikus n y o m ó e r ő 

SÍ = vi S, (29) 

í g y 

= (30) 
J s,- J vt S 

A f e n t i összefüggés az i-edik k r i t i kus erő megha t á rozá sá r a is fe lhaszná lha tó . 
Á t rendezés u t á n 

L [ U i d x 

ViJ yiJ S 

b) Ha a nyomóerőnövekmény a deformált rudat terheli 

dx. (31) 

2 = 0, 
к = о. 

í g y (27)-ból in tegrá lás és S-el va ló osztás u t án az 

S(vi - 1 ) 
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összefüggést k a p j u k . Ha a r u d a t t enge ly i r ányú nyomóerő n e m terheli, (29) 
a l a p j á n 

y = _ Я g i-dx dx = _ J <jqrdx-dx ^ 

St vi S 

Átrendezés u t á n a 

f f qj- dx- dx , „,. 
" f = - J J

 g (34) 

k é p l e t a k r i t ikus erő megha t á rozá sá r a szolgálhat . Ha a n y í r ó e r ő k ha t á sá t el-
h a n y a g o l j u k , az 

M 
s< = - 7Fm~ <35> JJt dx-dx 

összefüggést k a p j u k , ami egyezik az Engesser—Vianello-féle módszer a lkal-
m a z á s á v a l l eveze te t t képle t te l . 

H a a k r i t i kus erők és a k iha j l ás i a lakok ismertek, a r ú d a lakvál tozása 
m e g h a t á r o z h a t ó a (28), ill. (30) v a g y (32), ill. (33) képle t te l , fel téve, hogy a 
kü l ső tehe r a (11) kép le t -ad ta f ü g g v é n y a l a p j á n m e g h a t á r o z h a t ó s a j á t t e rhek 
sze r in t sorba f e j t h e t ő . 

Ez esetben a q külső t e r h e l é s t a s a j á t t e r h e k szerint s o r b a f e j t j ü k . E k k o r 
a külső teher 

oo 
9 = (36) 

i=i 

a m i t p l . (32)-be he lye t tes í tve , az a lakvál tozás 

1 = 1 

Megjegyezzük, hogy a f e n t i összefüggés á l t a l ában tú l nehézkes a gyakor-
l a t i számítás cé l já ra , de a l e h a j l á s közelítő m e g h a t á r o z á s á r a egyes esetekben 
gyakor la t i l ag is fe lhaszná lha tó . 

V. Példák 

1. Ha tá rozzuk meg az S c e n t r i k u s erővel és h á r o m s z ö g alakú megosz ló terheléssel egy-
ide jű leg terhel t á l l andó szelvényű ké tcsuk lós , l hosszúságú, rugalmas á g y a z a t o n nyugvó r ú d 
k ö z e p é n a lehaj lás t a nyíróerők h a t á s á n a k f igyelembevéte lével (4. ábra ) . 

A nyíróerők h a t á s á n a k e lhanyago lá sa mellet t a f en t i ta r tó k r i t i k u s nyomóerejé t és 
k i h a j l á s i a l ak já t az 

M I V + 2a2 M" + b* M = 0 (а ) 

d i f ferenciá legyenle t a l ap j án lehet megha tá rozn i [4]. 
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A kr i t i kus a lakvál tozás t az 

yi = d sin 

és a kr i t ikus erő t a 

összefüggés a d j a meg. 
(8)-at (10)-be he lye t t e s í tve , az (a) a la t t i összefüggést k a p j u k , ahol 

2a2 = 

b* 

Si с 
Q G F 

q G F 

с 
~ËJ 

1 — Si 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

qGF 

Я=P0J 

f A 4 rPo(l-x) 

4. ábra 

í g y a nyíróerő f igyelembevéte le mel le t t is (b) a d j a meg a kihaj lás i a l a k o t és (с) a k r i t i k u s erőt. 
A (d) és (e) egyenlőségeknek (c)-be való behelyet tes í tése és r e n d e z é s u t á n az i -edik kr i t ikus 
nyomóerő : 

S , = 

Az a d o t t terhelést a 

,-2 л °-EJ I 

l2 
1 + - cl* 

x , i2 id EJ 1 У л1 EJ 

függvény í r j a le. 
E f ü g g v é n y Four ier -sora 

FoGF 

9 = Po С - x) ("7Г < ж ^ 

(f) 

q = p„x 

(33) fe lhasználásával 

4P . 
У = - Po 

4 ч", ( - D' . (2i — 1) яж 
(2i — l ) 2 S m / — 

(— l) f . (2i - 1) л x 
sin — (2i -

л5 EJ — 1 cP P 

1 + 
(2i - l )2 я 2 EJ 1 (2i - l)4 я 4 EJ (2i - l ) 2 я 2 EJ 

FQGF 
alakra hozha tó . 
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2. H a t á r o z z u k meg egy l = 800 c m hosszú k é t t á m a s z ú , q = 250 k p / m megoszlóerővel 
t e rhe l t t a r t ó l eha j l á sá t a t a r t ó közepén (5. ábra) . 

A t a r t ó ha j l í tómerevsége 

EJ = 4,055 • 106 Mp • cm 2 , ha x < 300 cm , 

EJ = 8,632 • 10e Mp • cm 2 , ha ж > 300 cm . 

Az (5) a l a t t i ak szer in t az első k r i t i k u s erő 

Sx = 97,5 Mp , 
és a r ú d közepének l eha j l á sa 

у — 1 ,97 cm . 

q= 0,25 kp/m 
111 11 M I III I 11111 1111111 I I I I I I 11II 

t= 800cm-
- 300 cm —• - 500 cm-

055.106MDcm2 , ,, 
ES=8i632.10 Mp cm 

5. ábra 

B á r a terhelés n e m af f in a k iha j lás i a lakka l , a n n a k első integrálja m á r hason l í t hozzá 
és így a l eha j l á s t közelí tőleg a (33) képle t a l a p j á n h a t á r o z h a t j u k meg. 

és középen x = 400 m-né l 

(33) a l a p j á n 

A százalékos eltérés 

IJ q • dx • dx — x(l — x) , 

с Г400 
j ! q • dx • dx = — 200 Mp • c m . 

200 M p • cm 
У = —„- - , = 2,05 cm. J 97,5 M p 
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