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CSAVARAS-OKOZTA KIHAJLASA
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[Beérkezett 1965. oktéber 18-an]

Szerzd a feladatot egyszeridi egyensilyi megfontoldsokkal oly médon oldja meg, hogy a
radtengely gorbiiletét az irodalomban hasznilatos kozelitd képlet helyett pontos értékkel
veszi figyelembe. Kimutatja, hogy olyankor, midén a rid a kihajlast megel6z6en rugalmas
dllapotban volt, a rid egyensilyi allapota a kihajlds névekedésekor mindaddig indifferens
marad, amig a rid képlékeny alakviltozdst nem szenved.

A dolgozatot diagramok egészitik ki, melyekkel a esavard erpar, illetve fajlagos el-
csavaroddsi szog kritikus értéke kiillonbozé ridkarcsiisagok esetén kozvetleniil leolvashatd.

1. Bevezetés

Mint ismeretes [1—3],, a csavarasra igénybevett egyenestengelyd rid
egyensilyi allapota a rdidvégekre haté M csavaré erdpar egyes jellegzetes
értékei esetében instabilla valik. Ilyenkor az eredetileg egyenes rudtengely
csavarvonal alakban meggorbiilhet, s eziltal a ridkeresztmetszeteken a
csavaras-okozta nyiréfesziiltségeken feliill még hajlitas-okozta derékfesziiltségek
is keletkeznek. .

A rid csavarvonal alakd meggorbiilése — kihajlisa — mas és mas médon
megy véghe attél fiiggfen, hogy a kihajlast kozvetleniil megeléz8en a rid
teljes egészében rugalmas allapotban volt-e, avagy egyes ridrészeken mar
cléz8leg képlékeny alakviltozasok jottek létre. Az irodalom e két eset koziil
csak az els§ esetet targyalja, a masodik esettel nem foglalkozik. Az alabbiak
mindkét kihajlasi esetet felslelik, s a kritikus er8par értékét mindkét esetben
egyszerd egyensilyi megfontolasok alapjin hatarozzak meg. Az alkalmazott
targyaldsméd feleslegessé teszi a meggérbiilt tengelyvonal differencialegyen-
letének felirasat és ezen egyenlet kézelit megoldasat. Az eldadandék mar csak
azért is érdeklddésre tarthatnak szamot, mert a tanulméanyozott feladat talan
az egyediili olyan kihajlasi eset, melyben az iin. harmadrendii elmélet zart
megoldast eredményez.

2. Feltevések, jelolések

Az alabbi vizsgalatok az 1. abra szerint terhelt, egyenestengelyii, kor-
keresztmetszetii riidra vonatkoznak. A vizsgilandé rid hossza I, keresztmetsze-
tének sugara a. A rid anyagéat rugalmas-képlékenynek tekintjiik, s feltételez-
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ziik, hogy a képlékeny dllapot a Huber—Mises-féle képlékenységi feltétel
teljesedése esetében kovetkezik be.

A rid véglapjaira haté er6parokrél feltessziik, hogy sikjuk a teljes ki-
gorbiilési jelenség soran meréleges marad a véglapok kozéppontjait dsszekotd
0—O0 egyenesre. Feltessziik tovabba, hogy a ridvégek akként vannak meg-
fogva, hogy a rddtengelynek a kihajlas-okozta elferdiilése, valamint a rad
véglapjainak egymashoz valé kizeledése gatlas nélkiil mehet végbe.

1. dbra. Csavardsra igénybe vett rad

A csavarvonal alakban meggérbiilt ridtengelyt a 2. dbran mutatjuk be.
Itt a csavarvonalat a szemléletesség kedvéért a rajta atfektethetd korhengerrel
egyiitt abrazoltuk. Az abran a kihajlasnak azt a legegyszeriibb esetét tiintettiik
fel, melyben a meggorbiilt tengelyvonal egyetlenegy csavarmenetet tartalmaz.

Az altalanos esethen a meggdrbiilt tengelyvonal tobb teljes csavarmenetbél is
allhat.

i ; NN
0} (o)
! ) I
‘1 3
2. d@bra. A meggorbiilt radtengely

A meggorbiilt ridtengely érint§inek az eredeti 0—O tengelyirannyal
bezart szogét « betilivel, a ridanyag rugalmassagi allandéit E, illetve G betiivel,
a fajlagos elcsavarodas szogét pedig & betiivel jeloljik. (Az o, & és M mennyi-
ségeket az 1., illetve 2. abran feltiintetett esetben’tekintjiik pozitivoknak.)

3. A rdd allapota kozvetleniil a kihajlas elGtt
&

Az M csavaréerdpar hatasara a ridkeresztmetszeteken nyiréfesziiltségek
keletkeznek. Ezek értéke a csavarényomaték novekedtével egyre ng, de
értékiik legfeljebb a folyast el§idéz6 vy értéket érheti el. Az a nyomaték, mely
a keresztmetszet peremén éppen a 7 nyiréfesziiltséget idézi el§, a szilardsagtan
ismert képlete szerint szamithaté:
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3
My = ”;‘ T 1)

Ha M < Mg, a ridkeresztmetszeteken a rddtengelytdl r tavolsagban
keletkezd nyiréfesziiltség nagysaga

o h= ’“’4], @)

3. dbra. A ridkeresztmetszeteken keletkezd fesziiltségek a rdd kihajlasa eldtt:
a) az M<MFE esetben, b) az M > Mg esetbhen

a fajlagos elcsavarodas szioge pedig

ot 2 3)
0 26T

Ha M > Mg, akkor a keresztmetszeteknek csak valamely r = b < a
sugari koron belil fekv6 részei vannak kihajlas eltt rugalmas allapotban

(3. abra). Ilyenkor

Tl hAcr =D

A rugalmas és képlékeny allapotban levd keresztmetszetrészeket elvalaszté
kor b sugarat a kiils§ és bels er6k nyomatékegyenlgségét kifejezd

M= 7r-dd=2(4a®— b3,
o) 6

egyenletbdl szamithatjuk. Innen

3

b= V4a3-— i) (5)

ATp
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Ezt ismerve, a fajlagos elcsavarodasi szoget a

T
p=T (6)

képlettel hatarozhatjuk meg.
Természetesen, egyensily csak addig lehetséges, amig b > 0. Az M
er§parnak a b = 0 hatérhelyzethez tartozé értéke:

27 a3 4
M. — Tp=2"= Mo, 7
F 3 F 3 E (7

Ha M = MFp, a keresztmetszet egész terjedelmében folyasi allapotban van. Ez
az allapot a rdd teherbir6képességének lehetséges felsG hatara. Ilyenkor
elméletileg § — oo,

4. A rud allapota a kihajlas kezds pillanataban

Vizsgaljuk meg, lehetséges-e egyensiilyi allapot akkor, ha a rdidra haté
kiils§ erdket, a fajlagos elcsavarodast, valamint a ridtengely ivhosszat valto-

4. dabra. A meggorbiilt radtengely és a rajta atfektetett hengerpaldst kiteritett képe

zatlanul hagyva, a riddtengelyt a 2. dbra szerint csavarvonal alakban meg-
gorbitjiik. Ez esethen a ridtengely gérbiilete (4. abra)

sin2 o

e

k:

) @)

a kiilsé M erGparnak a keresztmetszetek sikjaba esé, illetve azokra meréleges
sikd osszetevGje pedig
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M, = Mcosa, 9
M, = Msin «.

Egyensily — természetesen — csak akkor lehetséges, ha M, illetve M, a
keresztmetszeteken miikods 7, illetve o fesziiltségek alkotta M', illetve M”
erdparral egyenld:
M =M, , (10)
M =M,.

Ha vizsgilatainkat a kihajlas kezd§ pillanatéara korlatozzuk, akkor a (9)
alatti els6 egyenlet helyett az

Mth

osszefiiggést irhatjuk, s ennek megfeleldleg a (10) alatti els§ feltételt ekként
fogalmazhatjuk: :

M =M. _
Ez a feltétel esetiinkben nyilvén teljesitve van, s igy itt csak a (10) alatti
masodik feltétellel kell foglalkoznunk. Ezt a feltételt a (9) alattiak felhasznala-
saval

R M’ = M sin o (11)

alakban irhatjuk. Ha a rid hajlité ellenéllasat (az egységnyi gorbiiletet el5idézd
erépar nyomatékat) EJ-vel jeloljiik, akkor

M”"=k-EJ,
illetve a (8) osszefiiggés figyelembevételével

sin2 o

e

M" = EJ.

Az utébbi értéket (11)-be betéve, az egyensiily feltételeként az

sin &

e

M= EJ

osszefiiggést kapjuk.

Attél fiiggben, hogy a csavarvonal alakban meggérbiilt ridtengely a két
végpont kézt hany csavarmenetet tartalmaz, sin & mas és mas értéki lehet.
Ezért a meggorbiilt ridnak tébbféle egyensiilyi allapota is lehetséges. Koziiliik
benniinket csak a legkisebb M értéknek megfelel§ eset érdekel. Utébbi akkor
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jon létre, ha a rddtengely-alkotta csavarvonal egyetlenegy menetbdl all.
Ilyenkor

sina:z—"lg, (12)

s ennek megfeleldleg az M erdpar kritikus értéke:

M, = Z”IEJ i (13)

A (13) képletben szereplé EJ érték, mint mondottuk, a rid hajlité ellen-
allasat jelenti a kihajlas pillanataban. Természetesen, a hajlité ellenallas
szempontjabél a ridkeresztmetszeteknek csak azok a részei johetnek tekintetbe,
amelyek a kihajlas pillanataban még rugalmas allapotban voltak, hiszen a
képlékeny részeken a kihajlas soran tovabbi fesziiltségek mar nem keletkez-
hetnek. Ezek szerint olyankor, midgn a kihajlast kdzvetleniil megel6z&en a rid
teljes egészében még rugalmas éllapotban volt,

7 at

EJ=EJ,=E i (14)

olyankor viszont, midén az r = b sugard hengeren kiviili ridrészek méar a
kihajlast megeléz8en is képlékeny illapotba keriiltek,

4
EJ=EJ,,=E%. (15)

Adott esetben annak eldéntésére, hogy valamely M nagysigd csavaré-
erpar hatasara a rid kihajolhatik-e vagy sem, el§szor is a rugalmas henger b
sugarat kell megallapitanunk. E célra az (5) képletet hasznalhatjuk fel. Ezutan
aszerint, hogy b > a, illetve b < a, a (14), illetve (15) képlet segitségével az EJ
értéket kell kiszamitanunk. Végiil a (13) képlettel My, értékét kell meghata-
roznunk, s azt az adott M értékekkel 6ssze kell hasonlitanunk. Kihajlasi
veszély akkor forog fenn, ha

Mszr-;

mert ekkor a terhelés fokozatos névekvése soran elérkeziink egy olyan helyzet-
hez, amid8n a csavarényomaték mar éppen az My-al egyenld.

Az imént emlitett vizsgalat alkalméaval a keresztmetszet képlékenységi
fokara jellemzd b/a viszonyszamot, mint a

PR S
anE a

(16)
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tényezé fiiggvényét vagy az (5) képlettel, vagy az 5. abran lathaté diagram
segitségével hatarozhatjuk meg. A diagramvonal girbe szakaszanak implicit
egyenlete:

3 b4/at ;

L el Vi
4 — bd/a® =

{ f o

o

7 i |

e

NG O e S IR LI ol T o ) 4 N O G 0T 2 A Y T I ;a

0 GG S R S PR A B S

T

S
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TT——

5. dbra. Diagram a keresztmetszetek képlékenységi fokdnak meghatérozdsihoz

Mer
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6. abra. Diagram M, meghatarozéisihoz

S

A levezetett képletek alapjan a kihajlas szempontjabol veszélyes M,
erpar nagysaganak megallapitasahoz a 6. abran lathaté diagramot hasznal-
hatjuk. Az itt feltiintetett diagramvonal egyenlete:

3
3(4_1’_ S A< 1;

M 6 a?

a3TF 2 E .i" 221
2t la
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A fajlagos elcsavarasi szog kritikus értékének, vagyis a 4, értéknek kizvetlen
megallapitdsa viszont a 7. abran lathaté diagram segitségével lehetséges.
Az itt szerepld diagramvonal egyenlete

3/q3
G _ﬁb_/ﬁ_, A<
—Eﬁkr: 4 —b3/ad®
i ¥ s
[Gq
1"5"’l
15
E P
e Y Bailaalik N 4 ) TV . TR RO Sl AVJ
0 R e Y R

7. dbra. Diagram #;, meghatérozisihoz

5. A rud allapota fokozottabb mértékii kihajlas esetében

Az el6z6 cikkelyben a (10) alatti els§ feltétel targyalasa soran az M; = M
kozelitéssel éltiink, tehat az ott eldadottak csak a kihajlas kezdé pillanatéara
vonatkoztak. Fokozottabb mértéki kihajlas esetében az emlitett kozelitést
nem alkalmazhatjuk, helyette a pontos (9) képletekkel kell dolgoznunk.

Idevagé targyaldsaink sordan csak a rugalmas kihajlas esetével, tehat
csak azzal az esettel foglalkozunk, mely akkor forog fenn, ha a rid minden
pontja a kihajlast megel6z8en rugalmas allapotban volt. Ez az eset a kihajlas
fokozédasaval a rugalmas-képlékeny kihajlas esetébe megy at. A két esetet
elvalaszté hatarhelyzetben képlékeny allapot csak a ridkeresztmetszetnek a
hajlitas semleges tengelyétél legtavolabb fekvé két keriileti pontjan alakul ki.
A nyirofesziiltségek ui. a rddtengelytél mért r tivolsdggal, a deriiltfesziilt-
ségek pedig a semleges tengelytdl mért tavolsaggal aranyosak (6., illetve 7.
abra). A hajlitas semleges tengelyét6l legtavolabb fekvd két pontban a
fesziiltségalkoték értéke:

M,  Msina

Op = a ’

e J
M, M cosx

) st e oy
2J vl :
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~

illetve a (12) és (13) alattiak figyelembevételével

__4n?2Ega
GE—I—29 (17)
R S
' n Ea 4n? p?
Tp = ] Vl— at (18)

Az utébbi értékeket a Huber — Mises-féle folyasi feltételt kifejezs
6% 4 312 < 3:3: (19)

egyenletbe behelyettesitve, a kihajlasi henger sugarira a rugalmas kihajlas

V3 TE 12
QE__2_n—l n2E2a® 1

képletet kapjuk, ezt pedig a (16) alattiakra valé tekintettel igy is irhatjuk:

hatarhelyzetében a

QEzg_—leﬁ—l.

Ily mértéki kihajlds esetében a keresztmetszeteken keletkezd legnagyobb
fesziiltségek: ‘

aE=2V§tFV1 -1 (20

A2

1 3 :
TE-:ZTF EZ——I. (21)

Meg kell jegyezniink, hogy 7z nem azonos a kihajlas kezdé pillanatiban
miikods legnagyobb nyiréfesziiltséggel. Utébbi a (18) képlethsl a o = 0
helyettesitéssel szamithaté. Ertéke

n Ea

max — ’

I

T

illetve a (16) osszefiiggés figyelembevételével
T
Tmax=TF' (22) -
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A (21) és (22) alatti értékeket egymassal egybevetve, megallapithatjuk, hogy
a kihajlas fokoz6dasaval a keresztmetszet peremén a nyiréfesziiltség értéke
csbkken.

R4 kell mutatnunk arra is, hogy rugalmas kihajlas esetében a (13)
képlet nemcsak a kihajlas kezdd pillanataban, hanem annak fokozédasakor is
valtozatlanul érvényes. Ez mas széval azt jelenti, hogy a ridvégekre mikad-
tetendd M erdpar értéke a kihajlas mértékétél fiiggetlen allandé, vagyis a kiils§
erdpar értékének valtozasa nélkiil névekedhetik. Ilyenkor mindaddig, amig a
ridon semmiféle képlékeny alakviltozas nem jon létre, a rid egyensilyi
allapota indifferens. Ez az allapot képlékeny alakvaltozasok bekévetkezése
utdn labilissi valik.
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