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Szerző a feladatot egyszerű egyensúlyi megfontolásokkal oly módon oldja meg, hogy a 
ródtengely görbületét az irodalomban használatos közelítő képlet helyett pontos értékkel 
veszi f igyelembe. Kimutatja , hogy olyankor, midőn a rúd a kihajlást megelőzően rugalmas 
állapotban volt, a rúd egyensúlyi állapota a kihajlás növekedésekor mindaddig indifferens 
marad, amíg a rúd képlékeny alakváltozást nem szenved. 

A dolgozatot diagramok egészítik ki, melyekkel a csavaró erőpár, i l letve fajlagos el-
csavarodási szög kritikus értéke különböző ródkarcsúságok esetén közvetlenül leolvasható. 

1. Bevezetés 

Mint ismeretes [1 — 3], a csavarás ra i génybeve t t egyenestengelyű rúd 
egyensúlyi á l lapota a rúdvégekre h a t ó M csavaró e rőpár egyes jellegzetes 
ér tékei esetében ins tabi l lá vál ik. I lyenkor az eredet i leg egyenes rúd tenge ly 
c sava rvona l a l akban meggörbü lhe t , s ezáltal a rűdke resz tme t sze t eken a 
csavarás-okozta nyírófeszül tségeken felül még ha j l í t á s -okoz ta derékfeszültségek 
is ke le tkeznek . 

A r ú d csavarvona l a lakú meggörbülése — kihajlása — más és m á s módon 
megy végbe a t tó l függően , hogy a k iha j l á s t közve t l enü l megelőzően a rúd 
te l jes egészében r u g a l m a s á l l apo tban volt-e, a v a g y egyes rúdrészeken már 
előzőleg képlékeny a lakvá l tozások j ö t t e k létre. Az i roda lom e k é t eset közül 
csak az első esetet t á r g y a l j a , a második esettel n e m foglalkozik. Az a lábbiak 
m i n d k é t k ihaj lás i ese te t felölelik, s a kr i t ikus e rőpár é r t éké t m i n d k é t esetben 
egyszerű egyensúlyi megfonto lások a l ap ján ha t á rozzák meg. Az a lka lmazo t t 
t á r g y a l á s m ó d feleslegessé teszi a meggörbül t t enge lyvona l differenciálegyen-
le tének fel í rását és ezen egyenlet közelí tő megoldásá t . Az e lőadandók m á r csak 
azér t is érdeklődésre t a r t h a t n a k számot , mer t a t a n u l m á n y o z o t t f e l ada t t a lán 
az egyedül i olyan k iha j l á s i eset, me lyben az ún . h a r m a d r e n d ű elmélet zár t 
megoldás t e redményez . 

2. Feltevések, jelölések 

Az alábbi v izsgá la tok az 1. áb ra szerint t e r h e l t , egyenestengelyú, kör-
ke resz tmetsze tű r ú d r a v o n a t k o z n a k . A vizsgálandó r ú d hossza /, keresz tmetsze-
t ének sugara a. A r ú d a n y a g á t ruga lmas-kép lékenynek t e k i n t j ü k , s feltételez-
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ziik, hogy a kép l ékeny ál lapot a Huber—Mises-fé le képlékenységi fel tétel 
te l jesedése esetében következik b e . 

A rúd vég lap ja i r a ha tó e rőpá rokró l fe l tesszük, hogy s í k j u k a tel jes ki-
görbülés i jelenség so rán merőleges m a r a d a vég lapok k ö z é p p o n t j a i t összekötő 
О—О egyenesre. Fe l tesszük t o v á b b á , hogy a rúdvégek a k k é n t v a n n a k meg-
f o g v a , hogy a rúd tenge lynek a k iha j l á s -okoz ta elferdülése, v a l a m i n t a r ú d 
vég l ap j a inak egymáshoz való közeledése gátlás né lkü l mehet végbe . 

t Ц. I -

1. ábra. Csavarásra igénybe ve t t rúd 

A csavarvonal a l akban m e g g ö r b ü l t r űd t enge ly t a 2. á b r á n m u t a t j u k be. 
I t t a csavarvona la t a szemléletesség kedvéér t a r a j t a á t f e k t e t h e t ő körhengerre l 
e g y ü t t ábrázo l tuk . Az ábrán a k i h a j l á s n a k azt a legegyszerűbb ese té t t ü n t e t t ü k 
fe l , melyben a m e g g ö i b ü l t t enge lyvona l egyet lenegy c s a v a r m e n e t e t t a r t a l m a z . 
Az á l ta lános ese tben a meggörbül t t enge lyvonal t ö b b teljes c sava rmene tbő l is 
á l l h a t . 

I- -I Л 
2. ábra. A meggörbült rúdtengely 

A meggörbül t rúd tenge ly ér in tő inek az eredet i 0 — 0 tenge ly i ránnya l 
b e z á r t szögét a be tűve l , а r ú d a n y a g rugalmassági á l landói t E, i l le tve G be tűve l , 
a f a j l agos e lcsavarodás szögét ped ig ê be tűvel j e lö l jük . (Az tx, ê és M mennyi -

ségeke t az 1., i l le tve 2. ábrán f e l t ü n t e t e t t ese tben ' t e k i n t j ü k pozi t ívoknak. ) 

3. A rúd ál lapota közvetlenül a k iha j l ás előtt 

Az M csavaróerőpár h a t á s á r a a rúdkeresz tmetsze teken nyírófeszül tségek 
ke le tkeznek . E z e k ér téke a c s a v a r ó n y o m a t é k növeked téve l egyre nő, de 
é r t é k ü k legfel jebb a fo lyás t előidéző Xp ér téket é rhe t i el. Az a n y o m a t é k , mely 
a keresz tmetsze t pe remén éppen a Xp nyí rófeszül tséget idézi elő, a sz i lárdságtan 
i s m e r t képlete szer in t s z á m í t h a t ó : 
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ME = 
л aa 

(1) 

H a M <[ Mp, a rúdke resz tme t sze t eken a rúd t enge ly tő l r t ávo l s ágban 
kele tkező nyírófeszül tség nagysága 

M 
г - r . 

2 Ja 
Ja = 

л a* 
(2) 

a., b) 

Ultom» 

3. ábra. A rúdkeresztmetszeteken keletkező feszültségek a rúd kihajlása előtt: 
aj az M < M g esetben, b) az Aí > Mg esetben 

a fa j lagos elcsavarodás szöge pedig 

2GJa 
(3) 

H a M Me, akko r a keresz tmetsze teknek csak va lamely r = b <, a 
sugarú kö rön belül f ekvő részei v a n n a k kihaj lás e lő t t ruga lmas á l l apo tban 
(3. ábra ) . I lyenkor 

г = 
xF , ha r b , 

— xp , h a r <T b. 
b 

(4) 

A ruga lmas és képlékeny á l l apo tban levő keresz tmetsze t részeket e lválasz tó 
kör b s uga rá t a külső és belső erők nyomatékegyen lőségé t kifejező 

M = Г т r • dA = — (4a3 — b3) xF 
J(A) 6 

egyenle tből s z á m í t h a t j u k . I n n e n 

b = 4 a 3 -
6 M 
лх z 

(5) 
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E z t ismerve, a fa j l agos e lcsavarodás i szöget a 

bG 
( 6 ) 

kép le t t e l h a t á r o z h a t j u k meg. 
Természetesen, egyensúly csak addig lehetséges, a m í g b > 0. Az M 

e rőpá rnak a b = 0 ha t á rhe lyze thez ta r tozó é r t éke : 

MP = 
2 n a3 

A 
3 

T F = — M E . (7) 

Н а M = Mp, а ke resz tmetsze t egész t e r j ede lmében folyási á l l apo tban v a n . E z 
az állapot a r ú d teherbíróképességének lehetséges felső h a t á r a . I lyenkor 
elméletileg ű = 

4. A rúd állapota a kihajlás kezdő pillanatában 

Vizsgáljuk meg, lehetséges-e egyensúlyi á l lapot akkor , ha a rúdra h a t ó 
kü l ső erőket, a fa j lagos e lcsavarodás i , v a l a m i n t a rúd tenge ly ívhosszát vá l to -

.K 
^ г г t f̂oC Д 

\ / 

4. ábra. A meggörbült rúdtengely és a rajta átfektetett hengerpalást kiterített képe 

za t l anu l h a g y v a , a rűd t enge ly t a 2. ábra szer in t c savarvona l a lakban meg-
görb í t j ük . Ez ese tben a r ú d t e n g e l y görbülete (4. ábra) 

sin2 X 
(8) 

a külső M e r ő p á r n a k a ke resz tmetsze tek s í k j á b a eső, i l letve azokra merőleges 
s íkú összetevője pedig 
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Mt = M cos oc, (9) 

Mn = M sin oc . 

Egyensú ly — természetesen — csak a k k o r lehetséges, h a Mt, illetve Mn a 
ke resz tmetsze teken m ű k ö d ő T, illetve a feszültségek a l k o t t a M ' , i l letve M " 
erőpárra l egyenlő : 

M' = Mt , (10) 

M" = Mn . 

H a v izsgá la ta inka t a k iha j l á s kezdő p i l l ana tá ra ko r l á tozzuk , akkor a (9) 
a la t t i első egyenle t he lyet t az 

M, oá M 

összefüggést í r h a t j u k , s ennek megfelelőleg a (10) alat t i első feltételt e k k é n t 
f o g a l m a z h a t j u k : 

M' = M . 

Ez a fe l té te l e se tünkben ny i l ván te l jes í tve v a n , s így i t t csak a (10) a l a t t i 
második fe l té te l le l kell fog la lkoznunk . Ez t a fe l té te l t a (9) a l a t t i a k fe lhaszná lá -
sával 

M" = M sin oc (11) 

a lakban í r h a t j u k . Ha a rúd h a j l í t ó el lenállását (az egységnyi görbüle te t e lőidéző 
erőpár n y o m a t é k á t ) E J - v e l j e lö l jük , akko r 

M" = к • EJ , 

i l letve a (8) összefüggés f igyelembevéte léve l 

в 

Az u tóbb i é r t é k e t ( l l ) - be be t éve , az egyensúly fe l té te leként az 

в 
összefüggést k a p j u k . 

At tó l függően , hogy a csavarvona l a l a k b a n meggörbül t rúdtengely a k é t 
végpon t köz t h á n y c sava rmene te t t a r t a l m a z , sin oc más és m á s értékű l e h e t . 
Ezé r t a meggörbü l t r údnak többfé le egyensúlyi ál lapota is lehetséges. K ö z ü l ü k 
b e n n ü n k e t csak a legkisebb M ér téknek megfelelő eset é rdekel . Utóbbi a k k o r 
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j ön létre, h a a rúd tenge ly -a lko t t a c sava rvona l egye t lenegy menetből áll. 
I lyenkor 

2тг Q n c y , 
sin a = , (12) 

l 

s ennek megfelelőleg az M e rőpá r kr i t ikus é r t éke : 

2л EJ 
M k r = . (13) 

A (13) kép le tben szereplő EJ é r ték , m i n t m o n d o t t u k , a rúd ha j l í tó ellen-
állását j e l e n t i a k iha j lás p i l l ana tában . Természe tesen , a hajl í tó el lenállás 
s zempon t j ábó l a rúdkeresz tmetsze teknek c s a k azok a részei jöhe tnek t e k i n t e t b e , 
amelyek a k iha j l á s p i l l a n a t á b a n még r u g a l m a s á l l a p o t b a n vol tak, h iszen a 
képlékeny részeken a k i h a j l á s során t o v á b b i feszültségek m á r nem ke le tkez-
hetnek . E z e k szerint o l y a n k o r , midőn a k i h a j l á s t közve t lenü l megelőzően a r ú d 
teljes egészében még r u g a l m a s á l lapotban vol t , 

EJ = EJa = E — , (14) 
4 

olyankor v i szon t , midőn az r = b suga rú hengeren k ívü l i rúdrészek m á r a 
k ihaj lás t megelőzően is kép lékeny á l l apo tba kerül tek , 

EJ = EJb = E — . (15) 
4 

A d o t t esetben a n n a k eldöntésére, h o g y valamely M nagyságú csava ró -
erőpár h a t á s á r a a rúd k iha jo lha t ik -e v a g y sem, először is a rugalmas henge r b 
sugarát kel l m e g á l l a p í t a n u n k . E célra az (5) képletet h a s z n á l h a t j u k fel. E z u t á n 
aszerint, h o g y b a, i l l e tve b a, a (14), i l le tve (15) k é p l e t segítségével az EJ 
értéket kel l k i s z á m í t a n u n k . Végül a (13) képle t te l Mkr é r t éké t kell m e g h a t á -
roznunk, s a z t az a d o t t M értékekkel össze kell ha son l í t anunk . K i h a j l á s i 
veszély a k k o r forog f e n n , h a 

M>Mkr, 

m e r t ekkor a terhelés f o k o z a t o s növekvése során e lé rkezünk egy olyan he lyze t -
hez, amidőn a c s a v a r ó n y o m a t é k már é p p e n az Mkr-& 1 egyenlő . 

Az i m é n t emlí te t t v izsgála t a l k a l m á v a l a ke resz tmetsze t képlékenységi 
foká ra j e l l emző 6/a v i szonyszámot , m i n t a 

A = (16) 
л E a 
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t ényező f ü g g v é n y é t vagy az (5) képlet te l , v a g y az 5. á b r á n l á tha tó d i a g r a m 
segítségével h a t á r o z h a t j u k meg . A d i ag ramvona l görbe szakaszának impl ic i t 
egyenlete : 

3 64/a4 

b3/a3 

5. ábra. Diagram a keresztmetszetek képlékenységi fokának meghatározásához 

6. ábra. Diagram Mkr meghatározásához 

A leveze te t t képletek a l a p j á n a k i h a j l á s s z e m p o n t j á b ó l veszélyes M k r 

erőpár n a g y s á g á n a k megál lap í tásához a 6. á b r á n l á tha tó d i ag ramot haszná l -
h a t j u k . Az i t t f e l t ün t e t e t t d i ag ramvona l egyenle te : 

M 

алт. 

л 

~6 

л2 E 

2т p 

4 -
bf 

a3  

1 

I / â 
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A fa j lagos elcsavarási szög kr i t ikus é r t ékének , vagyis a 0 t r é r téknek közve t l en 
megál lap í tása viszont a 7 . ábrán l á t h a t ó diagram segítségével lehetséges . 
Az i t t szereplő d i ag ramvona l egyenlete 

IG 
л E 

3b3/a3 

4 - b3/a3 ' 
1, 

A<1; 

A > 1 . 

UL* i 
жI*»1 

15-

V> 

45 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

7. ábra. Diagram 0k r meghatározásához 

5. A rúd á l lapota fokozot tabb mér t ékű k i h a j l á s esetében 

Az előző cikkelyben a (10) a la t t i első fe l té te l t á r g y a l á s a során az Mt = M 
közelítéssel é l tünk , t e h á t az o t t e l őado t t ak csak a k i h a j l á s kezdő p i l l a n a t á r a 
v o n a t k o z t a k . F o k o z o t t a b b mér t ékű k i h a j l á s esetében az emlí tet t közel í tés t 
nem a l k a l m a z h a t j u k , h e l y e t t e a pontos (9) képle tekkel kel l dolgoznunk. 

I d e v á g ó t á rgya l á sa ink során csak a rugalmas k i h a j l á s esetével, t e h á t 
csak azzal az esettel fog la lkozunk , mely akko r forog f e n n , ha a rúd m i n d e n 
p o n t j a a k i h a j l á s t megelőzően ruga lmas á l l apo tban vo l t . E z az eset a k iha j l á s 
fokozódásáva l a rugalmas-képlékeny kihajlás esetébe m e g y át . A k é t ese te t 
elválasztó h a t á r h e l y z e t b e n képlékeny á l l apo t csak a r ú d k e r e s z t m e t s z e t n e k a 
ha j l í t ás semleges tenge lyé tő l leg távolabb f e k v ő két ke rü l e t i pon t j án a l a k u l ki . 
A nyírófeszül tségek ui. a r úd t enge ly tő l m é r t r t ávo l ságga l , a de rü l t f e szü l t -
ségek pedig a semleges t enge ly tő l mér t távolsággal a r á n y o s a k (6., i l le tve 7. 
ábra) . A h a j l í t á s semleges tengelyétől legtávolabb f e k v ő két p o n t b a n a 
feszü l t séga lkotók é r téke : 

M n M sin x 
Op = a = a , 

J J 

Mt M cos X 
Tp = — a 

2 J 2 J a ' 
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i l le tve a (12) és (13) a la t t i ak f igye lembevéte léve l 

4tz2 Е д а 
/2 

л Ea 

l 
1 -

i  
4ti2 g2 

l2 

Az u tóbb i é r t ékeke t a Huber—Mises-féle fo lyás i fe l té te l t k i f e j ező 

o2 + Зт2 ^ 3 t 2
f 

(17) 

(18) 

(19) 

egyenle tbe behe lye t tes í tve , a k ihaj lás i henger sugarára a ruga lmas k iha j l á s 
ha t á rhe lyze t ében a 

•t-pP 
— i 

я2 E 2 a 2 

kép le t e t k a p j u k , ezt pedig a (16) a la t t i akra va ló t ek in t e t t e l így is í r h a t j u k : 

КЗ 

I ly mér t ékű k iha j l á s esetében a keresz tmetsze teken ke le tkező legnagyobb 
feszül tségek: 

aE = 2 p r F 1 ~ ¥ ' 

Tp = 2r , A _ A 
A2 4 

(20) 

(21) 

Meg kell j egyeznünk , h o g y xE nem azonos a k ihaj lás k e z d ő p i l l ana tában 
m ű k ö d ő legnagyobb nyírófeszültséggel. U t ó b b i a (18) kép le tbő l a g = 0 
helyet tesí téssel s zámí tha tó . É r t é k e 

л Ea 
шал j ' 

i l letve a (16) összefüggés f igye lembevéte léve l 

TF 
( 2 2 ) 

MTA VI. Osztály Közéeményei 37, 1966 



2 2 2 c s o n k a p á l 

A (21) és (22) a la t t i é r t é k e k e t egymással egybevetve , m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy 
a k iha j lás fokozódásáva l a ke resz tme t sze t peremén a nyírófeszül tség ér téke 
csökken. 

R á kell m u t a t n u n k a r r a is, hogy ruga lmas k i h a j l á s esetében a (13) 
képle t nemcsak a k iha j lás k e z d ő p i l l ana t ában , hanem a n n a k fokozódásakor is 
vá l t oza t l anu l érvényes. E z m á s szóval a z t jelent i , hogy a rúdvégekre m ű k ö d -
t e t e n d ő M e rőpár ér téke a k iha j l á s mér t éké tő l függet len á l landó , vagyis a külső 
erőpár é r t ékének vá l tozása né lkül növekedhe t ik . I l yenkor mindaddig , amíg a 
rúdon semmiféle kép lékeny a lakvá l tozás nem jön l é t r e , a rúd egyensúlyi 
á l lapota indifferens. Ez az á l lapot kép l ékeny a lakvá l tozások bekövetkezése 
u t á n labilissá vál ik . 

IRODALOM 

1. FÖPPL, A. : Vorlesungen ü. Technische Mechanik. Teubner, Leipzig und Berlin 1922. 
2. GEIGER, H.—SCHEEL, К.: Handbuch d. Physik. Vol. 6: Mechanik der elastischen Körper 

J. Springer, Berlin 1928. 
3. GRAMMEL, R.: Drillmoment von Wellen. Zeitschrift f . Angeivandte Mathematik u. Mechanik 

3 (1923), 262—271. 

MTA VI. Osztály Közleményei 37, 1966 


	37. kötet / 1-2. szám

	CSONKA PÁL: Az egyenestengelyű körkeresztmetszetű rúd csavarás-okozta kihajlása��������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	213����������
	214����������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������
	221����������
	222����������


