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A dolgozat vékonyfali, két végén felfiiggesztett gerendik kiforduldast okozé terhét
hatirozza meg a rugalmassigtan energia-médszere alapjan. Az eljiras tetszileges keresztmet-
szetll és terhelésii gerenddkra alkalmazhaté. Szerzdk azonban csak egyenletesen terhelt olyan
gerenddkra mutatjik be az eljaris alkalmazasat, amelyek keresztmetszetének a nyomott felsd
oldalon szabad széle van. Szabad és diafragméas végili gerenddk kifordité terhére képleteket
vezetnek le, s megvizsgaljak, hdny tagd alakvaltozas-foggvényt kell felvenni kellden pontos
eredmény eléréséhez. A szimmetrikus alakvaltozason feliil az antimetrikus alakvaltoz4s lehetd-
ségét is megvizsgaljak. Végiil osszehasonlité szampéldit mutatnak be.

1. Bevezetés

1.1. A feladat leirdsa

Egyenestengelytii, vékonyfald, egyszeresen szimmetrikus, nyitott kereszt-
metszetii gerendak (1. abra) kifordulasat fogjuk vizsgalni az energia-mdédszer
segitségével. A bemutatandé médszer valtozé keresztmetszet és a gerenda
tengelye mentén tetszGleges torvény szerint megoszlé teher esetére is érvényes,
de ebben a dolgozatban csak allandé keresztmetszeti és falvastagsagi, egyen-
letesen megoszlé teherrel terhelt gerendik esetét targyaljuk.

A gerenda a két végén fel van fiiggesztve és a felfiiggesztési pontok 8ssze-
kot8 egyenese koriil szabadon elfordulhat. Ez a tamasztasméd megfelel ax
eléregyartott gerendik beemelési allapotdnak.

1.2. Irodalmi dttekintés

Vékonyfalii, tetszoleges teherrel terhelt gerenddk kiforduldsinak egyenleteit
Chwalla [3] vezette le, de csak az un. ,,villds megtimasztds” esetére, (Ez olyan
kényszert jelent, mely megakadéilyozza a végkeresztmetszetek elcsavarodasiat,
de mind fiiggGleges, mind vizszintes sikban lehet8vé teszi az elfordulast.)
Chwalla alapjan Meissner [9] tébb konkrét esetet oldott meg.

Felfiiggesztett gerendiak kifordulasat el8szor Csonka vizsgalta - [4, 2],
de csak derékszigii négyszog keresztmetszet esetére. Ismeretes azonban, hogy a
vékonyfalii gerendak viselkedése nagymértékben eltér a derékszogl négyszog-

M1'A4 VI, Oszdly Kizleményei 37, 1966




386 KOLLAR LAJOS és GARDONYI ZOLTAN

keresztmetszettiekétdl, egyrészt, mivel nyiraskézéppontjuk kiesik a silypont-
bé6l, masrészt, mivel a keresztmetszet vékonyfalid volta is megvaltoztatja az
erGjatékot.

Lebelle [7] megoldotta a felfiiggesztett aszimmetrikus I-tarték kifordu-
lasanak problémajat, de levezetése az I-tarté kiilonleges tulajdonsagaira épiil,
igy nem altalanosithat6 az 1. abran vazolt keresztmetszetii gerendakra.

4 |4

12227

1. dabra

1.3. Uj eredmények

Dolgozatunk a kévetkez6kben ad djat az eddigi eredményekhez képest:
a) akét végén felfiiggesatett gerenda kritikus hajlitonyomatékat dltaldnos
vékonyfalii keresztmetszet esetére is meghatarozza,

b) megoldja a feladatot a két végén diafragmival merevitett gerenda
esetére is,

c) kimutatja, hogy a szamitas soran nem elég csak egy tagot flgyelembe
venni az alakvaltozasfiiggvény Fourier-sorabél.

1.4. Feltevések

a) A gerenda anyaga tokéletesen rugalmas;

b) a gerenda keresztmetszete vékonyfald, nyitott, szimmetrikus, alakja
kifordulas kézben is valtozatlan marad;
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¢) a gerenda hajlitdsi merevsége a fiiggoleges sikban ol)'fan nagy, hogy a
gerendatengelynek a kifordit6 teher-okozta meggorbiilése elhanyagolhaté;

d) ateher fiiggéleges, s a gerenda szimmetriasikjaban, tetszfleges magas- -
sagban hat. Keresztirinyu eloszlasat nem k&tjiik meg, de feltételezziik, hogy a

I. tablazat
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beléle szirmaz6 keresztiranyd hajlitids nem deformalja szamottevéen a kereszt-
metszet alakjat, s igy az eredeti keresztmetszet-alakkal szamolhatunk.

e) A teher kifordulas kézben is megtartja eredeti irinyat.

Minthogy a teher a valésagban tobbnyire a gerenda sajat silya, mely
keresztirinyban az ivhossz mentén egyenletesen oszlik meg, a gyakorlati sza-
mitas megkonnyitésére az I. tdblazatban megadjuk néhany keresztmetszet
esetére a kozépen ébred§ keresztiranyid hajlitényomatékot az 6nsily hatdsara.

A feliiletegységre juté terhet p-vel jelsltiik (kp/m?). A kériv-, hullim- és a
szirny-keresztmetszet hajlitonyomatékit annak feltételezésével szdmitottuk
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ki, hogy a keresztmetszet lapos, azaz ivhossza a vizszintes vetiiletével helyette-
sithetd. A keresztiranyd hajlitényomatékot akkor tekintjiikk pozitivnak, ha
az alsé szalban okoz hiizast. Az 1. dbra legalsé (U-) keresztmetszetét nem tiin-
tettiik fel, mivel az ismert, szilardsigtani médon egyszerten szamithatjuk ki
benne az igénybevételeket.

Ha az 1b. abranak megfelelden megforditjuk az I. tablazat gerenda-
keresztmetszeteit, a keresztiranyd nyomaték megtartja negativ elgjelét, azaz
ismét az alsé szalban okoz nyomaist.

Nem foglalkozunk a gerendéban ébredd membran-nyiréfesziiltségek és
keresztirainyd hajlitényomaték szamitasmdédjaval, mivel ezt a dongahéjakrél
sz6l6 miivek, pl. [8], részletesen targyaljak.

y 2. Altalanos ésszefiiggések

A levezetéshez sziikséges jeloléseket a 2. abran tiintettiik fel.

Az energia-médszerhez el8szor is a kifordult tarté belsd és kiilsé munkdjdt
kell felirnunk. Ezeket a céljainknak legmegfeleldbb alakban gy kaphatjuk
meg, hogy a [6]-ban gorbetengelyd ivekre felirt kifejezésekben az 1/R = O
helyettesitést végezziik.

2.1. A bels¢ munka kifejezése

A belsd munka képlete a kivetkez§ lesz:
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.
= GI; a tarté csavardsi merevsége,
= E I, a tart6 géatolt csavarisi merevsége
a T nyiraskézéppontra vonatkozdan,
B, = E I, a tarté vizszintes haljitdsi merevsége,
az S sdilyponton dtmend x tengelyre vonatkozdan.

pﬁ

E hirom mennyiség értékét néhiny keresztmetszetre a 3. dbrdn adtuk meg.

@ a keresztmetszetek elforduldsa a T nyiraskozéppontjuk kériil,
vy a T nyiraskozéppontok vizszintes eltoléddsa. (V6. a 2. abrdval))

2.2. A Liilsé munka kifejezése
A kiils6 munka kifejezését [6]-ban az ivtengely mentén dllandé M, hajlité-

nyomatékra irtuk fel. Ez 1/R = 0 helyettesitéssel igy alakul:

M, 1
=
k 9 .

(Pozitiv hajlitényomatéknak ebben a dolgozatban azt tekintjitk, amelyik az

*_dp  dvg
dz dz

dz. 2)

o Piy (de
2e — d - o _. T JY I (2
Ty ] (dz

alsé szalban okoz hiizdst.)
jg és ]3 a keresztmetszet geometriai adataitél fiiggd allandék, a kovetkezd
definiciék szerint:

3
djo = Sa2dF , (3a)
I,
b* . fxyid
S B’ S 3b
d Jy I, (3b)

Szamértékiiket a 3. dbran adiuk hleg. A (2) kifejezés jobb oldalan az integraljel
alatt allé kifejezés a fajlagos hosszvaltozasnak megfelelé 9w/8z mennyiséget
jelenti (pontosabban: e mennyiségeknek a hajlitasi fesziiltségeknek megfeleld
integralt alakjat a keresztmetszeten). Ha tehat valtozik az M hajlitényomaték,
akkor be kell vinni az integréljel. ald, hogy igy a z tengely mentén valtozé
hajlitasi fesziiltségeket mindig csak a neki megfelel§ dw/dz-vel szorozzuk meg.
Minthogy csak egyenletesen megoszlé teherrel foglalkozunk, a hajlitényomaték
a kévetkezd:

M= —g- (Iz — 22). (4)

Ezt (2)-be helyettesitve, és a rovidség kedvéért bevezetve a

2 20
K, =2 — dj? —~ b;y

()
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jelolést, a kdvetkezét kapjuk:

. q (! do
=2 tz-»lk
; 4L(z z)[ o(dz

P_de dur |, (6)
dz dz

Tovabbi kiilsé munka szarmazhatik abbél, hogy a teher P tamadéspontja
(2. abra) nem esik a nyiraskdzéppontba. Ilyenkor a keresztmetszet elfordulasa
kozben a P pont is megvaltoztatja a magassigat, mégpedig

o

t(1 — cos @) ~2 '
mértékkel. igy a megoszlé teher ‘
t 1l
=2\ o2ds . ')

2 Jo

nagysagi kiils6 munkat végez.

Végiil még figyelembe kell venniink azt a munkat is, amit a teher a tarté-
nak az F felfiiggesztési pont koriili elfordulasa kévetkeztében végez.

A teher P tamadaspontjainak dsszekiots egyenese a kiforduldsi ¢ és vr
alakvaltozasok kovetkeztében vizszintes sikban meggorbiill. A P pontok
vizszintes eltoléddsa tehat:

vVp=vp — -, (8)

esz. A kiils§ teher gl = ) ereddje igy e meggorbiilt vonal silypontjiaban fog
hatni, azaz -
fsvpdz . fhor dz—tﬂ,tpdz
l - l

— v O

mértékkel tolodik el vizszintesen az eredeti helyérdl. Minthogy a tarté a vég-
keresztmetszetek F pontjaban van felfiiggesztve, e pontok koriil szabadon el-
fordulhat. Akkora y sziggel fog elfordulni, hogy a Q teherereds éppen a felfiig-
gesztési pontok fiiggslegesébe keriill vissza. Igy a 2d. dbra alapjan felirhatjuk,

hogy

Y
p=—. (10)
f
A kiilsd teher munkéja pedig e p elfordulas kovetkeztében
L;"qu-‘ S )0 —cospymgl- T2 — gt (11)
cosy | 2 2f
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(Ha a felfiiggesztési pont végteleniil magasan van (f = oo), a gerenda vége
egyéltalan nem tud elesavarodni (L, = 0), vagyis megkapjuk a ,,villas” meg-
tamasztast.)

A teljes kiilst munka kifejezése tehat a kovetkezs lesz:

q (¢ dp\? dp dvu;
Ly=-">*| (z —2)|K,|—/—| — — dz
“ 4J0( )[ O(dzv dz dz +.

LU I M L 12
+ 2J0<P z+2fvg, (12)

ahol vy értékét a (9) képlet adja meg.

A belsd és a kiilsé munka (1) és (12) kifejezését egyenl§vé téve, a kifordité
terhet gy hatarozhatjuk meg, hogy felvesziink mind p-re, mind pr-re egy-egy,
a peremfeltételeknek megfelel§ fiiggvénysort (Fourier-sort), s az egyes fiigg-
vénytagok egyiitthat6i szerint minimalizaljuk a kifordité teher kifejezését.
Az igy kapott homogén linearis egyenletrendszer determinansat zérussal
egyenldvé téve, annyiadfoki egyenlet adédik a kifordité teherre, amennyi e
fiiggvénysorokbdl figyelembe vett tagok szama [10].

3. Kozelitések

3. 1. Az oldalirdnyi meggorbiilés elhanyagoldsa

Vizsgalataink szerint nem elegendd a két sornak csak egy-egy tagjara
szoritkozni, ezért a szamitas ily médon meglehetésen bonyolult lenne. Nagy-
mértékben egyszeriisithetjiik azonban a feladatot a kovetkez§ megfontolas
alapjén. v
El626 vizsgélataink szerint [5], [6] 4llandé hajlitényomaték és villasan
megtamasztott gerenda (f= oo) esetében igen j6 eredményt kapunk az
1. dbranak megfeleld keresztmetszetekre azzal a kozelitéssel is, hogy a gerenda
vizszintes hajlitdsi merevségét, By-et (a C csavarasi merevséghez képest) vég-
telen nagynak vessziik, azaz elhanyagoljuk a nyiraskézépponti tengely viz-
szintes sikd meggorbilését (vr = 0), s csak az elcsavarodasi alakvaltozéast
vesszitk figyelembe. Ennek azonban el6feltétele az, hogy a keresztmetszet
szabad széle a hajlitasb6l nyomdst kapjon. Esetiinkben a nyoméfesziiltség a
keresztmetszet felsé szalaban keletkezik, tehat a vy = 0 (By/C = oo) kézelités
csak az la. dbranak megfelels keresztmetszetekre ad j6 eredményt.

Ezenkiviil még azt is figyelembe kell venniink, hogy az [5]-ben targyalt
allandé nyomatékhoz és villas megtiamasztashoz az altalunk most vizsgalt
esetben az all a legkdzelebb, ha a megoszlé teher a nyiraskézéppontban hat
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(t = 0), s a felfiiggesztési pont végteleniil magasan van (f = oo). Igy ugyanis
mind L}, mind L}’ zérus (lasd a (7) és a (11) képleteket), s csak a hajlitényoma-
tékbél szdrmazé Lj marad meg (6). Mar most — egyeldre f = oco-t véve — a
helyzet a kovetkez§. Ha t negativ, akkor az ennek megfeleld, vagyis a nyiras-
kozéppont alatt haté teher (7) szerint negativ munkdt végez, tehat gatolja az
elesavarodast, s8t, kellden nagy negativ ¢ esetén teljesen meg is akadilyozza;
ha L; = —Lj, akkor a tiszta elcsavarodasbél nem jéhet létre kiils§ munka. igy
végtelen nagyra adddnék a kifordité teher. Nyilvanvalé tehat, hogy negativ
t esetében a valésagban mind nagyobb szerephez jut az elhanyagolt v alak-
valtozis, s ezzel egyiitt nd a v elhanyagolasibél szirmazé hiba is. Ha viszont
t pozitiv, akkor — ugyanezen gondolatmenet alapjan — kisebb lesz vy szerepe,
mint a nyiraskézéppontban haté teher esetén. Ezek alapjan tehat targyala-
sunkban ismét csak az la dbra keresztmetszeteire szoritkozunk, ami énsilyteher
esetén pozitiv t-nek, vagyis a nyirdskézéppont felett hato teher esetének felel meg.

Az 1b Abra keresztmetszeteit tehat kizarjuk a tovabbi targyalasbél.

Ha a felfiiggesztési pont f magassagat csokkentjiik, akkor ez (11) szerint
szintén néveli a kiils§ munkat, tehét a fenti gondolatmenet szerint viarhatéan
csokkenti, vagy legalabbis nem néveli a vy elhanyagolasibél szarmazé hibat
a villas megtamasztis (f = oo) esetéhez képest [6]. '

Osszefoglalva a mondottakat, a kévetkezdkben csak az la dbrinak meg-
felel§ kereszimetszetd gerendikkal, s csak a nyiraskézéppont felett haté
teher esetével foglalkozunk, viszont elhanyagoljuk a nyiraskézépponti tengely
meggdrbilését a vizszintes sikban (vr = 0), és a keresztmetszeteknek csak a
nyiraskdzéppont koriili ¢ elforduldsdt vessziik figyelembe.

3.2. A peremfeltételek és a p(z) elcsavarodisfiiggvény

Amint méar a 2.2, pontbeli levezetéshdl is kitiint, a felfiiggesztés folytan
a gerenda az F felfiiggesztési pont kérill merevtest-szeriien fordul el, s ezt a o
elfordulast kiilonvalasztva kezelhetjiik a keresztmetszetek ¢(z) elcsavaroda-
satél. Igy a ¢(z) fiiggvényt tgy vehetjiik fel, mintha a gerendavégek ,,villasan”
volnanak megtamasztva, azaz a z = 0 és z = I helyeken a ¢ = 0 feltétel ki-
elégitésével.

A tovabbiakban kétféle tartévég-kialakitassal foglalkozunk. Az elsd
esethben a gerenda végkeresztmetszetei szabadok, azaz nem gatoljuk meg ten-
gelyiranyi alakvaltozasukat (4a abra); (itt az ,,0sszekété rid™ csupén a fel-
fiiggesztésbl szdrmazé keresztiranyd nyomaték felvételére szolgal). Ebbél az
kovetkezik, hogy a végkeresztmetszetben nem ébred gatolt csavarisi
o,fesziiltség, ami [10] szerint a

d’g
dz?

=0 (13)
feltétellel egyenértéki.
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e
Ha viszont a gerenda két végét hajlitasra is végteleniil merev diafragmaval
latjuk el (4b abra), akkor ez [6] szerint megakadilyozza a végkeresztmetszetek
tengelyiranyt alakvaltozasat (az ,,6blosodést™), ez pedig [10] szerint a

do
— =0 14
dz (14)

feltétellel fejezhetd ki.

a)

osszekdtd rud

merev  didfragma

4. abra

Ennek megfeleléen a ¢ elcsavarodasfiiggvényt szabad tartovég esetén
szinusz-sor, diafragmas tartévég esetén pedig koszinusz-sor forméajaban vehet-

jik fel.

4. Megoldas szimmetrikus alakvaltozas esetére

4.1. A kifordito teher meghatdrozdsa szabad tartévégek esetében

Az elesavarodasfiiggvényt a (13) peremfeltételnek megfelelden a

‘P=2¢n'sinn—7-2; n=13,5,... (15)
n

sor alakjdban vessziik fel (5a abra). (Az antimetrikus alakvaltozast képviseld
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paros sorszami tagokat kihagytuk, mivel a levezetés soran kiilsnvalnak a szim-
metrikus tagoktél és nagyobb kritikus terhet szolgaltatnak, lasd az 5. pontot.)

A belso munka (1) kifejezése az

Cn? C, nt
L,= n2e2 4+ —— Snpte2; n—1:3.5 0
S >nte; + e ; @ :

n

(16)

29,
¢, (1-cos %Lz}

5. abra

eredményt szolgaltatja. A kiilsé munkahoz sziikséges v eltolodas (9) szerint a

kovetkezd lesz:
2t @ :

V5 b e m NN LT e de 3 SR R 17

Q = % % 17)

Ezzel a kiilso munka (12) szerint igy alakul (V6. [10] 109. oldalaval):
R L ( n?n? 1 mn(m?® + n?)
Ly = n e e M Ok g
k i [%% v Z %;«r P s s 5
( ~ —"’—] : (18)
% m
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Az bsszegezésekben n=1,3,5, ... ésm=1, 3,5,..., de az m szerinti
osszegezésekbdl ki kell hagyni az m = n tagokat és a kettds dsszeghen minden
(m, n) kombinaciét csak egyszer kell venni. Az energia-médszer szabalyai sze-
rint [10] most képezniink kell a

E’L_ﬂ_o 7

3¢, S,

kifejezéseket. Ezek a kovetkezd linearis egyenleteket szolgaltatjak minden
nre (n=1,3,5 ...

2 2 2 2 2 7
B e (R Moot WY V4 O R ) DR PRTR. L | Y
5 3 n*-n? f
2 2 2
+16 M-K, N '""(:" +9"2) g — ! > 9. (19
m  (m®*— n?) nt-n fm m

Itt a rovidség kedvéért hevezettitk a

l2
--98_ -M (26)

jelolést. Az bsszegezésekben m =1, 3, 5, ..., de ki kell hagyni az m = n
tagot.
Ha mindegyik ¢@,-re felirjuk a (19) egyenletet, az igy kapott egyenlet-

rendszer determinénsat 0-val egyenldvé téve a kritikus

qkr'12
My, =2
k 8

hajlitényomatékra a ¢ sorabél figyelembe vett tagok szdmaval egyezs fokszami
egyenletet kapunk.

Ha csak egy tagot vesziink, akkor n = 1, az m-es tsszeg pedig teljes egé-
szében elmarad, s igy a kovetkez§ egyszeri osszefiiggés adédik My,-ra:

C +C, 22
K, + 1,747 + 1,416 2)f 7

M,, = 2,155 (1)

Kér tag esetén viszont a kiovetkezd masodfoki egyenletet kapjuk Mj,-ra:

aM}, + bM,, +¢=0, (22)

MTA VI. Osutdly Kézleményei 37, 1966



4

VEKONYFALU, FELFUGGESZTETT GERENDAK KIFORDULASA 397
ahol az egyiitthaték a kovetkezdk: ~

2 3
a=5145K2 1 12,36 - K,1 + 10,17 K, ~ + 1,612 + 1,441 L,  (23a)
f - f
. ¢
b= —|2429-K,C +1042,7K, ~ +

+19,74-:C + 1597,5#%’ +-

t? * C
+ 14,58 — C + 1280,8 — - - s (23b)
f J

C c:

¢ = 21,92 C2 + 2163 Cl—; +19214—F . (23¢)

Néhény esetre kiszamitottuk a kritikus hajlitényomatékot a (21) és a
(22) képlettel, hogy megallapithassuk mennyire tér el a kéttagd p-vel szamitott
kifordit6 nyomaték az egytagii gp-adta eredménytsl. Azt taldltuk, hogy az el-
térés abban az esetben a legnagyobb, ha

a) C,=t=0.

1

-

Ekkor f tetszéleges lehet, mivel csak a ¢/ f kifejezésben szerepel, de termé-
szetesen f > 0. Erre az esetre tobb g-tagra is kiszamitottuk a kritikus nyoma-
tékot és a kovetkez§ eredményeket kaptuk:

1 tag: M, = 2,155 »I((?A (100°%,) ,
0
. 2 tag: 1,215 ( 56,5%),
3 tag: 1,096 - ( 50,99),
4 tag: 1,055 ( 499%),
5 tag: 1,037 ( 48,1%)

!

A figyelembe vett tagszam novekedésével tehat a kritikus hajlitényoma-
ték értéke (C; = t = 0 esetben) egyre jobban megkazeliti a két végén er§parral

terhelt gerenda )
C

Mk"=190—

[}
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kritikus hajlitényomatékat, de ennél kisebb értéket nem vesz fel.
b) Ha C;, = 0,1t = K /2, f = oo:
1 tag: M, = 1,150—KC— (100%,),

0

2 tag: 0,954 ( 83%),

¢) Ha C,[I? = C[100,¢ = 0, f = tetszbleges:

1 tag: M, = 2,368% (100%,),

2 tag: 1,779, ( 75%),

d) Végil ha C;, =0, t = K2, f= K,j2:
C

Ltag: M, =08348-"  (100%),
0

2 tag: 0,7824 ( 93,8%).

A fenti adatokbél barmely esethen tajékoztatdst kaphatunk a kéttagi
g-figgvény alapjin szamitott My, (22) hibajardl. '

Amint latjuk, az egy- és kéttagi @-fiiggvénynek megfeleld eredmények
a harom utolsé esetben lényegesen kozelebb éllnak egyméashoz, mint a leg-
kedvez6tlenebb C; = t = 0 esetben, igy varhaté, hogy a tébb ¢-taggal kaphaté
pontosabb eredménytdl valé eltérésiik is sokkal kisebb. Mivel minden gyakor-
lati esetben C; > 0 és t > 0, a (22) képletet mindig kielégitéen pontosnak
tekinthetjiik, mert hib4ja Iényegesen kisebb a C; = t = 0 esetben kimutathaté

1,215 — 1,037

1009, = 17,29
1,037 70 /o

eltérésnél. (Az eltérés elsGsorban akkor csokken, ha ¢ > 0.) Nincs akadalya
természetesen annak sem, hogy t6bb tagot vegyiink figyelembe, s ennek meg-
felelden magasabbfokid egyenletbil hatarozzuk meg az M), értéket.

Az egytagi g-vel kapott (21) képlet pontatlan ugyan, de megvan az az
elénye, hog y igen szemléletesen mutatja a kiilsnb6z8 tényez8k (C,C,/I%, K,
t, f) egymashoz viszonyitott szerepét és nagysagrendjét.

4.2. A kifordité teher nagysiga diafragmds tartévégek esetében

Az elesavarodasfiiggvényt most a (14) peremfeltételﬁek megfeleld

‘P=2(1—cos—nl—nz

n

, n=2,4,6,... (24)
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alakban vessziik fel (5b. abra), mely ismét csak a szimmetrikus alakviltozas-
nak megfelel§ tagokat tartalmazza. A belsé munka (1) szerint igy a kivetkezd
alakban adédik:

Cn2 C,n*
L, = —— n2 @ 4 1 N nt i, n=2,4,6,.... 25
b 41 %‘ ¢n 413 = ¢ ( )

n

A (9) dsszefiiggés szerint:

sz_l.z‘q)n, n=2,4‘,‘6,..., (26)

n
és ezzel (12)-nek megfelelden a kiilsé munka:

m2n2

2n 1} -
— =8 NYgnp, ———
+4] ?2",99 @ (mz—nz)ﬂl+

n .

—\ _(Pn +422 Pm Pn

+ql f 2%+242¢m%

(27)

A minimalizalas utan pedig a kévetkezd egyenletek adédnak minden n-re

(n=24,6, ...):

2 2 2 2 2
«pn{"z c+a —"—-f—]~ it }+12z+8‘7u+
- 28
2 n? =2,4,6,...
L16MK, N 8Mi (1 +:~vg, =0, ™ 2,4,6,
o (m? — n?)? , s m=n
Ha csak egy tagra szoritkozunk, akkor az
C+C, 4n®
M ) 2 _
kr =~ 3 : a =
8 (n 1 ] 3 1 ¢
Kol o — |4+ St = —
S ETIREETS R 2 f
C+c, 4;’”5 -
= 1,234 — SR — : (29)

0,884K, +O7:)t+05}
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kifejezést kapjuk. Két tag figyelembevétele esetén pedig a (22) masodfokit
agyenlet adédik a kévetkezd egyiitthatékkal:

2 3
a=1,772 K2 + 2,318 K, t + 1,640 K, ? 4 0,200 ¢2 + 0,160 ff ., (30a)

b— — [5.42K, c+54o91<,,c +2961tC+3974t Lo
Cj , (30b)
C, C:
¢ == 3,896 C* 4 769,1 €~ 424291 L. (30c)

-

A pontossag ellengrzése céljabol ismét kiszamitottuk C, = ¢ = 0 (f tetszSleges)
esetre, tobb tagszdmra, M), értékét. Az eredmények a kévetkezdk:

1. tag: Mk,=1,394kc— (100%)

0

2. tag: 1,137 ( 81,5%)),
3. tag: 1,071 ( 77%)5
4. tag: 1,044 ( 75%,),
5. tag: 1,029 ( 73,8%,).

A figyelembe vett tagok szdmanak ndvelésével tehat most is egyre jobban
kozelitjik meg a két végén erdparral terhelt gerenda

A/[kr - 1,0 —C"‘

0

kritikus hajlitényomatékat, ugyaniigy, mint a szabad végi gerenda esetében.
A végdiafragmik a C, = 0 feltevés kovetkeztében ugyanis nem merevitik
a gerendat. Az a tény, hogy a végdiafragmas gerenda ugyanolyan tagszam
esetén kisebb kritikus nyomatékot ad a szabadvégiinél, esupin a jobb konver-
genciat mutatja s nem kévetkezik belole, hogy a diafragmas g(*renda gyengébb
a szabadvégiinél.

Ebbdl az ésszedllitasbél kitiinik, hogy a C; = ¢t = 0 esetben a diafragmas

végi gerenda kritikus hajlitényomatékat — ugyanannyi figyelembe vett
tagszdm esetén — lenyegesen pontosabban kapjuk meg, mint a szabadvégi
gerendaét.
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A végdiafragmik a C; > 0 é 1 > 0 esetben természetesen novelik a
kritikus nyomatékot a szabadvégl gerendaéhoz képest, de — mint a szim-
példabél is lathatjuk — altaldban elég kismértékben.

A wvalésdgban alkalmazott diafragmak nem wvégtelen merevek haJhtasra,
fgy merevit§ hatasuk is valamivel kisebb, mint a szamitasba vett végtelen
merev diafragméké. Minthogy azonban a diafragmak merevitd hatdsa amigyis
kicsi, véleményiink szerint nem érdemes ezt a kiilonbséget figyelembe venni.

4.3. Megjegyzések

Viltozé hajlitényomaiték esetére vigy irtuk fel a kiilsé munka (6) képletét,
hogy az allandé nyomatékra levezetett (2) kifejezéshen a nyomatékot bevittiik
az integraljel ala. Ezzel azonban csak a z-irdnyid o,-fesziiltségek munkajat
vettiikk helyesen figyelembe, a valtozé nyomaték esetén mindig keletkezd
7 nyiréfesziiltségek, valamint a teher helyzetétsl fiiggd keresatirdny
oy-fesziiltségek "(pontosabban: a keresztmetszet érintdje irdnyaban miiksds
keresztiranyd o-fesziiltségek) munkajat azonban még nem. Marpedig 4 feliilet-
szerkezetek stabilitdsvizsgalatara szolgdlé energia-kifejezésekben [10] a o,
munkéjan felil még a v és o, munkajat is figyelembe kell venniink a kiilsé
munka végzésekor. Mi ehelyett a tehersillyedés Lj (7) munkajat irtuk fel.
Ki kell tehit mutatnunk, hogy ez megegyezik 7 és o, munkajaval.

Ezt a vizsgélatot az egyenletes teherrel terhelt, villisan megtamasztott
(f = oo) diafragma nélkiili V-keresztmetszetli gerendan végeztiik el. Felirtuk
a kiils§ munkakat egyrészt az itt bemutatott (6) és (7) képletekkel, masrészt
a lemezelmélet [10] egyenleteivel, a két félgerendat egy- egy siklemeznek sza-
mitva. Feltételeztiik, hogy a nyiraskézépponti tengely (a V-keresztmetszetek
alsé csticspontjait 8sszekstd vonal) egyenes marad, azaz By = oo, s az dssze-
hasonlitis egyszeriibbé tétele érdekében a (15) sorhél csak az elséG tagot vettiik
figyelembe. Kétféle teherhelyzetet vizsgaltunk: el6szér a nyiraskézéppont-
ban haté teher esetét (t = 0), majd az onsily hatasat, ami a lemezelmélet
szerint a lemez felilletén egyenletesen elosztott terhet jelent, s eredOJe a ke-
resztmetszet magassiganak felében hat (t = d/2).

A lemezelmélet szerinti szdmitast itt nem részletezziik; eredménye azon-
ban mindkét esetben teljesen megegyezett azitt bemutatott szamitasméd ered-
ményeivel. A nyiréfesziiltségek mindkét esetben ugyanakkora pozitiv kiilsd
munkat szolgéltattak, de ez a nyirdskézéppontban haté teher esetén éppen
egyenl§ a keresztiranyi o-fesziiltségek negativ munkajaval, s igy kiesik. On-
silyteher esetében pedig az ennek megfelelSen megvaltozott keresztiranyu
o-fesziiltségek még egy akkora pozitiv tobbletmunkat szolgaltatnak, amely
pontosan egyenld a (7) kifejezéssel.
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Ezzel kimutattuk, hogy a dolgozatunkban bemutatott médszer helyes
¢és egyszeriibb tdton ugyanazokat az eredményeket adja, mint a lemezelmélet
munkaegyenletei.

Fenti eredményiinkkel sszhangban van az a tény is, hogy ha f= oo,
vagyis ha a megtamasztas ,,villds”, akkor a kiilsé és a bels6 munkara a 2.
pontban levezetett kifejezéseink — némi atalakitas utan — megegyeznek
CawALLA [3] eredményével.

a,

o o 0% 2 p=pl-27)

PR R e

b,

% . 5
g  ppoosyz

S s

6. dbra

5. Megoldas antimetrikus alakvaltozas esetében

Roviden megvizsgaljuk még mind szabad, mind diafragmas gerendavég
esetében a szobajohetd antimetrikus alakvaltozdst, s 6sszehasonlitjuk az ennek
megfeleld kritikus terhet a szimmetrikus alakvéltozas alapjan kordbban le-
vezetett kritikus teherrel. Az egyszeriiség kedvéért csak egytagii elcsavarodas-
fiiggvényt fogunk felvenni, s feltételezziik, hogy tébbtagi elecsavarodas-
fiiggvények esetén ugyanilyen, vagy hasonlé ardnyok allnak fenn az anti-
metrikus és a szimmetrikus alakvaltozas kritikus terhei kozott.

5.1. Szabadvégii gerenda esete

A legegyszeriibb antimetrikus elcsavarodést a 6a abra mutatja. Ebbdl a
4.1. pontban leirt médon a kritikus hajlitényomatékra a kiovetkezd kifejezést
kapjuk:
— ,,,,,*___C x
Ko or=8f -

Mi;\timetr. 5, (31)

Az F felfiiggesztési pont kériili elfordulasbhél szarmazé L}’ munkarész most
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-

negativ, mivel a két véglap, ellenkezg elfordulasa kovetkeztében,
, @3
J(1 — cosp,) Nf—go—

mértékkel kénytelen emelkedni.

Az egytagi szimmetrikus elcsavarodasfiiggvénybél kapott (21) kifeje-
zéssel valé dsszehasonlitas azt adta, hogy az antimetrikus alakvaltozas kritikus
terhe csak negativ f-ek esetén lehet kisebb a (21) kifejezésnél, ez viszont a teher
tamadaspontja alatti felfiiggesztést jelent, ami amigy sem fordul els. Igy
szabadvégii gerendak kritikus terhét mindig a szimmetrikus alakvaltozis alap-
jan levezetett képletekkel kell szdmitanunk.

5.2. Diafragmads végii gerenda esete

A gerenda alakvaltozasat a 6b abra szerint véve fel, az

2
C+C —-
Mantimetr.w 7 ' L 32
kr —"8_ - 2 1 9 ( )
+ - +e—
°l12 4] 4

kritikus nyomaték adédik, az el3z8 esethez hasonléan most is negativ Ly’-vel

és f.qi/2 teheremelkedéssel. A kénnyebb osszehasonlitas kedvéért (32)-t
és a megfelel§ egytagi szimmetrikus alakvaltozashoz tartozé (29)-et a kévet-
kezd alakba irjuk: '

C
14 a2 [-CL
+"(cn] C

Mgt = 1234 z , (33a)
0,884 1 0,75 (_’_) o5 WK K,
KO : (f/Ko)
14+ (__(i'o_)
Mantimetr. . ] 934 Clz »g—. .
* t f\K (33b)
1,071 +(_) _2 (»_) 0
K, K,

Az Osszehasonlitast C,/(Cl?)-nek a gyakorlatban eléfordulé két szélsd
esetére, 0-ra és 0,01-re végeztiik el. Az eredményt a Ta—b abran tiintettitk
fel.

Az fIK,, t/K , koordinitarendszerben dbrazolt ellipszis mentén Mjr™™ " =
= M,?;‘time". Az ellipszis belsejében az antimetrikus kihajlasi alak, kiviile
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pedig — a pozitiv f-ek tartomanyéra szoritkozva — a szimmetrikus kihaj-
lasi alak ad kisebb kritikus nyomatékot.

Az eredményt gyakorlatilag kénnyen felhasznalhaté alakban a 8. abran
tiintettiik fel: itt (C,/CI?) fiiggvényében abrazoltuk (f/K )-nak azokat az érté-

c : %
Lodar fx, £ 0.536'(“5(/‘(‘)

%/

' 7. dbra

keit, amelyek felett mindig a szimmetrikus kihajlasi alak a mértékadé. A
C,/CP = 0 és 0,01 esetekhez tartozé értékeket az egyszerliség kedvéért egye-
nessel kotottiik dssze. Ha (f/K,) egy adott esetben a vonal ald esnék (ami
gyakorlatilag csak kivételes esetben fordulhat el5), akkor meg kell vizsgalni a
7. abra ellipsziseit, ill. az antimetrikus alakvaltozashoz tartozé kritikus nyo-

matékot.
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6. Szampélda

Ellenérizziik a 9. abran vazolt vékonyfali gerenda oldalirdnyd stabilitdsit beemelés
kiozben és elhelyezés utdn, mégpedig el8szor szabadvéget, utdna diafragmads véget feltételezve.
A keresztmetszet jellemzd adatait a 2. és 3b dbrak szerint szamitjuk.

e = t = -+ 39,5 cm,
jel =0,
Jy = —0,812,
f = 130 cm,
2
K, =2 —jgd— j;’,%- =179 4+ 0 + 0,812. 1432/65 = 335cm,
{ = GI; = 150 - 5% - 286/3 = 1,79 - 10 Mp cm?,
C, = EI, = 360 -0,001596 - 5 - 65% - 143% = 3,54 - 10'° Mp cm?*,
C,/ir = 3,54 - 101918002 = 1,09 - 10* Mp cm?.
(f
(Ko)min
0188
00935
¢
0 0,01 CI?)
8. dbra

% 7=130
{6 | d3E5 h=5%m

ke (=18,00m _11 e=t-395cm

2b=286 cm

£=360 Mp/crn"’ G=150 Mp/cm?

9. dbra

6.1. Szabadvégii gerenda

6.11. Ellendrzés felfiiggesatett tartévégek esetében
A masodfoki egyenlet egyiitthatéi:
(23a): @ = 1785,5 + 10* cm?
(23b): b = —2094 - 108 Mp cm?,
(23¢): ¢ = 1145,9 - 10'* Mp? cm®,

(22): MiEttagt — 77,0 Mpm,
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az egytagi (21) képlettel pedig )
MEEYtaglt — 97,0 Mpm
adédik.
Kiszdmitottuk még hiaromtaga @ felvételével is a kritikus nyomatékot:

Mjjromtasi — 76,1 Mpm.

Ha az egytagd eredményt 1009 -nak tekintjiik, akkor a két- és hiaromtaga 79,5%, ill.
78,59%. Ezt a 4.1. pontban kézolt 9 -értékekkel 6sszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a
konvergencia ebben az esetben lényegesen jobb a C, = t = O esetre kimutatott konvergencia-
ndl, amit a két és hiarom tag eredményének Gsszehasonlitdsa is bizonyit. A kéttagi eredmény
hibija a hiromtagiéhoz képest esetiinkben csak 1,269%,.

Osszehasonlitasul kiszdmitjuk még a két végén erépdrral terhelt rad kritikus nyomatékat,
valamint a derékszégii négyszdgkeresztmetszetii felfiiggesztett gerendédra érvényes képletszolgal-
tatta kritikus hajlitényomatékot is, hogy lassuk, mekkora hibdt kdvetnénk el, ha ezeket a
képleteket hasznalnénk.

A végein erépdrral terhelt gerenda esetében [10], {5]:

n?
C+Cig (1,79 + 0,0109.9,87) 10°

K, - 333 = 56,6 Mpm.

konst __
Mkr -

(Ez a képlet természetesen nem veszi figyelembe sem a felfiiggesztés tényét, sem azt, hogy a
teher a nyiraskézéppont felett hat.)
A derékszogii négyszoghkeresztmetszetre érvényes harmadfokid egyenlettel [4]:

ME8YS208 — 1420,0 Mpm.

(Ez a képlet viszont a keresztmetszet vékonyfalii voltat hagyja figyelmen kiviil, valamint azt,
hogy a nyirdskdzéppont kiesik a silypontbdl.)

6.12. Osszehasonlitdsképpen kiszamitjuk a kifordité nyomatékot a gerenda elhelyezése
utan is, oldaliranyban csuklés megtimasztast feltételezve. A képletekben igy f = oco-t kell
helyettesiteniink:

-

(23a): @’ = 743,9 - 10* em?,

(23b): b = —2046,3 - 10° Mp cm3,
(23¢): ¢ = 1145,9 - 1012 Mp? cm?,
(22): M,, = 78,0 Mpm,

azaz csak 1,39;-kal tébb, mint feifﬁggesztett dllapotban.

6.2. Diafragmds végii felfiiggesztelt gerenda
A masodfokd egyenlet egyiitthatdi:
(30a): a = 94,5 - 10°% cm?,
(30b): b = —2285 ¢ 10° Mpem?,
(30¢): ¢ = 12145 - 10'*Mp? cm?,
- (22): M2 = 79,1 Mpm,

ami alig nagyobb a szabadvégii gerenda kritikus nyomatékanal. Amint latjuk tehat, a végdia-
fragma csak igen kismértékben néveli a gerenda stabilitidsit. Ha pedig figyelembevessziik,
hogy a végdiafragma nem végtelen merev, akkor a szabad- és a diafragmas vég eredményének
szamtani kozepét véve

it + 179,

=78,55 Mpm
adédik, ami csak 29,-kal tobb a szabadvégl gerenddénal.
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