A SZAMELMELET ALAPTETELEROL.

Bevezetés.

1. Az elemi szdmelmélet alaptételét — amely szerint min-
den természetes szdm lényegében® csak eqyféleképpen dllithato
eld torzsszdmok szorzataként — a tankonyvek legtobbnyire
vagy a legnagyobb kozos osztd, vagy a legkisebb kozés tobb-
szoros alaptulajdonsagainak felhaszndldsdval bizonyitjak be. A
legnagyobb ko6z6s oszton alapulod targyalds® abbél indul ki,
hogy két egész szammak, a-nak és b-nek,® legnagyobb koézis
osztoja, d, eldallithato

d = ax + by (1)

alakban, ahol x és y egész szamok. Ezt vagy a legnagyobb ké-
z0s osztd meghatarozdasdra szolgdlé Evkripes-féle algoritmus se-
gitségével bizonyitjdék be, vagy tgy, hogy megmutatjik, hogy a
legkisebb pozitiv egész szam, mely az (1) alakban elédllithato,
osztoja a-nak is, b-nek is. A legkisebb koz6s tobbszordson ala-
puld targyalas* kiindulopontja az a tétel, hogy két egész szam
legkisebb koézés tobbszérése® osztoja barmely k6zos t6bbszoro-

1 Azaz a tényezdk sorrendjétsl eltekintve.

2 L. pl. P. G. Lerune DiricHLET: Vorlesungen iiber Zahlentheorie,
Braunschweig (4. kiadas, 1894), 4., 5., 8. §; P. BACcHMANN: Niedere Zahlen-
theorie, erster Teil, Leipzig (1902), 34., 35., 40., 41. old. -

3 Egész szamon mindig racionalis egész szamot értek; latin kis beti
mindig ilyent jelol.

4 L. pl. GrosscHMID Latos: Eldaddsok a mathematika elemeibd.l, Buda-
pest (1923), 2., 6., 7. §; E. Lanvav: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, erster
Band, Leipzig (1927), 5—12. old.

S Azaz pozitiv kozos tobbszoroseik legkisebbike.
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siikknek. Mind a két targyalasmod a torzsszdmok alaptulajdon-
sdgdnak bebizonyitasdval folytatodik, amely szerint egész sad-
mok s:zorzata csal gy lehet oszlhato eqy torzsszdmmal, ha
valamelyikik osz'hato vele.
Ebbél viszont a szamelmélet alaptétele — amely nyilvén igy
is fogalmazhato: ha
Pile---Pr = ¢19s: - -qs> (2)
Ahol . Poyevey Prs Qqs Qor-+os Qs AN torzsszdmok, akkor r=s és
Pis Do~ -5 Pr SO1TENAESL ellekintve ugyanazok, mint q,, qi..., ¢s —
példaul 7 szerinti teljes indukcioval adodik. Ha » =1, akkor a

tétel evidens:® ekkor ugyanis (2) szerint

P1 = 4192+ ++4s>

ami, minthogy p, térzsszam, csak ugy dllhat fenn, ha a jobb-
oldalon is csak egy tényezé van s az egyenl6 p,-gyel. Tegyiik
fel, hogy igaz a tétel, ha a baloldalon » tényezé van; akkor
7+1 tényez6 esetére igy adodik: ha

PiP2-« - PrPr+1 = G192+ s (3)

akkor a ¢,q,...¢s szorzat oszthaté p,.s-gyel, tehat, minthogy
Pr+1 torzsszam, valamelyik tényez6je is; de mivel ezek is torzs-
szamok, valamelyikik, példaul ¢, egyenlé kell hogy legyen p, -
gyel. De akkor (3)-bol

FiP2e e Pr = Q192+« - Gk—19k+1- - -qs;

itt mar csak » tényezé all a baloldalon, tehat a feltevés szerint
r=s—1 és a baloldalon all6 tényezék sorrendtél eltekintve ugyan-
azok, mint a jobboldalon allok; igy r-41=5 és Py, Poyer -y Prs Prst
sorrendtdl eltekintve ugyanazok, mint ¢, g,,..., 4s-

2. Ismeretesek azonban a szamelmélet alaptételének a leg-
nagyobb kézos oszto és a legkisebb kozos tébbszords fogalmi-

6 Még inkabb evidens a tétel »=0 esetében (0 tényezdbél allo szorza-
ton 1-et szokas érteni).
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tol fiiggetlen bebizonyitisai is. Mar Gauvss? is adott kozvetlen
bebizonyitast a torzsszamok alaptulajdonsagara; tjabban pedig
F. A. Lixoemany,® ZerMELO® és Krappavr?® kozoltek nagyon
egyszert kozvetlen bebizonyitasokat a szamelmélet alaptételére.
Ez utobbi kérilmény késztet arra, hogy kézoljem azt a bebizo-
nyitast, melyet az 1932/33. tanév ota tébb egyetemi eldadi-
somban is tdrgyaltam. Ez a bebizonyitas a kovetkezé lemman
alapul :

Ha négy nemnegativ egész szdm, a, b, ¢
és d, teljesiti az

ab = cd (%)

eqyenletet, akkor vam tovdbbi néyy oly
nemnegativ egész swam, t, u, v, w, hogy

A= b=l e o — . * (5)

(A t, u, v, w szamokat célszeri az oldalt lithato tablazatban

elhelyezni.)
Ez a lemma — amelyet a tovabbiakban «négyszamtétel»
néven fogok emliteni — nyilvinvalo kovetkezménye a széam-

elmélet alaptételének.’ Az 1. §-ban azonban megmutatom, hogy

7 C. F. Gavss: Disquisitiones aa'ithmelz‘c.ae, Sectio secunda, art. 13.,
14., Werke, erster Band, Goitingen (Zweiter Abdruck, 1870), 14., 15. old.,
1. még KimrscHAK JOzseF : Matematikai versenytételek, Szeged (1929), 16,
17. old.

8 F. A. Lixpemaxy: The Unique Factorization of a Positive Integer,
Quarterly Journal of Math., Oxford Series, 4 (1933), 319—320. old.

9 E. ZErMELO : Elementare Betrachtungen zur Theorie der Primzahlen,
Nachrichten Gittingen, Math.-Phys. Klasse, Fachgruppe I : Mathematik, Neue
Folge, 1 (1934), 43—46. old., kiilonosen 43—44. old.

10 (i, KLAPPAUF: Beweis des Fundamentalsatzes der Zahlentheorie, Jahres-
bericht der Deutschen Math.-Ver., 45 (1935), 150. old. .

11 Ennélfogva a négyszamtétel érvényes minden olyan integritasi tarto-
ményban, amelyben az egyértelmii torzstényezds eldallitas tetele érve’pyes;
I. A. Korserr: Vollstindige Lésung einer neuen diophantischen Avutgahe,
Math. Annalen, 112 (1936), 395—410., kilondsen 396—397. old. }\ORSELT
szerint (természetes szamok esetére, a szamelmélet alaptételének k'ovetkez-
wényeképpen) mar EULER ismerte a négyszz’untétel])en foglalt allitast.
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nagyon egyszertiien be lehet bizonyitani a szamelmélet alap-
tételének felhasznalasa nélkiil is.

A négyszamtétel «csirdjéban» mutatja meg a szamelmélet
alaptételének okat. Ha ugyanis valamely n pozitiv egész szamot
kétféleképpen kezdiink el szorzatra bontani: n = ab, n = cd,
akkor alkalmas tovabbontds utjan: a=tu, b=vw, illetéleg c—tv,

d =ww, mindkettéb6l ugyanahhoz az

n= tuvw felbontashoz juthatunk (mint

ezt az 1. abra szemlélteti). Minthogy ha-

sonléan minden, a tovabbi szétbontds

kozben lehetséges «eldgazas» utin ko-

vetkezik be ilyen «Gsszetaldlkozdsy,

plauzibilis, hogy a legvégén minden

szétbontas ugyanabba a végsd szét-

bontasba torkollik. Ez a gondolatmenet

megfogalmazhato tgy, hogy a szam-

1. 4bra. elmélet alaptételének bebizonyitasat

adja : kittinik innen a négyszamtételnek

a szamelmélet alaptételével valo tisztan kombinatorikai kap-

csolata. E kapesolat kombinatorikai természetének kidom-bori-

tdsdra a 2. §-ban a négyszamtételr6l a szamelmélet alap-

tételére valo attérést szemléletesen, grdfelmeéleti tétellént fogom

megfogalmazni, mégpedig kétféleképpen is. Ugyanitt megmu-

tatom, hogy ez az dtmenet, ha nem helyeziink sulyt a meg-

gondoldas kombinatorikai jellegére, minden grafelméleti meg-
fogalmazas nélkil is, nagyon egyszertien elvégezhetd.

A 3. §-ban a négyszamtételt dltaldnositom tobbtényezds szor-
zatokra és ez altaldnositas segitségével ujbol bebizonyitom a
a szamelmélet alaptételét. A 4. §-ban pedig megmutatom, hogy
a négyszamtétel nem tekintheté a szamelmélet alaptételének
bebizonyitasdra szolgaloé ad hoc modszernek, hanem az elemi
szamelmélet szamos mds tétele is kénnyen kovetkezik beldle.
Olyan tételekrél van szo, amelyeket rendesen a legnagyobb ko-
76s oszto (1) eléallitasabol, néha a legkisebb kozos tébbszorés
fentemlitett alaptulajdonsagdbol szoktak bebizonyitani; a négy~

e ——
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szamtétel segitségével valé bebizonyitisuk azonban didakti-
kai szemponthél elényésebb, mert konnyebben megjegyezheto :
ugyanis minden egyes esetben nyilvanvald, hogy melyik az a
négy szam, amelyre a négyszamtételt alkalmazni kell.

1. §.

3. A négyszamtételt a szerint mené teljes indukcioval fo-
gom bebizonyitani; azaz egyrészt megmutatom, hogy igaz e
tétel négy oly «, b, ¢, d szamra, amelyek kézil @ =0, mds-
részt, hogy, ha (adott pozitiv @ mellett) igaz a tétel barmely
négy oly a’, b', ¢/, d’ szamra, ahol a' < a, akkor igaz (tetsz6-
leges b, ¢, d mellett) az a, b, ¢, d szamokra is.'?

Ha a=0, akkor (4) szerint cd=0, tehdit vagy ¢=0, vagy d=0.

g =) =) Az elsé esetben a bal- 0=

oldali, a masodikban a |
c d jobboldali tablazatbol c | d
olvashatok le ¢, u, v, w
a 0 d oly értékei, amelyek az a c 0
(5) egyenletnek eleget 2
b b 1 tesznek. b 1 b

Tegyiik fel most mér, hogy a négyszamtétel igaz négy oly
a' b, ¢, d szimra, abol a'< a; feladatunk megmutatni érvé-
nyességét az a, b, ¢, d szamokra (a>0) is. Osszuk el ¢c-t a-val,
legyen a hanyados'® ¢, a maradék r; akkor

c=aq+nr 0<r<a. (6)

12 Az alkalmazasok szempontjabol elég volna a négyszamtételt abban az
esetben bebizonyitani, ha a, b, ¢, d egyike sem 0; azonban épp a telje.s
indukei6val valo bebizonyitas megkénnyitésére célszerii azt is megengedni,
hogy valamelyikiik 0 legyen. — Szimmetria-okokbol fel lehetne tenni, hogy
a a legkisebb a, b, ¢, d koziil ; ez azonban nem egyszerfisitené lényegesen
a bebizonyitast.

13 Ha a>e¢, akkor természetesen ¢g=0 (és r=c).
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Innét és (4)-bol ab = cd = aqd + rd,

rd =a (b — qd). (7)

Minthogy » < a, alkalmazhatjuk a négyszamtételt az o' =7,
b'=d, ¢'=a, d'=b—qd szdmokra ;1* van
tehit négy oly ¢, j, k, | szam, hogy (. a

jobboldali tablazatot)

r=1j, d=Fkl, a=ik, b—qd =jl. (8)
(8) mésodik és negyedik egyenletébol
b=gqd+jl=(gk+)l &)

(6)-bol, (8) harmadik és els6 egyenletéhol

¢ = ikq + i = i (kq + ). (10)
(8) harmadik egyenlete, (9), (10) és (8) ma-
sodik egyenlete *®> mutatja, hogy a bal-
oldalt all6 tablazatbol leolvashato t =1,
u==Fk v=Fkq+j w=1 szimok eleget
tesznek az (5) egyenleteknek, qu. e. d.

4. Az (5) egyenletekbél nyilvdanvalo, hogy, ha a, b, ¢, d egyike
sem 0, akkor ¢, u, v, w is pozitiv egész szamok ; tovébbd, hogy, ha
a, b, ¢, d mind nagyobbak 1-nél és sem a=¢, b=d, sem
pedig a =d, b = ¢ nem 4ll, akkor f, w, v, w kéziil legfeljebb
egyik lehet egyenlé 1-gyel.

2, §.
5. Legyen 7 adott, 1-nél nagyobb egész szam. Az 7 szam
faktorizdciés grdf-jan a kovetkezé §, irdnyitott grafot® eértjik.
Feleltessiink meg » minden

% = RNy Ny

14 Ezek egyike sem negativ; o/, b’, ¢'-re ez vilagos, d'-re pedig (7)-bél
kovetkezik.

15 Ha a==0, akkor (4)-b6l és (5) els6, harmadik és negyedik egyenleté-
b6l mar kévetkezik (5) masodik egyenlete is, ugy hogy (9) tulajdonképpen
nélkiilozheto. 3

16 A grafelmélet itt felhasznalt alapfogalmaira nézve 1. D. KoniG : Theorie
der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig (1936) 1. §-at.
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1-nél nagyobb egész tényezék szorzataként valo eldallitisdnak
(beleértve az r = 1 esetnek megfelels n =n el6allitast is) egy-
egy pontot, mégpedig két elGallitdsnak akkor és csak akkor
ugyanazt a pontot, ha azok csak a tényezék sorrendjében tér-
nek el egymastél. A P és () pontokat akkor és csak akkor
kossiik 6ssze egy @ irdnyitott éllel, ha a P-nek megfelelé
szorzateldallitasbol (roviden: a P el6allitdshol) a Q eléallitds nugy

2. abra.

jon létre, hogy valamelyik tényezdjét tovabb bontjuk két ténye-
zére. Pl. a 60 faktorizdacios grafjat, Fe-at, a 2. dbra szemlél-
teti (a két pontozott él1 itt figyelmen kiviil hagyando). Ha p
primszém, F, egyetlen egy szogpontbol &ll s éle nincs.
Nyilvanvalo, hogy §, véges graf. Ugyanis » elédllitasainal csak
véges szami szam johet figyelembe tényez6ként (minden tényezd
kisebb lévén 7-nél); s a tényezék szama nyilvan (joval) kisebb,
mint n. E szerint §,-nek véges szami szogpontja van,'” tehdt

X7 Sn szogpontjainak szama az az f(n) fiiggvény, amellyel két dolgozatom-
ban: A «factorisatio numerorum» problémajarol, Mat. és Fiz. Lapok, 38

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL 3

TR
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(minthogy két-két szogpont legfeljebb egy éllel van Gsszekétve)
éleinek szama is véges.

Ha 7 valamely P szorzatel6allitdsdnal valamelyik tényezé
Osszetett szam, akkor ennek két tényezére vald szétbontdsaval
oly eloallitishoz jutunk, amelybe visz P-bél F,.-nek éle.*® For-
ditva is, ha §,-nek P-bél indul ki éle, akkor a P elddllitasnal
legaldabb egy tényezé Osszetett szam. E szerint a szamelmélet
alaptétele tgy fejezheté ki, hogy az §,. faktorizdcids grdfnak
eqyetlen eqy olyan szégpontja van, amelybdél nem indul ki él.

Vilagos az is, hogy %, minden szégpontjiba, kivéve az n—n
«egytényezés eléallitisnak» megfelel§ P, pontot, fut éle F,-nek;
ha ugyanis a P eldallitisnal legalibb két tényez6 van, akkor
e két tényezét szorzatukkal poétolva oly O eléallitast kapunk,
amelybél visz P-be él. Ebbél nyilvin kovetkezik, hogy az F,
graf dsszefiiggd; ugyanis barmely szogpontjabol el lehet jutni
a graf éleibdl allo Gton (nyilellenében) P,-ba, tehdt (Py-on at)
barmely mas szégpontba is.

Az ¥, grafnak mincs ciklusa (azaz irany szerint 1s egymas-
hoz csatlakozo, egyszeru zart vonalat alkoto6 P P PPs, G
Pk_lpk, PkPI élei). Ez nyilvanvalo kovetkezménye annak, hogy, ha
135 éle Fn-nek, akkor a () elddllitasnal (eggyel) tébb tényezd
szerepel, mint a P eldallitasnal.

6. A négyszamtétel folyomdanyaként a & =%, grafnak a ko-
vetkezé tulajdonsiga van:

T tutajdonsdg. Ha 1—35 és PR a © grdafnak valamely szig-
pontjdbol kiindulo, két kilonbozd szégpontba futd élei, akhor
van ®-nek oly S pontja, amelybe (Q-bél is, R-bdl is visz
G-nek pdlyavonala*® (1. 3. abra).

(1931), 1—15. old. és Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der
Zahlen, erste Mitteilung, Acta Scientiarum Math., 5 (1930—32), 95—107. old.
foglalkoztam.

18 A PQ &t P-bsl hiinduld, Q-ba futé, P-b6l Q-ba vivé élnek mondom ;
hasonléan késébb palyavonalak esetén.,

19 Azaz irany szerint is egymashoz csatlakozé éleinek onmagat nem
metsz6 nyitott vonalat alkoto sorozata. (Ciklus nélkali grafnil az onmagat
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Legyen ugyanis a P eléallitas
=t e

és keletkezzék ebbél a ( eldallitas azaltal,
hogy n~t ab-re, az R elédllitis pedig az-
altal, hogy =t cd-re bontjuk fel (i, 7 =1,
2,..., vagy 7). Ha ¢=j, akkor a&llitasunk
evidens: (-ban m-t cd-re bontva ugyan- o wral
ahhoz az S eldallitishoz jutunk, mintha
R-ben n;i-t ab-re bontjuk, 1ugy, hogy (:)_S és RS élei Fn-nek.
Tegyiik fel tehat, hogy ¢ =j; akkor

T — st == (]

tehdt a négyszamtétel szerint van négy oly szam, t, u, v, w, hogy

g —=tus b= c—l, d— .

Minthogy Q és R kilénbozé pontok, sem a =¢, b =d, sem
@ = d, b= c nem allhat, tehat a 4. megjegyzése szerint ¢, u, v, w
kozil legfeljebb egyik lehet 1. Ha

egyik sem 1, akkor jelentse (' a

()-b6l a-nak tu-val, R' az R-bél

c-nek tv-vel valo poétlasaval kelet-

kezé eléallitast; akkor (Q'-ben b-t

vw-vel, R'-ben pedig d-t ww-vel po- -

tolva ugyanahhoz az S elléallitéihoz

jutunk, gy, hogy @TS és RR'S a

kivint tulajdonsdgti pélyavonalak

(4. abra). Hasonléan jarhatunk el, y

ha ¢, u, v, w koziil valamelyik 1;

ekkor ezt az 1-gyel egyenld tényezét

el kell hagynunk, Gigy, hogy Q' vagy

Q-val, vagy S-sel, R' vagy R-rel, 4. abra.

nem metszés feltétele magatol teljesiil.) Az iranyitast nem tekintYe egymé.s-
hoz csatlakozo élek onmagat nem metszd nyitott vonalat alkoté sorozatat

uinak nevezik.
3
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vagy S-sel lesz azonos; ekkor tehat a ég és RS élek a kivant
tulajdonsagtu pdlyavonalak.

7. E szerint a szamelmélet alaptétele bennefoglaltatik a kévet-
kezé altalanos grafelméleti tételben :

Ha & odsszefiiggd, véges, ciklus nélkili, T tulajdonsdgi ird-
nyitott grdf, akkor &-nek egyetlen egy olyan U pontja van,
amelybdl nem indul ki él.

Hogy van ilyen U pont,®® az koézvetleniil belathato. Valasz-
szuk ugyanis P-et @ pontjai koziil tetszélegesen, P,-t, Pp-at,. . .
pedig sorra ugy, hogy ®-nek legyenek 131}_;2, f’gﬁ;, élei.
E pontok sorozatdaban nem fordulhat el6 ismétlédés (mert
G-nek nines ciklusa), tehdt a sorozatnak vége szakad (mert
& véges); utolso pontja a kivant tulajdonsaggal bir.

Annak megmutatasira, hogy ilyen U pont csak ey van,
bebizonyitom, hogy, ha & valamely U pontjabol nem indul ki
él, akkor barmely mas A pontjabol visz U-ba pilyavonal. (Eb-
b6l persze kovetkezik, hogy A-boél indul ki él.) Tegyiik fel, hogy
ez nem 4ll és legyen & egy leheté legkevesebb ponttal biro
olyan osszefiiggs, véges, ciklus nélkili, 7' tulajdonsagu graf,
amelynek van két oly pontja, U és A, hogy U-bol nem indul
ki él és A-bol nem visz U-ba palyavonal.

Minthogy & o6sszefiiggé, van oly e utja, amely A-t U-val
osszekoti (. 5. dbra). Legyen w-n B az elsé olyan pont U-t6l
szamitva, amelyb6l nem visz U-ba palyavonal (ilyen pont van,
ha m&is nem, akkor A).

_Legyen B szomszédja az w uton U felé C' (C+ U, mert sem
UB sem BU él nines, az elébbi az U-ra tett feltevés, az utohbi
a B definicioja miatt); a feltevés szerint van olyan = pélyavonal,
amely C-b6l U-ba visz. Legyen = C-bél kiinduld éle CD. Mint-
hogy = minden pontjdbél visz U-ba palyavonal, B nincs rajta
7-n; tovabba az w 0t BC élének irdnyitasa sziikségképpen (_3—5’,

20 Ez a tény, J,-re alkalmazva, annak felel meg, hogv n felbonthato
torzstenyezdk szorzatara.
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kiilonben a BC 6l és = a B-bél U-ba vivé palyavonalat adna.
Ennélfogva a 7 tulajdonsig miatt ®&-nek van oly E pontja,
ahova B-bél is, D-bél is visz palyavonal (ebbél eg gyébként nyilvan-
vald, hogy D =+ U).

Tekintsiik most azt a G’ iranyitott grafot, amelyet B, D,
tovabbd ®-nek azok a pomijai alkotnak, amelyekbe vagy B-bél,
vagy D-bél visz G-nek palya-
vonala, tovdbba ®-nek azok
az élei, amelyeken legaldabb
egy ilyen palyavonal &atmegy.

A 7 palyavonal DU szakasza,

valamint a BE, DE pélyavo-

nalak ®'-héz tartoznak. Ennél-

fogva G’ Gsszefiiggd; ugyanis

barmelyik sz6gpontja 6sszekot-

het6 vagy B-vel, vagy D-vel,

tehat, minthogy ezek (E-n at)

egymassal is dsszekothetok, &'

barmely szogpontja Osszekot- 5. abra.

het6 barmely masik szogpontja-

val is. Minthogy ®'része ®-nek, vilagos, hogy véges és cikltl;s_zlél-
kiili graf. Tovabba &' is 7 tulajdonsdgt. Legyenek ugyanis PQ és
PR (O %= R) élei G'-nek; minthogy ezek -nek is élei, van
G-nek oly S pontja, amelybe Q-bol is, R-bdl is visz palya-
vonala. Azonban e palyavonalak (s igy az S pont is) hozzitar-
toznak G'-héz is; ugyanis a DP vagy | BD palyavonalat (ilyen
van, mert P pontja ®'-nek) akar a PO &llel és a QS palya-
vonallal, akar a PR éllel és az RS pédlyavonallal meghosszab-
bitva G-nek D-bél, illetéleg B-bél kiindulo palyavonalit kapjuk.

Minthogy ®'-nek kevesebb szogpontja van, mint ®-nek
(ugyanis G nem lehet pontja ®'-nek. mert G-nek nincs ciklusa),
®'-re 4ll a bebizonyitando allitas. U-bol ®'-nek sem indulhat
ki éle, tehat adodik, hogy ' minden pontjabol visz &'-nek
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palyavonala U-ba. Ez azonban ellentmond annak, hogy B-hél
nem visz U-ba palyavonala &-nek, tehdt &’-nek sem.

8. Az imént bebizonyitott tétel végtelen grifokra nem érvé-
nyes, amint ezt a 6. dbran szemléltetett, lefelé hatartalanul
meghosszabbitandé graf mutatja. Ennek az Gsszeftiggd, T tulaj-
donsdgt grafnak nines ciklusa; mégsem indul ki sem az U,
sem az U, szégpontjabol éle.?* Kénnyen meg lehet adni olyan

6. abra.

veéges, Osszeftiggd, T tulajdonsagu, de ciklussal biré grafot is,
amelynek két ilyen szégpontja van.*?

9. Annil meglepébb viszont, hogy a T tulajdonsdg egy kis
modositdsaval olyan tételhez jutunk, amelynél nem kell a graf-
rol feltenniink sem azt, hogy véges, sem azt, hogy nines ciklusa.
Ez a modositott 7" tulajdonsdg a kovetkezé:

Ha PQ és PR a & grdfnak valamely svogpont]abol ket ki~
lonbozo pontjiba vivd élei, akkor vagy van G-nek (QB vagy
RQ irdnyitdsi) QR éle, vagy pedig van olyan S pontja &-nek,
amelybe Q-bdl is, R-bdl is visz ele G-nek.

Be fogom tehat bizonyitani a kévetkezd tételt:

21 A P pontot és a beléle kiindulé két élt el lehetne hagyni ; azért vet-
tem ezeket hozza a grafhoz, hogy, a faktorizacios grafokhoz hasonloan,
csak egy olyan pontja legyen, amelybe nem fut €l

22 Jlyen graf keletkezik pl. a 6. abran lathaté grafbol, ha P és a beléle
kiindulo élek elhagyasa utan azt hengerre rajzoljuk ugy, hogy a «pagoda»
legfels6 «emelete» egybeessék valamelyik alsé «cmelettels.
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Ha a ® dsszefiggd irdnyitott graf T’ tulajdonsdagu, akkor
legfeljebb ®® eqy olyan U pontja lehet, amelybsl nem indul
ki él.

Ismét elegendd bebizonyitanunk, hogy, ha a & graf U pont-
jabol nem indul ki él, akkor & barmely mdsik A pontjabol
visz U-ba palyavonal. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez ® valamely
A pontjara nem édll. Kossiik 6ssze
A-t U-val ismét & egy o utjaval
és legyen ezen, U-t6l szamitva, B
az els6 pont, amelyb6l nem visz
palyavonal U-ba, legyen tovabba (¢
a D pont szomszédja az o uton U
felé. Akkor G-bél visz = palyawonal
U-ba és a BC ¢él iranyitdsa CE.

Legyen #-n, U-t6l szamitva, D
az elsé olyan pont, amelyb6l indul
ki olyan DE él, hogy FE-b6l nem
visz palyavonal U-ba (l. 7. abra);
ilyen D pont van, ha mds nem, akkor
C. Vilagos, hogy D==U ; legyen F a D N B
pont szomszédja 7-n U felé. £ nincs
rajta 7-n (kiilénben vinne K£-bé6l palyavonal U-ba), igy minden-
esetre E==F. A T' tulajdonsag szerint a kovetkez6 harom eset
koziil valamelyiknek allnia kell:
ekkor [-bél is indulna kl oly FE &, amelynek maSIk vég-
pontjabol nem v1sz U-ba palyavonal.

b) G-nek van EF éle. Ezaz él n F U szakaszéval egyiitt
E-bél U-ba vivé palyavonalat adna, ellentétben E definiciojaval.

c) ©- nek van E-bél és F-bél ugyanabba az S pontba vivé
ES és FS éle. D definicioja szerint S-bél visz U-ba palya-

23 Konnyen latni, hogy ha ® végtelen graf, akkor nem feltétlenil van
ilyen U pont.
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