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A HILBERT-FELE BIZONYITASELMELET
CELKITUZESEI, MODSZEREI ES EREDMENYEIL"

Kozmonddsos a matematika csalhatatlansdgdba vetett hit:
«lyan biztos, mint hogy kétszer kettd négy», mondjuk valamirél
annak kifejezésére, hogy nem fér hozzd kétség. Talin csak az
orvostudomdnyban biznak még hasonlé mértékben a laikusok.
Az orvos, betege érdekében is, esalhatatlannak mondja modszereit ;
egymas kozott azonban az orvosok is élesebb kritika ald veszik
tudomédnyuk eredményeit. Nekiink matematikusoknak is tisztaz-
nunk kell, hogyan is dll a dolog a matematika csalhatatlansdgdval.

A matematikdanak az ad tekintélyt a laikus elGtt, hogy a valo-
sagra alkalmazva mindig helyes eredményre vezet; bizonyitéka
ennek tobbek kozott minden mérnéki szdmitds szerint épitett
haz, lift, hid, amely nem ddl 6ssze, nem szakad le. Ez a tény azon-
ban nem pusztdn a matematikdn mulik, hanem a kérnyez§ vildg-
nak egy éppenséggel nem magdtol értet6dd tulajdonsdgdn ;2
e miatt ez a tény médsképp nem igazolhat6, mint empirikusan.

1 A Kir. Magyar P4zmany Péter Tudoményegyetem Elméleti Fizikai
Intézetének kollokviumdn 1939. november 3-an tartott eléadds masodik
felének részletes kidolgozisa. Az elbadds elsé fele a halmazelmélet
elemeirél adott attekintést; ezeket itt ismerteknek teszem fel.

2 Val6ban, a matematikdnak a kérnyezd vildgra valé minden egves
alkalmazisa végelemzésben az id6 valamely () fiiggvényének valamely
helyen val6 meghatdrozdsat kivanja. a rendelkezésre 4ll6 adatok mind
az f(t) fuggvénynek a t<{, helyeken valo viselkedésére vonatkoznak,
ahol ¢, a jelen pillanat. Ugyanis mindaz, amit a természetrdl biztosan
tudunk, a multra s a' jelenre vonatkozik; ezekbdl kell — megfeleld
elmélet feldllitdsa és esetleg az id6t explicite nem is tartalmazo mate-
matikai miveletek Gtjan — egy. rendesen a jovélre, esetleg a multra
vonatkozo6 ismeretlen adatot meghatdroznunk. BEgy cseppet sem magd-
tol értet6dos, hogy a szobanforgd f(t) fiigg'\'ényok minden egyes eseétben
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Ha a gyakorlati alkalmazdsoktol eltekintiink, a matematika
csalhatatlansdgdn azt kell érteniink, hogy matematikai modszerek
nem vezethetnek egymasnak ellentmond6 eredményekre. Ebben
sokaig nem is volt okunk kételkedni. El6szér az infinitézimdlis
szémitds vezetett olyan modszerekre, amelyekkel, kell§ el6vigyd-
zat hijan, egymdsnak ellentmondé eredményekhez lehetett jutni.
Maguk az infinitézimdlis analizis nagy megalkot6i, Newron és
LeBNiz, az elméletnek rohamos, a quantumelméletéhez hasonld
tejlédése folyamdn nem értek rd a «kell§ el@vigydzaty szabdlyait
pontosan megfogalmazni; 6k maguk azonban, s az analizis nagy
rendszerezGje, EULER is, intuiciojuktol vezetve, elkeriiltek minden
ellentmonddsra vezetG okoskoddst. Azonban az utdnuk jové
mdsod- és harmadrangi matematikusok gyakran kovettek el
hibékat az analizis fogalmainak, elsGsorban a hatdrérték akkoriban
rendesen végtelen sor alakjidban jelentkezd fogalmdnak pontatlan
haszndlatdval. Ezek a pontatlansdgok véltottdk ki a sorelmélet
kritikdjat, ami Cavenmy, majd WEererstrass kezében az egész
analizis exakt megalapozdsdhoz vezetett, azdltal, hogy a wvégtelen
kiest és végtelen magy pontatlan fogalmainak szerepét a wégtelen sok
(végtelen sorozat) fogalma vette dt.

Hasonl6an gyors fejlédésen ment 4t a matematika a mult
szazad végén, amikor CANTOR az analizis megalapozdsdra haszndlt
fogalmak kovetkezetes végiggondoldsdaval és tovabbépitésével meg-
alkotta hatalmas mfivét, a «végtelen sok» tudomdnydt, a halmaz-
elméletet. Ez az elmélet tetszdleges elemekhbdl 4116 osszességekkel,
halmazokkal foglalkozik. Jelentésége abban van, hogy egységes
rendszerbe foglalja a matematika valamennyi 4gdt (hasonloan,
mint a Maxwrrr-féle elmélet vagy a quantummechanika a fizika

olyan fiiggvénykategoridhoz tartoznak (pl. olyan differencidlegyenlet
megolddsai kozé), amelyeknél ilyen feladat megolddsa lehetséges. (Az
egyik legfontosabb eset az, amikor az deril ki, hogy f({) konstans.)
A kiilonbség e tekintetben a klasszikus fizika és a quantumelmélet
kozott pusztdn annyi, hogy az f(f) fiiggvénynek a klasszikus fizikdaban
egy-egy rendszerre vonatkozo jelentése van, mig a quantumelméletben
csak olyan f(1) fuggvények szerepelnek, amelyeknek jelentése statisz-
tikai, tehat sok rendszer egyiittes viselkedésére vonatkozik.
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kilonboz6 dgait). Valoban, a halmazelmélet segitségével a matema-
tika t6bbi dgainak alapfogalmai is felépitheték. fgy pl. a termé-
szetes szdmokat véges halmazok szdmossdgainak?® (elemeik szdmd-
nak) tekinthetjiik ; a szdmossdgok osszeaddsét és szorzdsdt a meg-
felel6 — kozos elem nélkiili — halmazok egyesitése, ill. a bel6liik
alkotott parok (két elemfi rendezett halmazok) Osszessége segitsé-
gével definidlhatjuk. A negativ szdmokat a természetes szadmok-
bol, a tortszdémokat pedig az egész szdmokbol alkotott pdrok
segitségével vezethetjiilk be; az irraciondlis szdmokat raciondlis
szdmok bizonyos halmazaival (DepExriNp-féle szeletekkel) értel-
- mezhetjiik ; a komplex szdmokat viszont valos szdmokbol 4ll6
paroknak tekinthetjiikk. De az analizis egyéb fogalmai is halmaz-
elméleti fogalmak specidlis esetei; pl. a végtelen sorozatok specidlis
rendezett halmazok, a fiiggvények specidlis leképezések. Az algebra
is bizonyos halmazokkal (testekkel, gyfiriikkel, esoportokkal)
foglalkozik ; a geometriai alakzatok viszont alapalakzatoknak,
pl. pontoknak halmazai s maguk a tér pontjai az analitikus geo-
metria felfogdsa szerint valés szdmokbol 4116 hdromelemit rendezett
halmazok. De nemecsak a matematika kiilonboz6 fogalmas definidl-
hatok halmazelméleti fogalmakkal, hanem a rdjuk vonatkozd
tételel: is bebizonyithatok a halmazelmélet tételei segitségével,
ugyhogy végelemzésben a matematika minden dga a halmazelmé-
let részének tekinthetd. Viszont a halmazelmélet fogalmai (halmaz,
rendezés, leképezés stb.) szerepelnek, szerepeltek mar joval CANTOR
el6tt, a matematika egyéb dgaiban is; s6t szdmos 4g, mint pl. az
analizis vagy a topoldgia, nem is nélkiilozheti ezeket a fogalmakat
és a velik kapesolatos halmazelméleti modszereket.

Igy megérthetjiik, hogy azok a logikai ellentmondésok, amelyek.
hez a halmazelmélet eredeti heurisztikus felfogdsa, az 4. n. naiv
halmazelmélet vezetett, nemecsak a halmazelmélet, hanem az
egész matematika kritikdjét meginditottdk. Ezek kozil az ellent-

3 A halmazelmélet minden — véges vagy végtelen sok elembdl 4116 —
halmazhoz rendel «szdmossagot»; két halmazhoz akkor és csak akkor
ugyanazt a szamossdgot, ha elemeik kozott kolesondsen egyértelmii
vonatkozds létesitheté.
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mondésok, 1. n. antinémidk kozil legismertebb a kovetkezo
Russernn-féle antinomia. Nevezzink kozonségesnek egy halmazt,
ha nem fordul el§ elemei kozott ; a név arra utal, hogy a legtobb
halmaz ilyen ; pl. a természetes szdmok halmaza, maga nem lévén
természetes szdm, nem fordul el§ elemei kozott. Az antinémia
létrejottéhez nem szitkséges tudnunk, hogy vannak-e mas halma-
zok is, mint kozonségesek ; megemlithetjiilk azonban, hogy a naiv
halmazelmélet szerint vannak, pl. az oOsszes halmazok halmaza
eléfordul elemei- kozott, mert definicioja szerint minden halmaz
eleme neki s § maga is halmaz. Mér most a Russerr-féle B halmaz
az Osszes kozonséges halmazok halmaza; s az antindmidhoz el-
jutunk, ha arra a kérdésre akarunk vélaszolni, vajjon R kézon-
séges halmaz-e, vagy nem. Ha ugyanis R koézonséges halmaz,
akkor, a kozonséges halmazok definicioja szerint, nem fordul el
elemei kozott, holott, R definicioja szerint, minden kozonséges
halmaz eleme R-nek és feltevésiink szerint maga R is kozénséges
halmaz. Ha viszont R nem kozonséges halmaz, akkor, a kozon-
séges halmazok definicioja szerint, el6fordul elemei kozott, holott,
R definicioja szerint, esak kozonséges halmaz lehet eleme R-nek
és feltevésiink szerint B nem kozoénséges halmaz.

A halmazelméletet, a halmaz fogalmanak exaktabbd (s egyuttal
szilikebhé) tételével,” megszabadithatjuk ugyan ettl s a tobbi
eddig felmerilt antinémiatol ; ez azonban nem biztositja azt, hogy
ajabb ellentmondédsok nem meriilhetnek fel. S6t, a halmazelmélet
antin6miai kétségessé tették, vajjon nem bukkanhatunk-e hasonld
ellentmonddsra a matematika mds teriiletein, pl. az analizisben is.
Hiszen azok az idedk, amelyeken pl. az analizis felépiil, alic mond-
hatok plauzibilisebbeknek azokndl, amelyek a halmazelmélet
teriiletén ellentmonddsra vezettek. S6t, mint emlitettiik, az ana-
lizis éppen azaltal szabadult meg régebbi pontatlansdgaitol, hogy
alapfogalmait végelemzéshen halmazelméleti eszkozokkel épitette
fel ujbol s egyébként is lépten-nyomon dolgozik halmazelméleti
modszerekkel. Azonkiviil azok az eljardsok, amelyeknek elkeriilé-

4 Rzt az exaktabba tételt az axiomatikus modszer teszi lehetévé;
erre még majd visszatériink.
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sét a halmazelmélet antinomidinak megsziintetésére filozofiai meg-
gondoldsok alapjan ajanlottdk, mint pl. valamely dolognak egy
olyan oOsszesség segitségével vald definidlisa, amelynek maga is
eleme, nemesak az analizis szamdara nélkiilozhetetlenek, hanem a
matematika minden agdban, még a szamelmélethen is, lépten-nyo-
mon haszndlatosak.®> Igy a halmazelmélet antindmidi a matematika
minden egyes dgdnak ellentmonddsnélkiiliségét kétségessé teszik.

Ezzel a kétséggel szembeallithatjuk azt a tényts hogy sem a
szamelméletben, sem az exakt moédon felépitett analizisben, sem
a geometridban nem taldltak eddig ellentmondéasokat. Nem volna
azonban kovetkezetes dolog ennél a puszta empirikus érvnél meg-
dllnunk. Hiszen mds teriileten, pl. a szdmelméletben, még oly ki-
terjedt tapasztalatok alapjén sem fogadunk el egy allitast tétel-
nek, amig deduktiv mddszerrel be nem bizonyitjuk. Toy pl. a
nevezetes GonpBacH-féle sejtést, amely szerint minden péros szdm
felbonthato két primszém osszegére (ha az 1-et is primszdmnak
tekintjilk), nem ismerjhli el szdmelméleti tételnek ; pedig ameddig
a primszamtdbldzatok terjedelme megengedte, kiprobdltak helyes-
s6gét és fgy joval tobb eseten igazoltdk, mint ahdny matematikai
bizonyitdson tapasztaltdk eddig, hogy nem vezet ellentmondésra.

A matematika ellentmonddsnélkiiliségének matematikai mod-
szerekkel valo bebizonyitdsa a Hiusrrr-féle bizonyitaselmélet G-
tdrgya. Pontosabban a matematika egyes dgainak ellentmondds-
‘nélkiiliségérél kell beszélniink ; hiszen a matematika fejléds orga-
nizmus, mind Gjabb és ajabb dgai keletkezhetnek. Minden egyes
ilyen dagnak, pl. a természetes szdmok aritmetikdjanak (szdm-
elméletnek), az analizisnek, az elemi geometrianak stb. ellent-
mondasnélkilisége kilon-kilon bizonyitaselméleti probléma.

A bizonyitdselmélet els§ feladata, hogy az e problémakban sze-
repld fogalmakat pontosan megfogalmazza. Kétségtelen, hogy
pontosabb megfogalmazas nélkil is érezziik, mely fogalmak, téte-
lek: problémék tartoznak pl. az aritmetika vagy az analizis korébe ;
tovabbda minden matematikus érez magaban képességet arra, hogy

5 {gy pl. lépten-nyomon el6fordul, a szamelméletben is, hogy vala-
mely szamot mint egy szamhalmaz legkisebb elemét definidljuk.
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valamely matematikai meggondolasrol eldontse, helyes-e, vagy
nem. Ez a képesség elegendd arra, hogy a matematika egy-egy
dgdban kutatdsokat végezziink; azonban ahhoz, hogy egy-egy dg
ellentmondésnélkiilisége problémédjahoz matematikar maédszerekkel
hozzédfoghassunk, elengedhetetleniil sziikséges, hogy matematikai-
lag megfogalmazzuk, mit értink a kérdéses dgon (pl. aritmetikédn,
elemi geometridn) és matematikailag definidljunk olyan fogalma-
kat, mint pl. -bizonyitds, ellentmonddsnélkiliség. Ezt a feladatof.
a bizonyitdselmélet teljesen megoldotta, felhaszndlvdn az axioma-
tikus kutatasok és a matematikai logika eredményeit. A bizonyftés-
elméletnek ez a vivmédnya, amelyet teljes egészében HinBErTnek
készonhetink, ismeretelméleti szempontbdél magdban véve is nagy-
jelentéségti dolog és — hasonléan a matematika més teriletein
szerepelt olyan feladatokhoz, amelyek addig pontos megfogalma-
zas nélkil is kézzelfoghatoknak tlint fogalmak exakt megfogalma-
zését kivédnjik — cseppet sem volt olyan konnyfi feladat, mint
amilyennek utolag ldtszik. Meg sem lehetett volna oldani az axio-
matikus modszernek oly fejlett dllaspontrol valo felfogdsa nélkiil,
amelyre HILBERT a geometria alapjaira vonatkozé kutatésai kap-
csén jutott ; tovabbd a matematikai logika eredményeinek a bizonyi-
tdselméleti cél szempontjabol megfelel atalakitdsa és finomitdsa
nélkiil, amely munkaban Bernavst emliti HIiLBERT segitGtarsaként.

Csak e vivmédny birtokdban foghatott hozza a bizonyitdselmélet
tulajdonképpeni feladatdhoz: az egyes matematikai diszeiplinak
ellentmondésnélkiilisége kérdésének megoldasihoz. I téren maga
Hiusert az alapvetd idedk, a szdmelmélet, az analizis, s6t a halmaz-
elmélet ellentmonddsnélkiiliség-bizonyitasa alapgondolatédnak meg-
addsdra szoritkozott, a részletes kidolgozdst tanitvdnyaira bizva,
akik — s minden bizonyitdselméleti kutaté HiLBerr tanitvanyd-
nak szdmithaté — nagyon sok gondolatot meritettek eddig is és
bizonydra meriteni fognak a jév6ben is HiuBErt alapvetd bizo-
nyitdselméleti munkdibol.® A részletek kidolgozdsa kozben kide-
-_G—Telsﬁsurban: D. Hiusert, Neubegriindung der Mathematik,
Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen

Universitat, 1 (1922) 157—177. oldal; Die logischen Grundlagen der
Mathematik, Math. Annalen, 88 (1923), 151—165. oldal; Uber das
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riilt, hogy a cél (megmutatni, hogy, HruBErT szavaival, a matema-
tika feltevésnélkilli tudomény) kordntsines olyan kozel, mint
ahogy HinBerrt létta. Elére nem lathatd, habér latszolag nem elvi,
hanem csak technikai természetdi, mégis lényeges nehézségek
meriiltek fel. E nehézségek miatt a bizonyitdselmélet az ellent-
monddsnélkiiliség terén még ardnylag kevés eredményt ért el;
egyik legnevezetesebb eredménye a természetes szdmok aritmeti-
kajanak ellentmondésnélkilisége, amit nem egészen négy éve

bizonyitott be — ACKERMANN, NEUMANN JANos és HERBRAND
részleteredményei utdn — GeExtzEN. Nagyon fontos és meglepd

eredményeket ért el azonban a bizonyitdselmélet mds idevdgo
kérdések terén, amennyiben felfedte az axiomatikus modszer egyes
nem is sejtett hianyait ; ezek az eredmények egytttal feltartdk a
matematika tovabbi dgai ellentmondésnélkilliségének bizonyitdsa
elé tornyosulé nehézségek okdt is. '

1. Az axiomatikus mddszer.

Annak exakt megfogalmazasdra, hogy mit értsiink aritmetikdn,
analizisen, geometridan stb., segitségére jott a bizonyitdselméletnek
e tudoméanydgak axiomatikus felépitése. A geometria axiomatikus
targyaldsat mdr a régi gorogok megkezdték és megleplen magas
fokig fejlesztették. Céljuk az volt vele, hogy a szemléletnek, ennek
a geometriai kutatdshoz nélkilozhetetlen, de kétségteleniil szub-
jektiv elemeket is tartalmazo eszkoznek szerepét szabdlyozzdk.
E célbol Luxkripes, a gorogok geometridjanak nagy rendszerezdje,
néhdny, véleménye szerint a szemlélet alapjdn mindenki &ltal
evidensnek tartott tételt tett rendszere kiindulépontjivd; ezeket
nevezte axiéméknak.” A geometria tobbi tételeit ezekbdl pusztdn

Unendliche, Math. Annalen, 95 (1926), 161—190. oldal ; Die Grundlagen
der Mathematik, Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitit, 6 (1928), 65—85. oldal; Probleme der
Grundlegung der Mathematik, Math. Annalen, 102 (1930), 1—9. oldal.

7 Hogy EvkLipEs az axiomakat valoban mindenki &ltal elfogadott
tényeknek tekintette, mutatja a zowel évvown (kozos idedk) elnevezés
is, amellyel egy résziiket illeti. Mas résziket alrjuare (kovetelmények,
posztuldtumok) névvel latja el; hogy e szétvilasztdsban milyen szem-
pont vezette, nincs kellGen tisztdzva.
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logikai iton, a szemléletre valé Gjabb hivatkozds nélkiil igyekezett
bebizonyitani. Hogy ezt a tervet — mai szemmel nézve — nem
vitte egészen kovetkezetesen keresztill, hanem egy-két helyen
ontudatlanul is jbol felhaszndlt a szemlélethdl vett tényeket, nem
rohato fel hibdjaul ; ezt a hidnyt késGbbi axiomarendszerek teljesen
potoltak.®

De a matematika tobbi dgaira vonatkozoan is rdvezette a kuta-
tokat hasonld eljaras sziikségességére a kovetkezd meggondolés.
Valamely fogalom definialdséndl, valamely tétel bebizonyitdsdndl
mas fogalmakra, ill. tételekre hivatkozunk. E fogalmakat ismét
ujabb fogalmak segitségével definidlhatjuk s e -tételeket tjabb
tételek segitségével bizonyithatjuk be; azonban, ha sem a cireulus
vitiosus hibajaba nem akarunk esni, sem a soha végre nem hajt-
hato végtelen regresszusba nem akarunk belefogni, meg kell vala-
hol allnunk a definidlasban is, a bizonyitdsban is; azaz bizonyos
fogalmakat, u. n. alapfogalmakat, mar ismerteknek, bizonyos téte-
leket, . n. axiémdkat, mar elfogadottaknak kell tekinteniink.
Az alapfogalmak segitségével a kérdéses diszeiplina minden mds
fogalmat definialhatjuk, az axiomak segitségével minden més
tételét bebizonyithatjuk ; azonban az alapfogalmakrél semmi mast
nem hasznalhatunk fel, mint amit az axiémék kimondanak réluk,
azokat mintegy az axiomak segitségével implicite definidljuk —
mar amennyire ezek egydltaliban meghatdrozzak Gket.

Az alapfogalmak és az axiomdk vélasztdsa bizonyos fokig on-
kényes ; mindenesetre célszeri, de nem logikai sziikségszertiség,
hogy lehetdleg egyszertieknek, kézzelfoghatoknak védlasszuk Gket.
Tgy pl. az elemi geometriaban a pont, egyenes, sik fogalmit, az
illeszkedés (rajtalevés, atmenés), a kozottfekvés és az egybe-
vdgosdg reldcigjat valaszthatjuk alapfogalmakul, axiomédkul pedig

8 A geometria elsé teljesen kielégité axiomarendszerét HiLsrrr alli-
totta ossze ; 1. Grundlagen der Geomelrie c. mGvét (7. kiadds : Leipzig és
Berlin, 1930). A magyarnyelvi irodalomban KerfksArTdé BiLa, 4 geo-
metria alapjairél, 1. kotet (Szeged, 1937) nyujtja az euklidesi elemi
geometria axiomatikus felépitését; targyaldsa tobb szempontbol egy-
szer(ibb HILBERTéNEI. ‘
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O)(-#)6K J*)BFT"

I $-



	Kalmár László: A Hilbert-féle bizonyításelmélet célkitűzései, módszerei és eredményei��������������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	65���������


