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A «FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL.

Bevezetés.

Az additiv szdmelmélet egyik nevezetes, «partitio numerorum»
néven* ismert problémakére valamely n természetes szdamnak
tetszésszerinti szama pozitiv egész szam dsszegeként valo elé-
allitasainak szamossdgara vonatkozik. E sziamossig Eurer ota
szamos vizsgdalat targyat alkotta; Harpy és Ramanusan ? aszimp-

~ totikus képletet is adtak ra. Ezzel szemben a megfeleld mul-

tiplikativ szdmelméleti problémat, amely valamely 7 természe-
tes szdmnak tetszésszerinti szami, 1-nél nagyobb egész szam
szorzataként valé eléallitasainak szamossdgara vonatkozik, tudo-
masom szerint eddig még nem tdrgyaltik.?

1 Sziikebb értelmében hasznalva e kifejezést; tagabb értelemben a
partitio numerorum problémakore felélel minden additiv szdmelméleti
kérdést.

2 . H. Harpy és S. RamanuiaN: Asymptotic Formulae in Combina-
tory Analysis, Proceedings of the London Math. Society, (2) XVII (1918),
76—115. oldal, vagy Collected Papers of SriNivasa Ramanuvian (Cambridge,
1927), 36. cikk, 276—309, oldal. A szobanforgs aszimptotikus képlet egy-
szeriihb bebizonyitasara nézve 1. KoNRAD KNOPP : Asymptotische Formeln der
additiven Zahlentheorie, Schriften der Kénigsberger Gelehrten Gesellschaft,
naturwissenschaftliche Klasse, 2 (1925), 45—74. oldal.

3 Ezzel szemben annak az (egyszeriibb) additiv szimelméleti problé-
manak, amely valamely n természetes szamnak adott A szamu egész szam
osszegeként valo elGallitasainak szdmossagara vonatkozik, multiplikativ
szamelmeéleli analogonjaval «Piurz-féle osztoproblémar néven szimos munka
foglalkozik ; 1. pl. G. H. Haroy és J. E. LirtLEwoop: The Approximate
Functional Equation in the Theory of the Zeta-function, with Applications
to the Divisor-Problems of DiricHLET and Pirrz, Proceedings of the Lon-
don Math. Society, (2) XXI (1923), 39—74. oldal.
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2 KALMAR LASZLO.

kell mondanunk, hogy két eldallitas kiilonb6zének szémit-e, ha
csak a tagok, illetéleg a tényezdk sorrendjében térnek el egy-
mastol. Az additiv eléallitisok esetén csak az a definici6 vezet
problémdhoz, amelynél a tagok kiilonbéz6 sorrendjével felirt
felbontasok nem tekintendék kiilonbozéknek, mert a mdsik
definicio mellett, tehat ha a tagok sorrendjére tekintettel va-
gyunk, a felbontdsok szama”* — mint teljes indukcioval min-
den nehézség nélkiil adodik — 27—1. A multiplikativ eléallita-
sok esetében azonban az eléallitisok szamanak egyik definicidja
sem vezet trividlis szamelméleti fiiggvényhez. Jelen dolgozatban
telintettel vagyok a tényezdk sorrendjére is, tehat a kovetkezo-
képpen definidlt f(n) szdmelméleti fiiggvényt — n «factorisatioi-

nak» szamat — vizsgdlom: f(n) jelenti az n szamnak
N =N, Ny (=
alaka eléallitasainak szamat, ahol k£ = 0,> 1,° 2,...; n,, n,,..., ny

1-nél nagyobb egész szamok; végiil az (1) és az
0= N o T
eléallitaisok akkor és csakis akkor tekintend6k azonosnak, ha

2oay I‘ 2 o U L 2 ’ X U
o= T = s g = Mgysis 5y M == i

Minthogy f (n) valtozasa szabalytalan (pl. valahanyszorn torzs-
szam, [ (n) =1, mig kilénben f (n) tetszés szerint nagy értéke-
ket is felvesz), ezért nem f (n)-re magira, hanem az

L FW) @) et F)

n

% Beleértve az «egy tag Osszegére» valé nem-tulajdonképpeni felbon-
tast is.

> O-tényezds szorzat jelentése 1; ez tehat csak n —1 esetén lép fel:
(1) =15

6 E szerint a nem-tulajdonképpeni, «egy tényezd szorzatara» valo fel-
bontas is szamitando.
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A (FACTORISATIO NUMERORUM)» PROBLEMAJAROL. 3

kozépértékre fogok aszimptotikus képletet adni: bebizonyi-
tom, hogy

f[A+f@+---+fm Lone
n g 3 @

ahol p a {(s) =2 egyenletnek * egyetlen 1-nél nagyobb valés
gyoke,® R értéke pedig
s X logn ;
R= S T g (0)-
n=9

A (2) aszimptotikus képlet abbol a ténybol fog kovetkezni,
hogy az [ (n) szamelméleti fiiggvény generitor DiricuHLET-sora

, azaz

: @ e [ () Nl |
f(1)+—QT+—3s—+"'+“;l‘_r+“'—9_—c(s)— 3)

efe 5
249

(I. 4. szakasz); ez az egyenlet akkor érvényes, ha az s=os-}it
komplex valtozo valés komponense, o>p; maskiilonben a bal-
oldalon allo6 sor széttarto. E generatorfiiggvény a ¢>p félsikon
reguldris; a o=p egyenesen egyedili szingularis helye az s=¢
polus. Bour-nak a Riemann-féle (¢-fiiggvény értékkészletére vo-
natkoz6 vizsgalataibol® kovetkezik, hogy a ¢ = ¢ egyenes bar-
milyen kis (baloldali) kornyezetében vannak a ¢(s) =2 egyen-

7 Ttt € (8) az s komplex valtozo oly értékeinél, melyeknek valos ossze-
tevgje 1-nél nagyobb, a

1 1 1

§(s):1+'ﬂ—s+§;+"'+F

4 e

8 log n

sorral értelmezett RIEMANN-féle C-fiiggvény, ahol »® az e
egész fiiggvényt jelenti.

8 Jlyen gyok valoban egy és csakis egy van; ugyanis & (s) 1-nél na-
gyobb valés s értékeknél csokkend valos folytonos figgvény, azs=1 hely-
hez (jobbrol) kozeledve minden hataron tal né, mig s—oo esetén 1 a
hatarértéke.

9 H. Bonr: Uber das Verhalten von §(s) in der Halbebene ¢ > 1,
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottin-
gen, mathematisch-physikalische Klasse, 1911, 409—428. oldal.

transzcendens

1*

AY

=i

> ]
g % T h
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4 KALMAR LASZLO.

letnek gyokei, tehat a szobanforgéd generatorfiiggvénynek poélusai.
Ebbdl kozvetlentl kovetkezik, hogy a (2) aszimptotikus képlet

[+ +--+f®)

n

)

maradéktagjira nézve nem &ll fenn O (n®) alakG megbecslés,
ahol a<p—1; Bour modszerét részleteiben kovetve e maradék-
tagra még élesebb alulrél valo megbecsléshez lehet jutni. Ugy-
sz6lvan azt az esetet illusztralja az f (n) szamelméleti fiiggvény,
ami a torzsszamok eloszlasénak problémajinal eléallna, ha a
Riemann-féle {-fiiggvénynek — a nevezetes Riemann-féle sejtéssel
ellentétben — a o =1 egyenes barmilyen kis baloldali kérnye-
zetében volnanak zérushelyei. Jelen dolgozatban nem foglalkozom
ezekkel, a (3) fiiggvény mélyebb fliggvénytani tulajdonsagaibdl
foly6 eredményekkel ; minddssze az emlitett (2) aszimptotikus kép-
letet fogom bebizonyitani. E kézben a komplex valtozos fiiggvény-
tannak csak a legelemibb fogalmait és tételeit fogom alkal-
mazni ; ezeknek teljes elkeriilése nem titk6znék ugyan akaddlyba,
azonban az el6allo szamitasbeli tébblet miatt nem volna ér-
demes. A (4) maradéktagnak emlitett alulrol val6 megbecslésére,
tovabba ugyane maradéktagnak a diophantikus approximdciok
elmélete segitségével torténd felillr6l valé megbecslésére méds
helyen szindékozom visszatérni.

1. Az f(n) szamelméleti fliggvényhez tartoz6 DiricHLET-sor

©

ahol s =g¢ + it komplex viltozo. Ha s valds dsszetevdje, o, na-
gyobb, mint a {(s) =2 egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb valds
qyoke, o, akkor e sor dsszetartd és Osszege

BN
Z, w24 )




A (FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL. 5

Ugyanis ¢ > p esetén
1 1
2@ 1—-(CO®—1)
=1+ (CE) — 1) + (£ @) — 1)+ + (C &) — 1)+,

mert ekkor
R ot A R S
L ST S S S
n= n=2

= n=2
Itt, ha ¢ > 1,

(C(s)—1)’°=(§%)k=;=g§ . ;m

s a jobboldalon all6 k-szoros végtelen sor feltétleniil ossze-
tarto; egyszerli DiricHLET-sorrd dtrendezve

C@—1p=Y L0, @)

ns
n=1

ahol f%x(n) az n pozitiv egész szamnak k-tényezés

T = Mg M
szorzat alakjaban valo eldallitisainak szama, hol n,, 7,,..., ny
1-nél nagyobb egész szamok és két eldallitds akkor és csakis
akkor szamit azonosnak, ha a tényezdk, sorrendre nézve is,
megegyeznek.'® (7) érvényes k& = 0 esetén is, ha f, (1) jelentése 1,
kiilénben (vagyis, ha n>1,) f; (n) = 0. Eszerint, ha ¢ > o,

)

A \ fic M)
2—((s) _Z ns

k=0 n=1

10 A 3. labjegyzetben emlitett PiLrz-féle osztéprobléma az

o)+ (5 ) fis 0+ (&) a0 o (3 ) o 0

szamelméleti fiiggvényre vonatkozik, amelynek kozvetlen jelentése az n
szamnak n=nn,. .. n; alaku eldallitisainak szdma, ahol k adott természe-
tes szam, két, egymastol a tényezok sorrendjében eltéré eldallitas kiilon-
bozének szamit és n,, n, ..., n; pozitiv egész szamok, megengedve az 1-et is.



6 KALMAR. LASZLO.

E kétszeres végtelen sor ¢>p esetén ismét feltétleniil Ossze-
tarto (mert barmely tagjanak abszolut értéke nem egyéb, mint
ugyane sornak megfelelé tagja az s=a helyen), s igy egyszert

DiricHLET-s0rTd  dtrendezve is Osszetartd és Gsszege

PO
sz6val (minthogy f(n) = f,(m) 41, ) +- -+ fi. 0)+---**) az (5) sor
Osszetartd és Osszegét (6) adja.

2. Az [ (n) szamelméleti fiiggvény kozepes nagysagrendjének

megbecsléséhez haszndlni fogok egy, az fiiggvénynek

2—¢ ()
a o=p egyenes jobboldali kérnyezetében valo viselkedésére vo-
natkozo egyenl6tlenséget. Ennek bebizonyitasa a kovetkezd
segédtételen fog alapulni:

Legyen t tetszésszerinti pozitiv szdm. Az n pozitiv egész
szdmnalk adhato végtelen sok kulonbozd

TR R )

érték, amelynél 9;—7; log n-nek a legkizelebbi egész szdmlil vals

tavolsdga legaldbb %; a (8) szdmok vdlaszthatok gy, hogy

2k
t
b st 9)

2 B
1—e ¢
legyen.
Bebizonyitis: Ha g valamely egész szam és az n egész szam
teljesiti az
2% (g+3) 27 g+9)
e’ =n<e't

[IA

egyenlétlenséget, akkor
4
gtisg-lgn=g+s

tehat m-nek megvan a kivint tulajdonsiga. Ha

11 | végtelen sor csak latszolagos, mert, ha & nagyobb, mint n torzs-
tényezdinek szima (tobbszorosségikkel szamlalva dket), akkor fj (1) = 0.
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%"—(g+%) T(g+x)
e e =

akkor biztosan van ilyen n egész szam; ez pedig teljesiil, amint

27 o
67 (g+3) —1_, ( 1 0)

tehit g-nek minden elég nagy értékénél. Legyen g, a leg-
nagyobb egész szam, amely a (10) egyenldséget nem teljesiti.
Akkor
62—:' (9+3) v 1_”, 1)
1—e *
de

32 (getked) 1
(23 = R 2
e t

—_
I

ha k=1, 2, 3,...; a(8) pozitiv egész szamokat gy valasztva, hogy

2 (gotk+ D) 2% (go+ k1)
e Ve e

IIA
[IA

legyen, ezek a kivant tulajdonsdggal fognak birni és (11) miatt
a (9) egyenlétlenségnek is megfelelnek.

3. Ha ¢ > 1, akkor

1
nO’

C)—C@ =Y
n=1

iﬂi
n
n=1
€@ — O = R0 —¢E) = ZM

A jobboldalon egy tag sem negativ; ha » olyan, hog log 7~

y 2
nek a legkozelebbi egész szamtol vald tavolsdga legaldbb %, ak-
kor a ¢ log » szog vagy a masodik, vagy a harmadik negyed-
ben van, tehat cos (¢ log 7) < 0. fgy a megeléz6 szakaszban

bebizonyitott segédtétel szerint
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o ® ( -_’_'_)“
1 l1—e ¢
]C(ﬂ)*C(s)IEZTka>Z Y =
le=1 k=1 Ok
P T s U
BT TR i T
g e e T) SR

tehat, a minden valés x helyen érvényes e > 1 & egyenlét-
lenség miatt,

n\°
3no —t— qo—1 _ 3no

» kg R = 1—o
[$@) —&B)|=e T P A
t
4. Minthogy
nz
c@=%<2

ezért 1<p<2.'® Legyen p<o<2, t=>1; akkor (12) folytan

1) —¢6)| = ”‘;—’ e-bati-a — g.ti-o

ahol ¢,, (mint alébb ¢,, ¢4,..., €, is) pozitiv allandot jelent. To-
vabbd, minthogy ¢ > 1 esetén ¢ (o) esokkend konvex fiiggvény,*®
ezért

0<2-{(0)=¢C(@— )<l (@=R(—o),
ahol R, mint a bevezetéshen, —(' (p)-t jel6li. Ennélfogva

1226 | = |20@)—¢©)|—(2—¢0@) = ' °—R(c—0),

12 J, P, Gram: Tafeln fiir die Riemannsche Zetafunktion, Det kongelige
Danske Videnskabernes Selkabs Skrifter, naturvidenskabelig og matematisk
Afdeling, (VIII) 10 (1926), 313—325. oldal szerint

G (1°7) = 2-05428 87568. . .,
¢ (1-8) = 1-88222 96181.. .,
(320. oldal) ; tehat 1'7T<<p<<18.
13 Ugyanis

g )=~ BN o, & (@)= RES <o

o
n=2 s n=2
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A
tehat, ha
20,
s=0 R—@ <ict* és 1—02——"2—, (13)
akkor (minthogy ekkor o <1+ —02— <2).
‘ : o8
|12—¢ @) | =26t 2
e :
(13) all, ha t =1 és p <o <o+ ¢t 2 hacsak ¢, elég kicsi;
ugyanis ekkor :
R ( ) < R t_%<lct“% fin o
"_9= 02 =21 ’ 2——2R’,
g
155> d—gof?

Ennélfogva ekkor

l.._.__]:___l <_2_._t2.
2= 1=¢ '

g
viszont, ha t =1 és g+cyt * <o <2, akkor, { (o) konvexsége

miatt,

‘9 c(s)| ‘ ’éz YR C(a)

1 1 [

L < = =

e—a)C'(6) —cl' (@ ol ' (2)
Eszerint p <o <2, t =1 esetén
1 e
I m , = 03t . (14)

5. Az s=p hely a 2—{(s) fiiggvénynek elsérendd?* zérus-
helye, tehat reciprok értékének elsérendt pélusa

lim ———= —lim b hi Al ,L = A
s=p 2 C(S) s=0 ¢ — \(Q) ¢ (o) R

reziduummal ; ezért a

14 ¢ (9) <0
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1 T AT
2—CL(s) R s—p

o (s) =

fiiggvény, és elsé differencidlhanyadosa is, a p<o<2, 0<i<1

téglalapon — regularis 1évén — korlatos :
' lo®)| < . (15)
|¢’(3)] = Cs. (16)
Misrészt, (14) miatt, o <o <2, t > 1 esetén,
1 s i
|¢(8)|§‘Q—(s)(+ﬁl—s~_—elécat i (17)
O] 1

ra (S)|—l(9 o TR H (s— 0)2 (18)
1

1 2
=|a=eg | €O+ R =¥+

(15), (16), (17) és (18) szerint, ha p<o<2, (=0, akkor, £ =3l
1 <p<|s| miatt,

(3 1 9
Lo O)| S e+ 5 + ¢ < Gl 5[3 (19)

' ©)] < Redt® + —

R +cs <c, |8 (20)

0(8) = ¢(s) és ¢ (5) = ¢ (s) miatt érvényesek a (19) és (20)
egyenlétlenségek ¢ <o < 2, t <0 esetén is, szoval g <o <2
esetén mindig.

6. Mint ismeretes,*® ha ¢ >0, >0 és k pozitiv egész szam,
akkor (s = o + it)
k! logke, ha x=>1,
EZ3 sk+1 dt”{ j 0, ha z<1, )

-

15 1, példaul E. LANpAU: Handbuch der Lehre von der Verteilung
der Primzahlen, I. kotet, 266. oldal, ahol 6=2, ez azonban a bizonyitashoz
nem lényeges; vagy E. LANDAU: Sobre los ntimeros primos en progresion
aritmética, Revista Matemdtica Hispano-Americand, 5 (1923), teorema
62 (5. oldal), ahol a (21) képlet £ =1 specialis esete van — elemi uton —
bebizonyitva, amelybdl az altalanos k— 1-szeres parcialis integralassal
adodik.



YNSRI i e T PO s T P G e it RN TR TR NS o Ay D WT T PRIV L DI S LD M S 2]

A (FACTORISATIO NUMERORUMD PROBLEMAJAROL. 11

tovabba 1 x> 1 esetén

fl—f 2 =1, 29)

Ennélfogva, ha o > g, az

£ IR T

QT (s) - 0

végtelen sornak feltétlen és f-ben egyenletes Gsszetartasa *” miatt

1f32 30) Zf( Fr f(*)‘”—
221‘ (n) log* —fz—

(23)

ahol az Osszegezés jele alatt n < « azt jelzi, hogy n az x-nél
nem nagyobb pozitiv egész szamokat futja at; megfelel6 mo-
don értelmezendék alabb is a hasonlo jelolések.

ettt

I T s R BT

88 (e=t0) "0tle—0) - 008 0

16 F képlet a (21) képlet k=1, 2 >1 esetébsl parcialis] integracioval
adodik ; egyébként megtalalhato példaul a 15. labjegyzetben idézett helye-
en is, a 344., illet6leg 1. oldalon (teorema 60).

\_ LAORPMI NRAC

ne

o=

osszetarto.

27405 4,

:1
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tehat, x >1, o> esetén, (21) és (22) miatt,

o 0 g o—o+it 1 3 v
fs —x_ajx__.dt__s[ﬁdt_
(s—o) e ) g—o+it 0 8

Igy, (23) szerint,

X
Nl —

n§x

+ o
e S8 e L) —2—%log w—¢*log* @
L fx 88 dt+ o°R

8. Itt, parcialisan integrilva,

+w
G orin P (01 iw) L aite 9 (0 0) e
f””s =l ilogoc(“ G (a—z'w)3)

+w

ki so(S))’
log @ fms( s® &,

-w

tehat, minthogy w—> oo esetén, (19) miatt,

potiv i(a'i_zw) =
(c+iw)®

S T
< cg%|o+iw |27 —0,

(o0 +iw)®
ezért

+ o0 + o
i) g f ofa 26 ¢
—fxs = w (3 £ — 23 ) dt.

Ennélfogva, a (19) és (20) egyenlétlenségeket alkalmazva,
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£ g v (s)
| for 22 at| < 2 (8 20 w28
s = logz [s] ISI .

"+c71s19—3>dt§

—_<—(3Ce+07) f lo+it|*~2 di= c81 i oo (25)

mert % —4<9—3<0; a legutols6 integril (s igy a tobbi is)

konvergens, mert p — 3 < —1. (25) mindig érvényes, ha o > ¢;
ezért, o-t p-hoz kozelitve,

» +w
s ¢ () I ¢
lfx S dt gc"lgw

s igy, ha & — oo,

+ o
a:‘(’fx’ ¢gs) dt—0
S

Tehat, figyelemmel (24)-re, adodik, hogy @ — oo esetén

s 2 2. 9
f () log e d oFt (26)
e
9. Legyen A >1; tovabbd, roviditésképpen,
: A% A o
@, (x) =ZI‘ (n) log’—ni o 2Zf(n) log’—:— +Zf(n) log® -~ -3
ngl’m nélm . néx

(26) miatt 22— oo esetén

x=eD; (1) —> —57 (A% — 24¢ 4 1), @7

gslf
Misrészt azonban

2
& (x) = Zf(’n)(log’ e 9 10321_'” 3 log’%) A

+ 2 (n)(log—————Ql pJ0 )+ Z f

r<n<liz lx<n<ie

p it p
* bkl TS AR
"
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Itt
v 511 AT @
2 o) g e B
log 2 log n + log =4
i i ( %
= (log = —i—Qlogl) 2 logg =
=L AIeeR A
s innét

2

log? ATx — 2 log? —%c < 21log?2,

tovabba x <m < Az esetén

Ar <n < 2r esetén pedig

2
0 < log® e

<log?2 < 21log®A.
Ezért
QlogZ).Zf('n)_g @, () _g_Qlog”lZf(n),

n<a 'n<251,'
azaz

H/\

x\~e
(T) 071( z Xy ()
22% log?* A = " 210g%2
n<a
Ha x— oo, (27) folytdin ezek az :c—E'Zf (m)-re talalt korlitok

n<x
rendre az =

0. ) Lk RO O 50
o’R 2% ]og?2 2 0°R log* 2

hatarértékekhez kozelednek; ennélfogva x—&’zf (n) minden sti-
"§‘7"
rlisddési helye ezek kozé esik. Ez igaz minden 1-nél nagyobb

A-ra; minthogy 2—1, azaz log A = h—0 esetén
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A—2)e41  e*he—Qghet-1 A d? (eve)
fogha i h? dy?®

s igy egyuttal
A2e—2%e+-1 Nz
Pelogiz

ezért & — oo esetén

aminek a bevezetésben kimondott (2) aszimptotikus képlet
evidens kovetkezménye.

Szeged, 1930. majus 25.
Kalmdr Ldszlo.

UBER DAS PROBLEM
DER «FACTORISATIO NUMERORUM».

In der vorliegenden Arbeit wird der asymptotische Verlauf der zahlen-
theoretischen Funktion f(n) untersucht, welche als die Anzahl der Dar-
stellungen von n in der Form

N = NNy . Nk (1)
definiert wird, wobei k=0, 1, 2,.. ., ferner n,, n,,. . ., 7 beliebige ganze
Zahlen =1 sind. Dabei bedeutet das Produkt (1) im Falle k=0 Eins;
ferner sind zwei Darstellungen (1) auch dann als verschieden zu be-
trachten, wenn sie sich bloss in der Reihenfolge der Faktoren unter-
scheiden. Die zahlentheoretische Funktion f(n)ist ein multiplikativ-
zahlentheoretisches Analogon der Anzahl der unbeschrinkten Partitio-
nen von 7.

Es wird fiir f(n) die asymptotische Formel

ne
[()+£(2) (n) o0 0)
hergeleitet, wobei ¢ durch 9=>1, {(¢) =2 definiert ist.
Laszlo Kalmar.
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