Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen
der Zahlen.

(Erste Mitteilung.)

Von Liszrd KALMARr in Szeged.

Einleitung.

1. In einer in ungarischer Sprache verfassten Arbeit') habe
ich den asymptotischen Verlauf derjenigen zahlentheoretischen

Funktion f(n) untersucht, welche als die Anzahl der Darstellungen
von n als Produkt von ganzen Zahlen =1 definiert ist, wobei die
Anzahl (= 0) der Faktoren nicht vorgeschrieben®) — und zwei Dar-
stellungen gelten dann und nur dann nicht als verschieden, falls die
Faktoren auch in der Reihenfolge iibereinstimmen. Da der Verlauf
von f(n) ziemlich unregelmissig ist (f(n) kann ja einerseits beliebig
grosse Werte annehmen, andererseits ist aber immer wieder f(n) =1,
nimlich wenn n eine Primzahl ist), so ist es angemessen, den
Mittelwert
J()+f()+...4+f(n)

n
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die summatorische Funktion

FmMy=f(M)+f@)+...+f(n)

1) L. KaLmAr, A factorisatio numerorum* probléméjardl, erscheint
demnichst in den Matematikai és Fizikai Lapak.

2) Die Untersuchung der analog definierten zahlentheoretischen Funktion,
wobei aber die Anzahl der Faktoren vorgeschrieben ist und auch Eins als
Faktor zugelassen wird, bildet den Gegenstand des sogenannten PiLrzschen
Teilerproblems. Dieses Problem ist als das multiplikative Analogon des addi-
tiv-zahlentheoretischen Problems der Partitionen in eine gegebene Anzahl von
Summanden aufzufassen; in gleicher Weise kann man die Untersuchung der
oben definierten Funktion f(n) als das multiplikative Analogon des Problems
der unbeschrinkten Partitionen auffassen.
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hinsichtlich ihres asymptotischen Verlaufes zu untersuchen. In meiner
erwidhnten Arbeit bewies ich, dass fiir n-»o
ne

(]). F(n)r\,jR_
gilt, wobei ¢ die einzige positive Wurzel®) der Gleichung £(¢) —2
bedeutet und R-—=—ZI"(g) ist.

2. In der vorliegenden Arbeit beschiftige ich mich mit der
oberen Abschédtzung des Restgliedes

@) F(m) —

0

n
oR

der asymptotischen Formel (1); und zwar werde ich beweisen,
dass fiir n—»>oo die Absdziitzung

(3) F(n) R = 0(,10 (logn) ulogloglug..)

gilt, wobei a jede Zahl < @()T]l)l— bedeuten kann.
3. Zu der zahlentheoretischen Funktion f(n) gehort die er-

zeugende Dirictiersche Reihe

SO T IO /e (s — o1 ti)
n=1
dieselbe konvergiert fur 0> ¢ und stellt die Funktion
4 S‘ f(n) ‘___1
( ) n= ”' _S(S)
dar. In der Tat, es ist fiir 6> 0
°°, 45 s
18()—1]= <a> Tc:uw—1=u
= n ,.mzn

%) Wegen ¢(s)>oo,1 fiir s> 1,00 (und £(s) <O fiir 0<s < 1) gibt es
in der Tat eine und nur eine Wurzal o. (£(s) ist hier die RiemaNNsche Zeta-
funktion.) Wegen

@) ="l <2

ist 1 <p<2; wegen

(1,7 =2,05428 87568...
und

$(1,8) =1, 88222 96181...
(vgl. J. P. Grawm, Tafein fiir die RiemManNsche Zetafunktion, Det Kgl. Danske
Videnskabernes Selskabs Skrifer, naturv. og mat. Afdeling, (VIlI) 10 (1926),
S. 313—-325) ist genauer
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also

1 1 ) k.
=) = l—_m' ,{%0 G =13

hier ist
. ady o0 ®
CO=0'=3 '3 S A
m=2m=2 w=2(mm...n)" =1 p’
wobei f,(n) dic Anzahl der Darstellungen von n in der Form eines
Produktes

N=nng...N

von k Faktoren mit n,=2, n,=2,...,n,=2 bedeutet, mif Beriick-
sichtigung der Reihenfolge der Faktoren. (Dies gilt auch fiir k=0,
falls man unter einem Produkt mit keinem Faktor, wie iiblich,
Eins versteht, da dieser Verabredung gemdss f,(i)=1 und sonst
Jo(n)==0 ist.) Wegen

f@— 3 £.)

gilt also (4).

4. Hiernach steht die obere Abschdtzung des Restgliedes (2)
mit der oberen Abschitzung der erzeugenden Funktion (4) auf der
Gerade o= ¢ in Zusammenhang. Diese Abschdtzung fiihre ich in
I. mittels Anwendung der Wevischen Abschidtzungsmethode durch;
in II. werde ich sodann (3) mit den ilblichen Methoden der ana-
lytischen Zahlentheorie (mittels Anwendung des Caucuyschen In-
tegralsatzes)*) beweisen.

Eine zweite Mitteilung soll die untere (£2-) Abschitzung
des Restgliedes (2) enthalten. Dabei wird bei der unteren Ab-
schitzung von (4) diejenige Methode (Anwendung der Theorie der
diophantischen Approximationen) zur Verwendung kommen, welche

4) Ich konnte auch die elementarere Methode meiner Arbeit: Uber die
Abschitzung der Koeffizientensumme DiricHLETscher Reihen, diese Acta, 4
(1928—29), S. 155—181 anwenden; die hierzu ndtige Wahl der Hilfsfunktion
P (x) ist
_eylll

w
PX)="> e
m==()
mit einer geeigneten Konstanten y», welche beliebig nahe an (0 —1)log2
liegen kann.
7
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von Herrn Bour zur Untersuchung des Wertevorrats DiricHieTSCher
Reihen mehrmals herangezogen wurde.’)

I. O-Abschitzung der erzeugenden Funktion (4).

5. Statt die Funktion (4) nach oben, d. h. |2—Z(s)] nach
unten auf der Gerade o-= ¢ abzuschidtzen, werde ich allgemeiner
|Z(e)—L(s)| fiir 6> 1, s==o-ti nach unten abschitzen. Ich be-
weise ndmlich, dass fiir 61, t==3 die Ungleichung

o-1

(5) Lo =t =at

gilt, wobei «, irgendeine Zahl >log?2 bedeutet kann und c, eine
hochstens von o und «, abhdngige positive Zahl bezeichnet. Die
Ungleichung (5), sowie die Ungleichung

a-1
(6) @) =t@—at =
(fiir 0>1, t=23), von der (5) eine unmittelbare Konsequenz ist,
sind vielleicht auch an sich nicht ohne Interesse.

6. Im folgenden sollen ¢,, ..., ¢s positive Zahlen bezeichnen,
welche hochstens von ¢ und von den mit «,, ¢; und e, zu be-
zeichnenden Zahlen abhédngen.

Die WevLsche Abschidtzungsmethode ergibt bekanntlich®) fiir

ganzes N=1, N=N’<2N, ganzes k=1, K—=2""", t=3

| 1

1
c.,,N(N‘ K pEED 4 47 KOHD (160 Ay

k-1 1

) aogn*;
also ist fiir N==t wegen 1=logt, logN=1logt, k=K umsomehr
N’
E nti
n=—=N

Durch partielle Summation folgt hieraus (wegen |3n-*f|=|Xn"’))

‘ ‘\' ‘

nti| <
18

| n=1

1 1

1
= c._,N(N_ K ECrD “"‘*") logt.

5) Vgl. z. B. H. Boug, Uber das Verhalten von {(s) in der Halbebene
o > 1, Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Math.-Phys. Klasse, 1911, S. 409—428.

%) Vgl. E. Laxpau, Uber die ¢&-Funktion und die L-Funktionen, Math.
Zeitschrift, 20 (1524), S. 103—125, Hilfssatz 6, oder E. LANDAU, Vorlesungen
iiber Zahlentheorie (Leipzig 1927), Bd. 2., S. 32. Aus Stetigkeitsgriinden darf

man natiirlich den dortigen w > 0 durch O ersetzen und ¢ > 3 statt ¢ > 3 fordern.
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fir =0
Ay
>0 l=e,

=N
Es sei nun 1 <<, <2, sonst beliebig; dann ergibt sich hieraus

,

fiir 6>1 und t**'<N<¢

N ] dh ",‘, Av'l'l_.'l 1
>n | [ i (t g “Jlogi
n=—XN

g-1 -1

20, AT E D 150y

@,y

'k+|+]l ltHl ‘*‘ll

Es: sei: hier 'N= I_[’w" | 1] 2

krl

Hl ferner wihlen wir stets

mit 2°|¢ "t 1 l<[t]: Peadl;

tul_HI)

N’=2N--1, mit Ausnahme des letzten Wertes (d h. 2%
von N; in dlesem Falle sei N'=[t]—1. Wegen

» logt

2:< ity <——~]0gz

ergibt sich durch Addition?)

t-1
(7) ' D =

n—1**+1 41
7. Nach (7) ist fiir 0 > 1, =3

15(s)| = l <"

g-1 y-1

t T “37\‘71' 2 I\T('-TIF (lOgt)g.

I

+' T

23

3=

n=t

®  —i)— et "T‘"“—“T“(l .

tty

tk+l+|
v l_I‘
7)) bedeutet ) .
n=|u]

n-—u

T*
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Hier ist, da n-¢ als Funktion von n abnehmend ist,

-1 ( . ]‘("'”
= “t-1 k1 e Sl ~(o-1)
2 no%: 1‘ uwodu—= (e (=i) =
™ Joay o—1
n-l’:*i—{-l il."rl+]
( ‘.-{::l.)“(u T L
“\er —(31)
3 o—1
Nun ist aber fiir {=¢,(=:3)
2 i '(;L,_ Pt
-3~t ] Pt gt
folglich ist dann : |
i- o
9) Z ol ! IR b
n :ti.'i'l _*_1

8. Aus (8) und (9) folgt fiir 6 >1, t -¢,

— o L Tl e
|E(8)| =E(0) — et freg (1—%'1 l-(k-H)(|0gf)3 ;

b ’

ist also
@ -1
(X0F) 2 Cs

(10) t (logt): < o
so ist

_“za—l
(”) l‘(S)I-’;(O)—%C‘)t k+l.

Es sei nun «; > log2, sonst beliebig; ferner wihle man
1 [Eg_'gg_f_,l,

[ |
Fiir t=¢;(=¢,) ist dann k= 1; ferner ist
loe2
saloglog it Cuinl ior 1o | 1057,
k41 _A:—'—“s*, K—-4—2 _:—4—(|ogt) ’

also
4(y— 1)y

-1 g log2

t‘:T-(m‘)' (log 1) = ¢t (logt) « loglogt (log1)? —

1- loe2
4 (ay—1)ay(logt) @
e Toglog? -+2loglogt
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Fiir f-»co strebt der letzte Ausdruck wegen «, > 1, «;>>log2 gegen
Null; also ist (10) fiir £==¢; (= ¢;) erfiillt. Aus (11) folgt nun, wegen
loglogt 1 _ loglogt

« «,

k41

mit beliebigem «, >« fiir f=¢s (=),
!;(S)‘i <= ;(0) i "21'—[5,"(: IBW‘

Ist nun «, > log2 gegeben, so kann man 1 <« <2, ¢ > «;>>log2
so wdhlen, dass «, — ¢, sei; also folgt die Richtigkeit von (6)
und (5) zundchst fiir 6> 1, f=¢s mit ¢, —'/2¢;; wegen

)| <t(e)  fir t40
gilt aber (6) und (5) mit passend gewdhltem ¢, auch fiir 3 = t<¢,.

II. O-Abschédtzung des Restgliedes (2).

9, Im folgenden sollen ¢, ..., c; hochstens von «;, ¢, und «,
abhingige (also auch von ¢ unabhidngige) positive Zahlen be-
deuten. Nach (5) ist speziell fiir o=—=¢, =3
(12) 22— = et "

: sif
falls «, irgendeine Zahl (¢ —1)log2 bedeutet. Da fiir o ~-,_<’_2t_

Ao v : aNRt (TR [
15(5) - o+ 1i)] = 2/1"'(;},,——--—)‘:’:

e n®
i 1 Ll |-t =culo-e]
n—=1 n" n(’

ist, folgt aus (12) allgemeiner .
12—L(s)| =|2— Lo+ )| —[5(s) —L(e+tD|=

a; )

" Toglog \ 1 " Tosiogt
'_'-Cut lohlobf_cwto_gzz\:?cs’t vy logt
fiir
= GO B
R loglopt
(13) l"—(’l'-"nt oy =3,
wenn nur ¢ = 2CC" so klein ist, dass fiir t=3
10
({53 1

t-loglog——l< (=

2

1
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gilt; denn alsdann folgt aus (13) o¢=-— 0+ . Fiir

y 0>()+Cnt~ log Iogl
ist aber

12—5(8)| =2 —|5(5)| = 2—5(0) = culo— @) = it "FF';
daher ergibt sich fiir

(14) 0'>()'—C t lo;,logl
die Abschidtzung

(15) 2—L()=eut ™
insbesondere ist dortselbst {(s) - 2

10. Nach einer bekannten Formel®) aus der Theorie der
Diricuerschen Reihen ist

2+0i

DR JUIE S B S

Durch Anwendung des Caucnyschen Integralsatzes auf das Achteck
mit den Eckpunkten 2+ wi, o+ wi, o+ 3i, f-+3i, wobei w>3
ist und f<e¢ so zu wihlen ist, dass fir f=o0=9, 0<|f|=3
C(s) -} 2 sei, ergibt sich?)

-2+(-n'xs ds j7 3i B+3i 0+3i
JZ-(oi -S_?’ 2—@(3) X 9 R 3 J\‘Z J‘;H»S;
0~ 3s 0t+wi o-wi 24+wi s
+ p-wn o+3i f f+wi s 2—‘(8)
da innerhalb jenes Achteckes der Integrand bis auf den Pol erster
Ordnung s =¢ mit dem Residuum

3 e 0 et (4
hmx— S Qm SURSEX0ST $—0 X0ail xe

s M e e e e =5 0]
s=¢ $* 2—5(5) @ v=¢ =()—5(0) e* S'(e)  o*R
reguldr ist.,

8) Vgl. z. B. E. Laxvav, Handbuch der Lehre von der Verteilung der
Primzahlen (Leipzig und Berlin 1909), S. 268.

9) Die komplexen Integrale sind iiberall, wenn nicht anders angegeben,
geradlinig. Der Integrand ist bei den sieben Integralen auf der rechten Seite
derselbe, dgl. spiter bei &hnlichen Abkiirzungen.
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Hierbei sind die drei ersten Integrale auf der rechten Seite
von o unabhdngig; fiir die beiden letzten gilt aber bei w-co
wegen (15)

«,

A2t wi s ¢ P2 o

X ds X% Toplogs

J - 7———=0 — 0% %%dg | =0(1).
otwi S” 2— _-(S) 0 w*

Also ist nach (16)

etwi 8 g
Ef(n)log—“-—“~ T ‘0 i Z—f(ej

wobei die Integration lings der gebrochenen Linie ¢ —ooi, 0—3i,
B—3i, #+3i, o+ 3i, o-4=oi zu erstrecken ist; die zu diesem
Schluss noch notige absolute Konvergenz des Integrals rechts ergibt

sich ohne weiteres aus (15).

Hierbei ist noch das geradlinige Integral von #—3i bis #+4-3i
gleich O (x?) fiir x>o0; wegen der Spiegelsymmetrie des Inte-
granden in Bezug auf die reelle Achse ist also

. X Jb X A e S S ds
(1) 3 f)log - — i+ 01+ 0|

Jor3:i ST 2—=5(s) |’
wobei als Integrationsweg der Haken #+3i, ¢+3i, ¢+coi dient.
11. Es sei y eine spiter anzugebende Funktion von x, fiir
die bei x»oc0 y->oo gilt. Dann ist fir x=¢; y=3; ferner,
wegen (15), fiir x-»oo

oy

rooi S @ TIUOK'
‘*o ol ds —O(x"f t - dt)-:—
Ju

o+yi S 2_‘*(3)

(18) o
; =O(xo[_‘!%_):o(_x§r).,
Ju * iogiogy I ogiogy

Auf den iibrigbleibenden Teil des Integrals wenden wir
wiederum den Caucnyschen Integralsatz fiir das Rechteck mit den
Eckpunkten ()—{-31', 0 +yi, 0o—Ch)y Ioglox!.u_+__.3l-, 0—cny loglogy_*_}.,i
an; dieses Rechteck liegt fiir x=¢;; ganz 1im Gebiet (14), da die

Funktion
@, logt

- -ty
g t log logt
¢ loglog i) glog
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fiir hinreichend grosse ¢ monoton nach Null abnimmt. Es ergibt

sich
g e
o—cny loglogy _}_31

o +3i 0ty x.e ds )
“ +J st 2—L(s) -[;f-|—3i ar

JE+3i 0+3i
(19)
o—euy CKORLyi oy IR Ve
T l Ol 17 ] _& ‘ $22-L(s) "
o—cny loglogy,i 37 o—eny “loglogy l“)"

Fiir das erste Integral rechts ergibt sich sofort die Abschitzung

[(73
oy

“loglogy :

0 —Cny +3i o .
N\ ds o—Cny loglog :/)

(20) .‘,f—}—Bi st 2—3(s) O(x ’

da fiir x=¢q p’<9—c,,y—'°g'°"” ist; fiir das zweite gilt we-

gen (15)
o—cuy 10810V _ i % l—“"—

lp 104 }-}' X»JS_:V;O(X(, -ty lo"lo»,J[’{_jglog_fd[)«,
. S ol s? 2—;(8) J3 12
o—cny luglogy+3‘-

@,

)
—cny lology]
=0 (xf' b4 ) ;

(21)
fiir das dritte ebenfalls wegen (15)
()+yi ? ¢ “s ~0
e—cny Iognogu.*.yi o—tny logiogy
4 ( 0
(22) A ("—,2)=o( .l )
) yl-lo—nlozv
Aus (17), (18), (19), (20), (21) und (22) ergibt sich endlich
0 S M
Zf(n) lOg—~ = )R + 0(—x—“‘—)+0( o=y '03'0811),
n=1 y 1o log v/
da
X7 — [0) (x(’ —l‘u}'-"’Tsﬂ—y)

ist.
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12 Es sei nun 0 < «;< 1; dann ist umsomehr

~ Pt e XN (sl s
@) 2 fe)log -~ R*LO(}“) 10|z,

@y

Wir wihlen jetzt
«; logloglogx

= (logx)™ i3
wo O0<¢,< ,I( ist. Dann ist

5

3 Xxe — xo(l - «gaqlogloglogxr,
(24) o i 108 ) :

ferner ist fiir x = ¢
y=logx, loglogy = logloglogx,

also
S oy e s
loglogy - lo,,, log Io;, T _ ;o
Y RERs =ty = (logx)"
folglich
gt S
(25) x¢ 0y loglogy 0O (xp-(-,,(log.r)‘“:.“:) sacts

d O (X(’ e .-”(log_,)l - €t 0ty ).
Daher folgt, da wegen 1— ¢,¢; >0
e en(loga) - 0 (0 -ty ¢; loglog e logloglog,r) ===

3 O((IOgX) ty t; logloglog.r)
ist, aus (23), (24) und (25)

@) X fwlog £ X4 0(xe logy s e,

n=|]

13. Es sei 2 eine spiter zu bestimmende positive Funktion
von x, die fiir x-»oo gegen Null strebt. Wegen (26) und
(xex?)e (logx -+ 2)- @@ loglog (logxts ~, x0 (log x)~ % logloglog

folgen dann die Beziehungen

Zf(n)log e ()-R + O (x¢ (log x)~ @ logloglog)

und

2 f(n) IOg e x eR_ = 0 (xt’ (IOO'X) @ t; logloglog: r)
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also
2 2002 2o+ 3 flayiog X

S xe’ ) )
2,' f(n)log 7:” = Z f(n)log ~; ,
n n 1

X
= ()2R (L’f"' - ]) - O(x(’ (lng)""="= logloglog 7),

sz(n) -zS](n)_ 2 F(n) log nc s
e el n==re” %4l

xe
; 'Zf(”)log—n——Zf(n) log ‘;l
n 1 n=1

X
= (ﬂ—R (l —(_)’01) -} (o) (xg(logx)— [ l()glogl();:_r)'

Daher ist fiir x ¢,

Xl | —eos

x¢
—Cp— (Iogx) «t; logloglogx .~
z =

oR oz
: r . X0 ett—1 0
S 2= g g+ n 5 (ogay e e,
Hier ist
et:—1 5 ] —e-0:
A b e S KA )

also ist fiir x =c.

X0 ’ Xxe | Jen
= = C3 X2 — Cy — (10Q X)~ %« l0RI0glogr —
oR n 20~ (logx) =

x
Xe Xe
:\‘2 N =—x + X2 4 Coy — log x)- @« logloglag >
2= o + etz + e - (log) ,

d. h.

(27) Zf(n) = i -]— O (x!’z) + O _._\f_‘: (lOgX)‘“"”T logloglug.r) A
w1 QR \%Z

Die giinstigste Wahl von z ist offenbar

2= (logx)— 1, g ; loglogloge :
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(27) geht dann in
ax xp

n)=
2/ ="p

Es sei nun e < 2(9711).!*052— gegeben; dann kann man

+ 0 (xg (Iogx)' sty ity log'loglog,r)

tiber.

>(0—1)log2, 0<,<]1, 0<n,<% so wahlen, das « »f—%u‘, ;
(]

sei; damit ist die in der Einleitung ausgesprochene Abschitzungs-
relation (3) bewiesen.

(Eingegangen am 3. November 1930.)



