AZ ELDONTESPROBLEMA VISSZAVEZETESE
LOGIKAI FORMULAK VEGES HALMAZON VALO
KIELEGITHETOSEGENEK KERDESERE

KALMAR LASZLO (Szeged)*

Az a nagy megtiszteltetés, hogy a halmazelméleti és logikai szekciéba
szant el6addsomat a Kongresszus vezet6sége a plenaris Ulésre tlzte ki, azt
a kotelezettséget roja ram, hogy azok szamara is érthetéen elmondjam, mi az
az eldéntésprobléma és miért érdekes, akik nem foglalkoznak matematikai
logikaval.

1 Hogy mi az eldontésprobléma, azt legvildgosabban talan egy bizonyos
absztrakt fogalmazasa kapcsan lehet megérteni; hogy miért érdekes, az egy
bizonyos konkrét reabzalds segitségével dertl ki.

Tekintsink két halmazt, L-et és I-t. L egy fix halmaz, két eleme van ;
jeloljik ezeket a-val és /9-val. | jelenthet barmely nem lres halmazt; spe-
cidlis elemei szdmara nem vezetiink be kildn jeleket, de X,y, Z, p (tetsz6leges
indexekkel) legyenek olyan valtozék, amelyek | elemein futnak &t. Ezeket
matematikai véaltozéknak fogjuk nevezni.

Tekinteni fogjuk tovédbba a fuggvényeknek hdrom osztalydt. Az egyik
osztaly azokbdl az egy- vagy tobbvaltoz6s fuggvényekbdl all, amelyek az L
halmazon vannak értelmezve és értékeik is L-hez tartoznak. Az ilyen fliggvénye-
ket réviden miveleteknek nevezziik ; amennyiben valamely miveletre szik-
séglnk lesz, kiilon jelolést vezetiink be ra. E jel6lés megadasa végett legye-
nek A és B (ha sziikséges, tobb latin nagybetii, esetleg indexekkel is) olyan
véltozok, amelyek L elemein futnak &t. igy pl. azt az egyvaltozés miiveletet,
amely a-t B-ba, /9-ta-ba viszi at, ,/4-saljeldljiuk (tehata =B, B —a); A & B-
vel (réviden AB-vel) jeldljiik azt a kétvaltozds miiveletet, amelyre a&a —a,
a& R =R&a=B&R —N ;A VI3vel azt a kétvaltozds miveletet, amelyre
ava = avll=Rva =a BvR —RB; A—mB-vel azt a kétvaltozés miveletet,
amelyre a—>a= B—ya= B—=B —a a->0 = R

A fliggvények maésik osztdlya azokbdl az egy- vagy tobbvéltozés filgg-
vényekbdl all, amelyek J-n vannak értelmezve és értékeik is f-hez tartoznak.

*1950. augusztus 29-én tartott elGadas.
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Az ilyen fuggvényeket matematikai fiiggvényeknek nevezziik. Specidlis mate-
matikai fuggvényekre egyel6re nem vezetunk be kulon jelet (késébb majd
a ptg oy X dbetlkkel, esetleg indexekkel ellatva, fogunk specialis mate-
matikai fuggvényeket jeldlni); azonban f2(x), ... legyenek olyan val-
tozék, amelyek az egyvaltoz6s matematikai figgvények halmazan futnak A4t,
fi(x,y), f2{xiy)i ss+ olyan valtozok, amelyek a kétvaltozés matematikai fiigg-
vények halmazan fGlnak &t stb. Az ilyen vdltozékat matematikai fliggvény-
valtozoknak fogjuk nevezni. >

A fliggvények harmadik osztalya végul azokbdl az egy- vagy tébbvaltozos
fuggvényekbdl all, amelyek J-n vannak értelmezve, értékeik viszont L-hez
tartoznak. Az ilyen fliggvényeket predikatumoknak nevezziik. Egyel6re csak
a kovetkezd predikd.uinra vezetink be kildn jelet :

A(x =
(xy) |{B,hax--y:y

(a Kronecker-féle <5-szimb6lum altalanositadsa) ; kés6bb majd a &, W, Q, I,
A. H, 0, S betlikkel (némelyiket indexekkel ellatva)” speciélis predikdtumokat
fogunk jeldlni. Legyenek F(x), F1(x), F2(x), ... ciyan valtozék, amelyek
az egyvaltozos predikatumok halmazan futnak at, F\x,y), FL(x,y), F2(x,y),

olyan valtozék, amelyek a kétvéaltozds predikdtumok halmazéan futnak
at stb. Az ilyen valtozékat predikdtumvaltozéknak fogjuk nevezni.

Tekinteni fogunk végil két specialis fiiggvényoperaciot, amelyek az egy-
valtozés predikatumokat L elemeibe viszik &t, a tébbvéaltozés predikadtumokat
pedig eggyel kevesebb valtozés predikdtumokba. (L elemeit tekinthetjik
0-véltozds predikdtumoknak is.) Ezek a kdvetkezOk :

a, ha. F(-x)=a (a az | minden x elemére a),
* }9 kilénben ;
£*)*m(«)= P " b =
(Ex)m (a k'u?(jnben.
Tobbvaltozés predikdtumokra Ggy alkalmazzuk ezeket a fliggvényoperaciokat,

amiket kvantoroknak neveziink, hegy az elején zaréjelbe tett valtozén kivil a
tébbi matematikai valtozét paraméternek tekintjuk. PI.

, la az olyan y helyeken, amelyekre »ben identikusan Fix, y) = a,
()0 y) = 13 2 Oven yhel ’
I8 a tobbi y helyeken,
viszont
. j aaz olyan x helyeken, amelyekre y-ban identikusan F(x,y) = a,
A A (R a tobbi x helyeken.

Az eldl zarojelbe tett matematikai valtozét a kvantor altal lekotott valtozonak
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hivjuk; ett8l tehat nem fugg a kvantor alkalmazésdval keletkezett érték
b

(éppugy, mint ahogy pl. |/(s) dx nem figg s-tél).
a
2. Matematikai valtozokbol matematikai fuggvényvaltozék egyszeri vagy
tobbszori alkalmazasaval kifejezéseket képezhetiink ; ilyenek pl.

Fi(/iW .13(%)). fi(fiix3y)Jd-AxJih 'iz)))-

Magukat a matematikai valtozdkat is kifejezéseknek tekintjik. Egy kifejezés
értéke mindig | eleme, mégpedig attél fugg, melyik halmaz az |, mely I-n
definidlt matematikai fliggvényeket tesszilk a kifejezésben szerepl6d mate-
matikai fliggvényvaltozék helyébe és | mely elemeit tessziik a kifejezésben
szereplé matematikai valtozok helyébe. Pl. ha | a pozitiv egész szdmok halmaza,
1i(*,)) fz(x) = x2> fs(x) = x- és X =X akkor fx{f2(x), /s(x))—
= 32+3! =15.

Olyan predikdtumvaltozékbol, amelyeknek argumentumaiban tetsz6-
leges Kkifejezések allanak, a miuveletek, tovdbba a kvantorok egymésutani
alkalmazasaval formulakat képezhetiink ; ilyenek pl.

F(x, ¥), () F(x, 1), (Ex) (A (A(*)./2(y))-> 1<\(LLNy)-MX))) &(y)Fa(x,y)).

Egy formula értéke mind:g L eleme (tehat vagy a, vagy R), mégpedig attél
fligg, melyik halmaz az I, mely I-n definialt matematikai fliggvényeket tesszik
a formuldban szereplé matematikai fliggvényvaltozdk helyébe, mely I-n defi-
nialt predikatumokat tesszik a formuldban szerepl§ predikdtumvéaltozok
helyébe és | mely elemeit tessziilk a formuldban szabad (azaz egyik kvantor
altal sem lekotott) matematikai valtozok helyébe. Pl. ha a legutébbi formula-

ban | az egvjegyld szamok halmaza, fi(x) = - ifz(x) —Xx— tO ~10?

BC*»Y)= 1 Y\»
\1a, ha x paros,

Ei{X) =
) IR, ha x paratlan,

IR, lia (*,y) @ 1,

tovdbba y (amely az els6 két helyen szabad véltozd) értéke 9, akkor a for-
mula értéke a. Ugyanis ekkor

R I i I i T T i R
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fmamm)))-r,(|4-[f]1L)-{ ba:- 24,589

mert ha X — 1, akkor y-ban azonosan F2(x,y) = a (mert (x,y) = 1), ha pedig
X L1, akkor az y = x helyen F2(x,y) —B (mert (*, x) = x -fz1). igy

a &B vagy p &p, tehat p kulénben.

igy A(fl(X)’ M y)) FiiMfi(y),fAx)) &(y) F2{x,y) nem azonosan B, hiszen

az X= 1 helyen értéke B—y a=a-Y-B — R —a; tehdt a mondott valasztés
mellett

(E*)(I'I(ﬂ(*),LIJ )APLU A(y), m))& (y)F *»(x.y)) = a

3. Vannak olyan formuldk, amelyeknek értéke mindig a, barhogy
vélasszuk az | halmazt, barhogy is definidljuk 1-n a formu aban szerepl6 mate-
matikai fliggvényvaltozék helyébe teendé matematikai fliggvényeket és a for-
muléban szerepld predikdtumvaltoz6k helyébe teend6 predikdtumokat, és bér-
hogy is valasszuk |-nek a formuldban szerepl6 szabad valtoz6k helyébe teendd
elemeit. llyen »azonosan a érték(i« formula pl.

(*) F(xJi(x))~+ (X (EY) F (x"¥)-

Valéban, ha F(x,f1(x)) = a, akkor semmilyen x esetén nem Allhat y-ban
azonosan F(x,y) = B, hiszen az y =/j(x) helyen F(x,y) = a; igy, barmi is
az X, (Ey)F(x,y) = a,vagyis (X)(Ey) F(x,y) — a. Ekkor a formula értéke
a—ya= a Ha pedig F(x,f1(x)) nem azonosan a, akkor (x) F(x,/x(x)) = &,
ezért a formula értéke vagy R—y a= a, vagy B—-/?= a; vagyis mindig a.

Az elddntésprobléma az a kérdés, hogy mely formuldk azonosan a értékiek.
Megoldottnak akkor tekintenek az elddntésproblémat, ha adva volna olyan
véges algoritmus, amelynek segitségéve], valahanyszor valaki megad egy for-
mulat, el tudnok doénteni, hogy az a formula azonosan a értéki-e.

Persze az elddntésprpbléma ekvivalens azzal a kérdéssel is, mely for-
muldk azonosan B értéklek ; hiszen valamely A formula akkor és csak akkor
azonosan a, ha az A formula azonosan R.

Koénnyen megmutathaté, hogy az eldontésprobléma visszavezethetd
arra a specidlis esetre, amikor a kérdéses formuldban minden véltozé min-
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dendtt le van kotve valamely kvantorral és sem matematikai fuggvényval-
tozd, sem a specialis A predikdtum nem szerepel benne ; vagyis ha volna olyan
véges algoritmus, amellyel az ilyen formuladk barmelyikérdl el tudnék donteni,
hogy azonosan a értékli-e, akkor az elddontésprobléma is meg volna oldva.

4. Az eldontésprobléma érdekességét a kovetkez6 specidlis interpretacid
mutatja.

L legyen a »logikai értékek« halmaza, a legyen az »igaz«, B a »hamis«
logikai érték. A tovdbbiakban a helyett f-at, B helyett j-at fogok irni. Kiejté-
suk : »igazg, ili. »hamis« ; nevik : logikai értékek. A miveletek tehéat logikai
értékeket logikai értékekbe visznek 4t. A tovabbiakban az ilyen miveleteket
logikai muveleteknek nevezziuk. Ezek a miveletek absztrakciéo Utjan keletkez-
tek olyan miveletekb6l, amelyek allitasokat (pl. matematikai tételeket, sej-
téseket) visznek &t allitdsokba, mégpedig olyanokbdl, amelyek esetén a miivelet
eredményeként jelentkezd Aallitds logikai értéke, vagyis az, hogy ez az Aallitas
igaz-e vagy nem, csak attél fugg, hogy azoknak az allitasoknak, amelyekre
a miveletet alkalmazzuk, mi a log kai értéke. llyen pl. a méar fent A & B-vél
jeldlt logikai mdvelet, az 4. n. konjunkcié ; ez a kéznyelvben az »és« két6szo-
val kifejezett, allitasokra vonatkozdé, mivelet absztraktuma. Ugyanis, ha it
és 33 ket allitas, az 18] és $31 allitas igaz, valahanyszor Il is, §} is igaz, viszont
hamis, ha Jl és 3} valamelyike (vagy mindkett§) hamis ; igy az 11 es S
allitas logikai érteke csak I és 3 logikai értekét6l fiigg, éspedig azok konjunk-
ciéja. Hasonléképpen, a fent "4-sal jel6lt logikai mlvelet, az 0. n. negéci6 a
koznyelvben a »nem« hatdroz6szdval kifejezett, allitdsra vonatkozd mivelet-
b6l keletkezett absztrakcié (tjan : a »nem Mo alitas logikai értéke éppen
az Il allitas logikai értékének negéacidja. A fent A v B-vel jeldlt logikai mivelet,
a diszjunkcid, a koznyelvben a »vagy« kotészoval kifejezett, allitasokra vonat-
koz6 miivelet absztraktuma, azonban csak akkor, ha ezt a mdveletet, amelyet
a koznyelvben tobb kilonbdzd értelemben szokés érteni, Ggy értjik, hogy az
! vagy S alitas igaz akkor is, ha I se 53 Kozl az egyik igaz, a masik nem,
meg akkor is, ha mind a kett6 igaz, és csak akkor hamis, ha mind a kett§ hamis.
A fent A —mB-vel jeldlt logikai mivelet pedig, az implikacid, a kdznyelvben
a »ha..., akkor...« szdkkal kifejezett, &llitdsokra vonatkozdé mivelettel
hozhaté kapcsolatba. Ez utobbi mivelet ugyan nem olyan, hogy eredményé-
nek logikai értéke csak azoknak az allitdsoknak logikai értékétdl fugg, amelye-
ket a »ha..., akkor.. .« szdkkal 6sszekapcsoltunk ; olyankor ugyanis, amikor
az I 6s 1] allitasok ko6zott nincs semmi értelmi kapcsolat, a »ha 9|‘ akkor
allitdst sem igaznak, sem hamisnak nem tekintjuk, hanem értelmetlennek.
Ki lehet azonban gy terjeszteni ennek a miveletnek jelentését, hogy mindig
legyen eredményének logikai értéke és az csak I oes 03 logikai értékét6l figg-
jon ; az implikacid az ily modon kiterjesztett »ha 91, akkor 13t mavelet absztrak-
tuma. Ennek megfelel6en A & B-1 »A és B«-nek, A vV B-t »A vagy B«-nek,
A-1 »nem "«-nak ejtjik ki; A — B Kkiejtése »A nyil B«.



168 KALMAR LASZLO

Valamely | halmazon definiélt egyvaltoz6s predikdtumok olyan allitdsok
logikai értékei, amelyek | egy valtoz6 x elemének valamely tulajdonsagat
fejezik ki; az f-n definialt tobbvaltozés predikatumok pedig elemei kozotti
relaciok logikai értékei. llyen predikatumok pl., ha | a természetes szamok
halmaza,

h(x)= it »ha * primszam,
[j., ha x nem primszam,

vagyis az »a primszam« tulajdonsdg logikai értéke, vagy

I 4, ha (xy) ¢ 1,

vagyis az »x relativ prim y-hoz« relacid logikai értéke. A fent mar emlitett
A(X,y) predikdtum az »x = y« relacié logikai értéke. Ilyen értelemben a pre-
dikdtumok a tulajdonsdgok és relaciék absztraktumai.

A kvantorok bizonyos, valtoz6t tartalmazé Aallitdsokra vonatkoz6 ope-
raciék absztraktumai ; ugyanis ha F(X) valamely »r-nek megvan az “tulaj-
donsaga« alaku allitds logikai értéke, akkor (x)F(x) a »minden sa>nek (azaz
I minden elemének) megvan az ~ tulajdonsaga.« allitdsnak, (Ex)F(x) pedig
a »van oly x (I-ben), amelynek megvan az ~ tulajdonsaga« &llitdsnak logikai
értéke. Hasonléan, ha G(x,y) valamely »x a © relaciéban all y-nal« allitas
logikai értéke, akkor (x)G(x,y) a »minden g a © relacidban all y-nal« allitas-
nak logikai értéke. A kvantorok kiejtése : (x)-é »zardjel x«, (Ex)-é pedig »é X«.

Ezt az interpretdcidét alkalmazva, az eldontésprobléma az a kérdés, hogy
mely allitdsok olyanok, hogy maéar puszta formajuknal (vagyis mas Aallitdsok-
b6l az »és«, »vagy«, »ha..., akkor...«, »nem« és hasonlé jellegli, tovabba
a »minden«, »van oly« szok segitségével valé felépitésik modjanal) fogva
igazak, fuggetlenul attdl, hogy mit jelentenek (és mely halmaz elemeire vannak
definidlva) az allitasban szerepl6 tulajdonsagok és relacidok (kivéve az egyen-
18ségi relaciot), tovabba az allitdsban esetleg eléfordulé matematikai fliggvé-
nyek, valamint, hogy | mely elemeir6l van sz6 az &llitdsban. Ez a kérdés a
logika szempontjabél magadban véve érdekes, de még érdekesebbé teszi az,
hogy visszavezethet6k r4d més logikai kérdések (pl. hogy mi annak sziikséges
és elegend6 feltétele, hogy egy allitds pusztan logikdd g kovetkezzék mas alli-
tasokbdl, figgetlenal attél, hogy mit jelentenek az allitdésokban szerepl6 tulaj-
donsagok és relacidk), axiomatikus kérdések (pl. hogy mely tételek kdvetkez-
nek valamely adott, nem tul komplikalt szerkezetli axiomarendszer axiémai-
bél, t. i. olyanébdl, amely véges szami axiomabdl all s amelyre nézve az a kéve-
telés, hogy az axiomék igazak legyenek, felirhaté Ugy, hogy bizonyos formuldk
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az f logikai értéket allitsdk el6 ; tovdBba, hogy egy adott, ilyen értelemben
»formalizalhaté«, axiomarendszer ellentmondastalan-e, vagy hogy fliggetlen-e),
s6t bizonyos alak( aritmetikai kérdések is (pl. a Goldbach-féle, vagy a Fermat-
féle sejtés érvénye).

Az azonosan f érték( formuldkat roviden azonosan igaz formulaknak,
a nem azonosan < érték( formulakat roviden kielégithet6 formuldknak nevez-
zuk. (»Formula« a tovabbiakban mindig a 2. pontban definialt értelemben
vett formulat jelent.) Az elddntésprobléma tehat agy is kimondhatd, hogy
olyan algoritmust keresiink, amelynek segitségével barmely adott formularél
el lehet ddnteni, azonosan igaz-e, meg ugy is, hogy olyan algoritmust keresiink,
amelynek segitségével barmely adott formulardl el lehet dénteni, kielégithet6-e.
Ha egy formula értéke mindig j- (WWU. ha nem mindig 4), valahédnyszor I-1
egy bizonyos adott halmaznak vélasztjuk, barhogyan definidljuk egyébként
J-n a formuldban szerepl6 predikdtumvaltozék és matematikai fliggvény-
valtozok helyére teend6 predikdtumokat, ill. matematikai fliggvényeket,
tovabba barhogyan véalasztjuk f-nek a formuldban szerepld szabad valtozok
helyére teend6 elemeit, akkor ezt a formuldt az adott | halmazon azonosan
igaznak (ill. kielégithet6nek) nevezzilk. Konnyen lathat6,1 hogy az, hogy egy
adott formula egy adott | halmazon azonosan igaz-e, vagy, hogy kielégithet6-e,
csak | szamossagatol fugg ; vagyis, ha egy formula egy | halmazon azonosan
igaz (ill, kielégithet6), akkor minden f-vel egyenld szdmossidgl halmazon azo-
nosan igaz (ill. kielégithet§). Ha egy formula azonosan igaz (ill. kielégithetd)
valamely tt szdmossagl halmazon, tehat a fentiek szerint azonosan igaz (ill.
kielégithetd) minden tt szamossagld halmazon, akkor ezt a formulat az N sza-
mossagban azonosan igaznak (ill. kielégithetének) mbndjuk.

5. Az elddntésprobléméra vonatkoz6 kutatdsok nagy része vagy az eldén-
tésprobléma egyes specialis eseteinek megoldasat tiizi ki célul, vagy az elddntés-
probléma visszavezetését bizonyos specidlis eseteire. A kétiranyl kutatasok
persze parhuzamosan folynak : valahdnyszor sikerilt az elddntésprobléma
valamely specialis esetét megoldani, igyeksziink az 4altalanos problémat erre,
vagy legalabb is hasonlé specialis esetre visszavezetni.

igy pl., mint régdta ismeretes,Zaz elddntésproblémanak az a specilis
esete, amelyben az 1 halmaz szdmossaga adott véges szam, megoldhaté ;
mas széval, minden adott pozitiv egész n szdmhoz liegadhat6 olyan algo-
ritmus, amelynek segitségével barmely adott formuléarél el lehet donteni, azo-
nosan igaz-e az n szamossagban. Masrészt, Louienheim3 egy nevezetes tétele

1L. pl. p. tiernays €S M. schonfinkei, Zum Entscheidungproblem der mathematischen
LOgik, Math. Annalen, 99 (1928), 342—372., kuléndsen 344. 1

2L. pl. p. Hilbert S wW. Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, 3. kiadas
(Berlin-Géttingen-Heidelberg, 1949), 97—98. 1

3L. rouienneim, Uber Mdglichkeiten im Relativkalkil, math. Annalen, 76 (1945), 447—
470., kilonosen 450—456. 1
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szerint, amelynek Skolem4adta konnyebben kdvethetd bizonyitasat és egy fon-
tos altalanositasat, és fejtette ki az axiomatikus maodszerre vonatkoz6 meg-
lep6 kovetkezményeit, az elddntésprobléma visszavezethetd arra a specidlis
esetére, amelyben az | halmaz megszamlalhaté ; vagyis, ha volna olyan algo-
ritmus, amelynek segitségével barmely formulardl el lehetne ddénteni, hogy

azonosan igaz-e, ill. hogy kielégithet6-e az Xo szamossagban (réviden : hogy
azonosan igaz-e, ill. hogy kielégithet6-e a megszamlalhatoban), akkor ennek az

algoritmusnak segitségével olyan algoritmust is meg lehetne adni, amelynek
segitségével barmely formuléarél el lehetne ddnteni, azonosan igaz-e. Ugyanis,
mint LOowenheim megmutatta, egy formula akkor és csak akkor azonosan igaz,
ha a megszdmlalhatoban azonosan igaz.

Azt lehetne hinni, hogy a Lowenheim-féle visszavezetési tételt nem lehet
tovabb élesiteni anélkil, hogy az eldéntésprobléméat magat meg nem oldanék,
ami egyébként, mint Church5 az algoritmus fogalmanak egy bizonyos szabatos
definici6ja esetén6 megmutatta, nem lehetséges. Ugyanis a megszamléalhato
halmazok szdmossdgéanal kisebb szamossag mar nincs mas, mint a véges sza-
mossagok.

Mégis meg fogom mutatni, ho y a LOwenheim-féle visszavezetési tételt
élesiteni lehet annak felhasznéalasaval, hogy az adott véges szamossdgok és
a megszamlalhaté halmazok szamossaga k6zott bizonyos értelemben ott vannak
a tetsz6leges véges szamossagok. Nevezziink ugyanis a végeshen azonosan igaznak,
ill. a végesben kielégithetének egy formulat, ha minden véges szdmossagban
azonosan gaz, ill. ha van olyan véges szamossag, amelyben kielégithet§. Akkor
meg icgom mutatni, hogy az eldontésprobléma visszavezethet6 arra a kér-
désre, mely formuldk azonosan igazak, vagy hogy mely formuldk elégithet6k
ki a végesben. (E két kérdés persze ekvivalens, hiszen egy A formula akkor
és csak akkor elégithet6 ki a végesben, ha az A formula nem azonosan igaz
a végeshen.) Részletesebben, be fogom bizonyitani a kdvetkez6 tételt :

Barmely adott A formuldhoz szerkeszteni lehet olyan B formulat, hogy A
akkor és csak akkor elégithetd ki (egyaltalaban), ha B nem elégithet6 ki a végesben.

E tételbdl, Church emlitett tételének felhasznalasaval, kévetkezik Trahtyen-
brotltétele, amely szerint nincs olyan algoritmus (az emlitett szabatos értelem-

4 Th. skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen uber die Erflllbarkeit ©
Beweisharkeit mathematischer Satze nebst einem Theorem Uber dichte Mengen, skrifter utgit
ay Videnskapsselskapet i Kristiania, Mat.-naturv. klasse, 1920, no. 4. 1—33., kiillondsen 4—15.1. ;
Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik, skrifter utgitt av Del Norske Videnskaps-Aka-
demi i Oslo, Mat.-naturv. klasse, 1929, no. 4, 1—48., kulondsen 3—9. és 23—29. 1

6A. church. A note to the Entscheidungsprdblem, The journal ofsymbolic logic, 1 (1936),
40—41. és 101—102. 1

6L. A. church, An unsolvable problem of elementary number theory, American journal
ofmath., 58 (1936), 345—363. L éss. c. kleene, General recursive functions of natural numbers,
Math. Annalen, 112 (1936), 727—742. 1 Az.e cikkben definidlt (Herbrandra s fOdélre vissza-
mend) rekurziv eljaras fogalma, markov s Obeli kdzlése szerint, ekvivalens az algoritmus markov-
féle ogalmava 1 A. A. Mapkos, TEOPUA ITOPUPMOB, ugyané kotet, 191—203.1.

76. A. TpaxTeu6por, HEBO3MOXHOCTb anropudma Ans npobaembl paspeLiMmocTiu,
Ha KOHEYHbIX Kfaccax, Aoknaasl Akagemun Hayk cccp, HOBas cepus, 70 (1950), 561—564.1.
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ben), amelynek segitségével béarmely adott formularél el lehetne ddnteni,
kielégithet6-e a végesben. (Ezt a tételt Trahtyenbrot mas mddszerrel bizo-
nyitotta be.)

6. A bizonyitds alapgondolata a kovetkez6. Egy Skolem—Herbrand-
féle lemma8 szerint egy A formula Kkielégithet6sége ekvivalens egy bizonyos
formalizalt elemi axiomarendszer ellentmondastalansagaval, amelyet az A for-
mulahoz tartoz6 axiomarendszernek fogunk nevezni. Ez az axiomarendszer elemi
abban az értelemben, hogy az axiomakat formalizalé formuldk nem tartalmaz-
nak kvantort. Marmost egy axidmarendszer ellentmondasossaga olyan dolog,
ami a végeshen jatszédik le, t. i. egy véges hosszlsagl hizonyitdson belil,
amely az axiomékbol egymésnak ellentmondd tételekig vezet. E tény felhaszna-
lasaval az A formulahoz tartozé 91 axiémarendszer ellentmondasossagat at lehet
fogalmazni egy bizonyos B formuladnak a végesben valé kielégithetGségére ; igy
tehat A akkor és csakis akkor elégitheté ki, ha B nem elégithet6ki a végesben.9

7. A bizonyitas részleteinek kozlésében egyszeriiség kedvéért
() (1) (*2 @ (Ex.) ... (Exn) M
alaki A formuldkra szoritkozom, ahol az M formuldban, A 0. n. magvéban,
nem szerepel egyetlen egy kvantor sem, tovabba A-ban egyetlen egy, kétvalto-

z0s, F(x,y) predikatumvaltoz6 szerepel; a A (x,y) predikatum, matematikai
flggvényvaltozék és szabad valtozok pedig nem szerepelnek az A-ban. Eszerint

2 M= M(F; xx,...,xn)
Ugy épul fel az F predikatumvaltozébol és az *j, ..., xn valtozékbol (amelyek
mind el6fordulnak A-ban), hogy F argumentumaiba az xx, ...,xn valtozék

kozul kettét-kett6t beteszliink és az igy keletkezett F (x/r, xv) alakd formuldkra
logikai miveleteket alkalmazunk. Az Aaltalanos esetben azonban hasonldan
lehet végrehajtani a bizonyitast. Egyébként az (1) alaku, (2) alakd maggal
bir6 formuldkra valé szoritkozds nem jelenti az altalanossag megszoritasat,

8 Th. Skolem, masodik idézett helyen, kilondsen 24—29. 1; J. Herbrand, Recherches
sur le Théorie de la démonstration, Prace Toicarzystica Naukowego Warszawskiego, Wvdzial 111,
Nr. 33 (1930), 1—128., kiléndsen 112—117. 1 L. még : D. Hilbert és P. Bernays, Grundlagen
der Mathematik, 2. kotet (Berlin, 1939), 149—163. 1

9A tételt masképp is be lehetne bizonyitani, a Skolem—Herbrand-féle lemma helyett
a Godel-féle teljességi tétel segitségével; 1 K. Godel, Die Vollstandigkeit der Axiome des logi-
schen Fnntionenkalkils, Monatshefte fiir Math, und Phys., 37 (1930), 349—360. 1 Ugyanis
a kérdéses tétel szerint A akkor és csak akkor elégithets ki, ha az A formula nem bizonyithat6 be
a logikai fuggvénykalkulus egy bizonyos axiémarendszerében ; masrészt A bebizonyilhatdsagal
ebben az axidmarendszerben at lehet fogalmazni egy bizonyos B™ formulanak a végesben val6
kielégithet6ségére. A Skolem—Herbrand-féle lemma alkalmazasa annyiban el6ny6sebb, hogy
annak segitségével elemi axiomarendszerben lehet dolgozni, mig a logikai, fliggvénykalkulus
axibmarendszere természetesen nem elemi.
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mert, mint Surdnyival megmutattuk10, az elddntésprobléma visszavezethetd
arra a kérdésre, hogy az ilyen alakd formulak kozil melyek elégithet6k ki.1l
Azt is feltehetjik az altalanossag megszoritasa nélkil, hog_ M-ben ne for-
duljon el6 mas logikai mivelet, mint az implikacid6 és a negéaci6 ; ugyanis
ezek segitségével, mint ismeretes,12 minden (akarh&ny valtozo6s) logikai mivelet
kifejezhetd.

Mindenekel6tt pontosan megadom az A formuldhoz tartoz6 91 axidma-
rendszert. 91 kifejezései és formulédi a kdvetkezd jelekbdl épilnek fel (a kezdé-
és végzardjelen és a vessz6n kivil13): a; /4, .. i F . Az 91 axibma-
rendszer kifejezései azok a véges jelsorozatok, amelyek a-b6l azon miveletek
véges szamU alkalmazéaséaval jonnek létre, amelyek a k1? k2, k3 jelsorozatokbdl
azl4(k4, k2, k3, ...,/ (kI5 k,, k3 jelsorozatokat hozzak létre. PIl. a, f4(a, a, a),
/5(a,/4(a, a, @), /4(a, /5(a, a, a), a)) (ha re W5 9l-nak kifejezései. Az 9
axiomarendszer formuldi azok a véges jelsorozatok, amelyek az F(k2,k3
alakl( jelsorozatokbol, ahol k2, kaaz 91 kifejezései, azon két mivelet véges
szdmu alkalmazéséaval jonnek létre, amelyek egyike egy G jelsorozathél a. G
jelsorozatot, masika két G és H jelsorozatbdl a (G — H) jelsorozatot hozza

létre. PI. F(a, a), F(a,/.(a, a, a)), (F(f4d(a, a, a), a) > (F(a, a) —mF (a,/4(a, a,
f5(a, a, a))))) (ha reS 5) 9i-nak formulai.14
Az 91 axiémarendszer bizonyos formulait 91 axiomainak nevezzik ;

ezek egyrészt a
(H (G->H)),

(3) ((G->.(H->K))->((G+H)-KG-*K))),
. ((H -> G)~> (G -» H))

alaku formuldk, ahol G, H, Kaz 9 tetsz6leges formuléi; maésrészt az

@) M(F; ki1,k2,k3,/4(k1k2k3),..../n(k1, k2, k3)

10 L. Kalmar és ,7. Suranyi, On the reduction of the decision problem, second paper,
Godel prefix, a single binary predicate, The journal of symbolic logic, 3 (1947), 65—73. 1
1 Ehelyett azt is feltehetnék, hogy A (1) alakd formula, ahol n = 4 és magva

M= M(FIr--—-- - Fi; *4,xr, x4)

Mat. ésfiz. lapok, 50 (1943), 51—74., kiléndsen 57—61. 1 ; Contributions to the reduction
theory of the decision problem, second paper, three universal, one existential quantifiers, Acta
Math. Hung, 1 (1950), 261—271. 1 Az ilyen alakd formuldkon éppen olyan egyszerd volna meg-
mutatni a bizonyitds modjat, m— amelyet egyébként az &ltalanos eseten is el lehetne mondani,
csak az ehhez szikséges formuladk lennének sokkal komplikéltabbak.

22L. pl. D. Hilbert és W. Ackermann, a 2 ldbjegyzetben idézett m(, 15—17. 1

13Ez utdbbiakat meg lehetne takaritani, ha a Lukasiewicz-féle zardjeltelen jel6lésrend-
szert hasznélndk ; 1 pl. J. Lukasiewicz és A. Tarski, Untersuchungen tber den Aussagenkalkdl,
ggra\gé)zclania z posiedzen Towarzysztwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat 111, 23 (1930),

14Az 91 axiomarendszerben G —m H helyett mindig (G ~H) -t irok; ezzel meg lehet
takaritani a zarojelek szokdsos hasznéalata eléggé bonyolult mdédszerének leirdsat. Hasonlo,
okokbdl hasznalom késébb a (G & H) és (Gr &G2 & ... &Gm) irdsmddot.
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alakd formulak,15 ahol le, k2, k3az 3ltetsz6leges formulai. A (3) alaki axioma-
kat logikai axiémaknak, a (4) alaktakat valddi axiémaknak nevezzik.

Az 31 axidmarendszerben az egyetlen megengedett kdvetkeztetésmod a
levalasztas (modus ponens), vagyis az a mivelet, amely a G és (G-> H) for-
mulékbdl (ahol G és H az Si tetsz6leges formulai) a H formulat hozza létre.
Vagyis az 31 axiémarendszerben azokat a formulédkat nevezzik (bebizonyit-
hatd) tételeknek, amelyek 30 véges szam( axiomajabol véges szami egymas-
utdni levalasztassal jonnek létre (beleértve magukat az axiomakat is). Eszerint
3l egy G formulaja akkor és csak akkor tétel 31-ban, ha van 31 formuldinak
olyan Gj. G2,.... Gmyvéges sorozata, amelynek minden G, tagja vagy 3i-nak
axiémaja, vagy a sorozat el6bbi tagjaibol levalasztas atjan jon létre, vagyis
van olyan fi',/n" < fi, hogy G*" = (G~'— G”"); és G tagja e sorozatnak.
Minden ilyen G, G2,. ... Gmsorozatot G egy bizonyitasanak neveziink 3l-ban.

8. Ezekutan — az (1), (2) alakd formuldkra specializdlva — a kdvet-
kez6képpen mondhatjuk ki a Skolem—Herbrand-féle lemmét.

Az A formula akkor és csak akkor elégithet6’ki, ha a hozz4 tartozé 3L axiéma-
rendszer ellentmondastalan, vagyis, ha nincs olyan 3i-ban bebizonyithaté G tétel,
hogy G is tétel 3l-ban. \

Hogy ne kelljen feltételezni Skolem és Herbrand emlitett cikkeinek isme-
retét,16 bebizonyitom ezt a lemmat. El&szor tegyuk fel, hogy 31 kielégithet6.
Akkor van olyan (nem dres) | halmaz, tovdbba olyan, I-n definidlt ®{x,y)
predikatum és, valahanyszor xr, x2,x361, vannak 7-nek olyan tovabhi XA, ..., x,,
elemei, hogy

M {@, x3, x2, x3, x4, ..., xf) — jLs

vagyis, lehet olyan o3(xr,x2, x3), mm., <n(x1?x2, x3) matematikai fliggvénye-
ket definidlni 7-n, hogy 7 barmely xr, x2, x3 elemére

5) M (P ; Xj, x2, X3, 1 (X]j, X2, x3),.. <n (X_,x2,x3) = f. «

Legyen b az 7-nek egy tetsz6leges fix eleme. 31 minden kifejezéséhez
hozzarendeljuk 7 egy elemét a kdvetkez6képpen : az a kifejezéshez b-t rendel-
juk hozzd ; ha a ak k2, k3kifejezésekhez rendre az 7 halmaz cv c2 c3 elemeit
rendeltik hozza, akkor azfv(k4, k2, k3) kifejezéshez <pv (c1; c2, c3)-at rendeljik
hozz& (V= k, .. ., n). Végll 3l minden formuldjahoz hozzarendeljuk az f és j
logikai értékek egyikét a kovetkez6képpen : ha a kx, k2 kifejezésekhez rendre

15Az M szerkezetér6l tett feltevés miatt ez valéban formuldja az 21-nak.

18skolem a lemma bizonyitasat (amellett, hogy a bizonyitas kénnyebbik felét el is hagyja)
bedgyazza a mar emlitett Loivenheim-féle tétel egyik Uj, a kivalasztasi tételt fel nem hasznald
bizonyitadsaba. Herbrand viszont azéltal neheziti meg a bizonyitds megértését, hogy az e dol-
gozatban elfogadott »halmazelméleti« allaspont helyett »bizonyitaselméleti« allaspontra helyez-
kedik ; ugyanezt teszik Hilbert és Bernays is. Ezért is kivanatos e lemmaénak rovid halmazelmé-
leti bizonyitasat adni. Egyébként a fent kimondott tétel, a lemma Herbrand-féle bizonyitasara
hivatkozva, bebizonyithaté a »bizonyitaselméleti« allaspont alapjan is.
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az | halmaz cr, c2 elemeit rendeltik hozz4, akkor az F (kx, k2 formuldhoz
®{ci, c2 logikai értékét rendeljik hozzad; ha a G formulahoz az | értéket
rendeltik hozza, akkor G-hoz a j értéket rendeljuk hozz4, ha pedig G-hez
a | értéket rendeltik hozz4, akkor G-hoz az f értéket rendeljik hozza ;
a(G~H) formuldhoz a j értéket rendeljuk hozza, ha G-hez az f , H-hoz
pedig a | értéket rendeltik hozz4, minden més esetben az f értéket ren-
deljuk (G —»H)-hoz.

Konnyen lathatd, hogy ily mddon 2L axiomaihoz az f értéket rendeltik
hozz4. A logikai axiémak esetében ez abb6l kdvetkezik, hogy a (3) formuladk-
bél, ha G-t, H-t és K-t tetsz6leges logikai értékekkel helyettesitjik bennuk,
majd az implikacié és negéacié definicidja alapjdn kiszamitjuk értékiiket, min-
dig t -at kapunk ; a valddi axiéméak esetében pedig (5)-b6l. A hozzarendelés
maédjabol kovetkezik az is,hogy ha G és H tetszéleges formulai 2i-nak, és G-
hez is, (G — H)-hoz is az y logikai értéket rendeltik hozz4, akkor a H-hoz
hozzéarendelt logikai érték is y . Ebb&l kévetkezik, hogy ha G az 2l axiémarend-
szerben bebizonyithat6 tétel, akkor G-hez az f logikai értéket rendeltiik hozz4 ;
ennélfogva a G-hoz hozzarendelt logikai érték | , és igy G nem lehet 2i-ban
tétel, vagyis 21 valoban ellentmondastalan.

Masrészt tegyuk fel, hogy az 21 axidmarendszer ellentmondastalan ;
akkor megmutatjuk, hogy az 21 formula kielégithetd. Vildgos, hogy a formuldk,
igy tehat a valédi axiomak is, megszamlalhaté halmazt alkotnak. Legyen

A12R27 «e* 7T A Tees

a valodi axiomak egy megszamlalasa. Jelolje Km azoknak a kifejezéseknek
halmazat, amelyek Ax, A2, ..., Amvalamelyikében a (4)-ben szerepld k1?k2, k3
vagy /" , k2,k3,..., fn(kx, k2, k3) gyanant eléfordulnak, Kw pedig az 2L
Osszes kifejezéseinek halmazat. Vil4gos, hogy

CK2C...CKmc¢ ...C Kuw;

tovabba, hogyA., A2, . . AmazF (k1, k2 alakl formulakbél, ahol k*k36Kn,,
implikaciok és negacidk segitségével jonnek létre.

Vezessik be, ha G és H az 2L formuldi, (G & H)-t rovidités' gyanant
G -> H helyett,I7tovabb4, ha GI5 G2,. ...Gmaz 2L formuldi, (G] & G, &... &
& Gm-et rovidités gyanant (. ..(Gt & G2 Gm helyett.18 Akkor,
m =1, 2,... esetén, (AXx & A2 &... & Am az 21 axiémarendszerben
bebizonyithaté tétel. Ennek megmutatdsdra hivatkozom a (3) alakd

17 A konjunkci6 és implikacié fenti definiciéja alapjan kénnyen belathatd, h(>ty tetsz6-

leges A és B logikai értékekre A & B — A — B.
18 A konjunkcié fenti definicidja alapjan kénnyen belathatd, hogy a konjunkcié asszociativ
mvelet.
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(Aj &A2& ...

&Am)

OL. pl. L. kalmar, Uber die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils, Acta Scientiarum
Konjunkcié a 17 1abjegyzet szerint ugya

Mathematicarum, 7 (1935), 222—242., kiilondsen 239—242. 1 Magét ezt a tulajdonsagot Iényegé-

ben Frege vette észre el6szor.
A Ugyanis a definicio szerint (A! & A2& ...

és az itteni
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Theorie

2lp. kenig, Sur les correspondences multivoques des ensembles, Fundamenta Math.,

8 (1926), 114—134., kilondsen 120—122. 1 ; Uber eine Schlussweise aus dem Endlichen ins
Unendliche, Acta Scientiarum Math., 3 ,(1927), 121—130., kiléndsen 121—122. 1 ;

der endlichen und unendlichen Graphen (Leipzig, 1936), 81—82. 1
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Tek SEE e g bl el elem g 6o 6 L o bt il
Filem it eek Inu ~H LRHNE ezkHeJeze DeHﬂidHukJ-ﬂ RN T
Pt ebet 1 i Ikezﬁképpen:

W, X, x3y) HEor el il [ e xr, x2, x3 LIfEjETEseL
y=fv{*X‘Xz‘*3) {V3 Loooony,

Qlelj, x yy thbvr sy vual whbor £ 0w x2 bifejertsl
Y—F(X1,x2 .

Cox,xsy) b i vk ebber o0 xox2fim tht i
y=mwm

Ay) tbrr e ool b e xfomule sy x;

Z(x,y) il

()1 bk b e e peee gy nlidd

STEEr [ xs sy s B0 g I,
Erbee o bivethend, foalivilve Teirt,z dllitisel \Qwikai btk nind
b Tonpsnbet vilbre nideeitt 3 irdleges elen el fbetned]
(7) I'(xl=>x2i x3>Y) N Y) NiX2 vy A es 0 Y)
(va\bbaﬂ‘ha —fv(*1x2x3) P xx x2, x311 y | Iddlipéslku EEIREARY
2NN \mplwk Er tg et bt ar ipliaein e £ ha
2Egy formula vagy kifejezés valddi részformuldi, ill. valddi részkifejezései azok a for-

mulak, ill. kifejezesek, amelyekbdl felépil. A valodi részformula, ill. valodi részkifejezés fogal-
mat rekurzive (pl. a formulaban vagy kifejezéshen szerepl§ jelek szama, szerinti rekurzigval)
|gy lehet definialni : az a-nak nincs vald % reszklfejezese egy /y(kj, k2. k3) alaku kifejezésnek

y =4, ..., /) valodi reszkifejezései k1, | k3 és valddi reszkleJezeselk egy F (ki? k2 alaku
formula valédi részkifejezésel kr k, és valodi részkifejezéseik, valodi részformuldja nincs;
egy G alakd formula valodi részkifejezései G valodi részkifejezései, valodi részformulai G és
ennek valodi_részformulai ; egy (G—>-H) alaki formula valodi részkifejezései G és H valddi
reészkifejezései, valodi részformuldi G. H és ezek valodi részformulai. Ha a »valddic jelz6t nem
tesszuk hozza, akkor magat a kifejezést is hozzaszamitjuk a részkifejezésekhez, ill. magat a
formulat is a részformulakhoz ; egy formula részkifejezései azok, amelyek valodi részkifeje-
zései. »Részformula« és »reszklfejezes« helyett sokszor roviden »rész«-t mondunk.

2B A formalizalds a fent definialt logikai m(veletek és kvantorok segitségével torténik ;
kdzben a zarojeleket a szokasos modon elhagyjuk, ahol ez nem okoz félreértést; a konjunkci6
jelét legtdbbszor elhagyjuk, vagy ponttal helyettesitjuk ; analdg tagok konjunkciojat 11 jellel
roviditjuk ; a negacio jelét csak a predikatum jelének els6 betlje folé tessziik ; tovabba alkal-
mazzuk a fent definialt n (x,y) predikatumot is.

24G—-H-banG-t a2|mpI|kaC|o el6tagjanak, H-t utétagjanak nevezzik; egyltt az
implikacio tagjai. Hasonldan beszéliink majd konjunkcio és diszjunkci6 tagjairdl is; a tobb-
tagu diszjunkciot természetesen hasonléan definialjuk, mint a tébbtagu konjunkcmt

12 Matematikai kongresszus
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VARl x2,x@, itber e i plinieie elitegfe [ febt v implitieiy értiby

thler s b

g Qi Lyl z[ilyyz il

it y = B, xd, ihhir b x2, x310y tilen )
C) F(xx xay) -+ Z(X,, ¥)Z(x2y)

el te oy = [ta—al), e Xeb x4y Telign s
(10) A y)n y)

elber, ey = ke xar vl sy

11 Z(X, X)
el ber, 3oeqy tleme sem Tebet valdr ohsre donapinek)
12 Z{x,y)Z(y,2)->Z(x.2)

Vb, e xvelidi s y-nak.y RO S0tk b bor v ledd e tenel]
T avxx2 "3l Ly oyl ey ) Al L Al
lviliben, b Z:fv{x1x2,x3):fv(yl,y2,y3), HE x2: |4 x2=y2 x3: | 1] ¢
|11 B(xLx2z)u(ylLy2z)->A(xL| ! AK. |
elber, bets ML BIpE ol hber xaz s x2- 1)

5] r(xr,x2,2) T(yLy2r)-yA(xLyDA(x2,y2
el b s =X s (a0l tber ras paty x2 i
1] Nx 2 Al Al
i e z=xs ) dllr x=y) |
1] x2,x3,x4)—:=l§w'_f'v'iyiiYI'Y]'Xb)/!:?l  Yexn)
(K
*N(Y1,Y2,%«) 11(y, ¥..).)
aliber, bovas (rse bl kb ranen febeb ey by Lyl e il
viyLv; e EE ey bl ot kIH Pl gy\k“k »em Ieh toF(y2,) !
W oy Voalihi)
5 Mostant6l kezdve csak ilyen révid alakban adom meg az indokolast (arra az e

szoritkozva, amikor az imEIikéci() elétagja ). Teljes alakja hasonlé volna, mint a (7) képlet
utani indokolasé. Az indokolasban a kovetkez6 tényekre tdmaszkodunk : egy konjunkcio
ha minden tagja ” ; egy diszkonjunkei6 f, ha legalabb egy tagja ~; egy implikacio
ha mindkét tagja f, vagy ha el6tagja”; és az (ex) kvantor definicidjara.
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(18) Q(xx, x2, x3 —y/H:Q(J i,y2, x")[// (1 (yxX* YR’ Y«) A Y’ *I<))
alibin, 1o x3= F{ xg, ehber xqrabifejereseh, it eqpibih sen Tehel
IS VU|1»)HHyaHH;ésuumMiHmMaHH X310 ),
1 Txx xz,z)-yJIA((EyD(EyaQ(yl,yz,xﬂ)v(Ey]) (EYDr(yry2,xm v
I (Ey) Ay, X)) A(x,2)

CEyx2bem vl bt vy awy% H
w?MIyz 'xzuM'l |Ihy

vMMnhaz:xanx(w HJ

wzquuMMnydlyu PICETresre Tehil g RINEIIRIY

it

|21 oftjoll» @ yfvalt v i

[H'thax—ew y = Gfl-zi, it L2 ibberregy ey
A

(22) 5 (x, x)

[V G[ b H Lol bt fio < fimonen il

It HGLGZ Gmf\l Sorernt bt

1] S(x,y)S(y,z)-yE(x,n

feltbir b s B s Gfl, oz b KOfifit =Ll m fi< fi

98u<ﬁ trr fi < fin);

(1] ) @) Ay
(elber, ¢ feltovbssoentver alyer ool 0 oo oy 6 60
hﬂX:W‘y:GMJHMXHYGWHHMH%HMhMM(H:UHF
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Lo b it anelyebe 01 RO, x| oo clE ety

’\E’)lx—"(*/*" —L12,. ,0; ux, w—D»2 ..., n);

P gl 22~~_(;pve\ OFLbl Ertebeil, nelyebre W@hér bisedd indeni
Me, Mr \mphk gty gyt
I

Pl o aren frtbbeit, i elyekn f)obisedd
FIe
7 12 e L2 -
Fyilvinnely, b R N AR TR Poro L L),
g gy (x: 112_g‘¥1qj),vaqy b (x - 11q2‘ . k}eqy(ke) NRRRR szubagny
o T ahine e alies  ivetberi
|

[
') &{x)A{(EPI)(Epz) (EpR){r (PLp2pBRI(p2 p12,x))
V[t 1] (Ep2 (Ep3 (EPI2) (EpB (Epa) {EpS ([ [ Il {rP1,p2PI2) =
" E(PI,p3,PIN 1 {Po,P3,P23) 1 (j>li P23 P123) E(Pi2,p13 p123 «

‘ ‘ <l (prasipizis vy v
ClEn] (Ep2 EpR[E ]| [E1E] [E12[E[15 Pw)a (PRP)
BN CP’ P21 (PitPitP2i) ~ (PzI’ Pl *)V

HEN oy e BT (B 2 ]HNEV(Ji‘HVy&yv)'
T itywey W, 280 rag 7, %) 7T A (@ORD A (5 ) v
CI TR fy [ Ty ],

Eonel o dllitdonel s 00 bpibed brbbes Velidan b xa 60,60 0 b
fom vl eyyibe, okt
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i Hek leslwmu\a Whit Lrel wlen e o

[h) HW: (6= (8= Ef) —lf6 - b J-v {6 K])] e eetben PE—
—b g2 Hps: [ g2 [§-nk ) s (b=l )& (H->K)‘ p

b (H - b s (6 -0 (6 - b ]|ttt ulin 4 [J
el e il rPLp2p ¢ 1) 3l r(p2, PaP2|)

1(P|)E23)E]23 VP Pt ad s E I I e
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Po- (0 -0 b ) g - b g2 b s (8o b el el e
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iy s MmIF ) k4,k2, k3,74(k1, K2, k3, .., /n(kx, k2, k3) ;i EEEILED

= = M2» Y3 = Yo =.ar1’ A2 KD, yn —fnikis k2, k3 [t

k|l JE bl 29— [P k4, K2, ks, /a(kj, k2 kY1) 2 k) (@—1

] pdg ezl IR R T T I
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2k il ] x~ 1»2 j) zgah 2 ., K it [
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SHIIERE T 4 Psi 0 1200
oafnu s

) vepy ver alyae il fit o uy, b0y Btes B 0] e eselb
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Ered{élumvatuzukka ]t B urmul{at ka?unk broeteipieh st B
RN akveqes Jobelwerer, bo I elleetm eeddses, vegyis, b
I
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el eron, ehbor auelletm oneises, vagyprs & oren el b,
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basenline, ]elblLuk Jﬁ"-v 3t ey il bele it vyt
e el xr,sz.f\ PPy bt ) t) s b BT by x2tlen bl (LE) 1 oie
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/' (xx,x2,2) = f ,akkor n*-kez és x2-héz rendre bizonyos HI5 H 2 formulakat
rendeltink hozza, 2-hez pedig a (Hx—H 2 formulat. Ha J(x, z) = f , akkor
x-hez bizonyos H formulét rendeltiik, hozza, 2-hez pedig a H formulat. Ha
N (L 2 FS (r—4, ..., n), 12 #2,3)? " M@ 2 mind 4
(3" barmely xx, x2, x3, ill. xx, x2, ill. x elemére), akkor 2-hez az a kifejezést ren-
deltik hozza.

(21), (22) és (23) folytan (amelyekbdl S(X,y) —mS(y, X) = f is kovet-
kezik, ha a,y €1J',) J'-nek azok az X elemei, amelyekre &(X) = f (és (24)
miatt van ilyen elem), a S(X, y) relaci6 altal linedrisan rendezett (éstermészete-
sen véges) halmazt alkotnak. Legyenek e halmaz elemei, rendezésiik sorrend-
jében, gx,02, ...,gm, Ggy, hogy p,p'=1, 2 ..., m esetén S(gM,gy) akkor
és csak akkor f , ha fi m<//". Jeldljuk G~-vel 2i-nak azt a kifejezését, vagy
formulajat, amely g~-liz van hozzarendelve (p =1,2,..., m).

(25) folytan [n = 1,2, . . m esetén a kovetkez6 lehetéségek egyike all:

(@) Van olyan px,p2,p12 ej'. hogyN(PL,p2,p12 = IM(p2,pL2 = f.
Ekkor pxhez és p2hoz 9i-nak bizonyos G, ill. H formuldi vannak hozzéaren-
delve, p12-héz pedig a (G — H) formula, végil gu-hoz a (H—-(G->H))
formula. Ekkor tehdt G = (H—=(G— H)).

(b) Van olyanpx,p2,p3,p12,p13 p23,p 123, p 1213GJT, hogy r(pl.p2.pl]
= f'(pl.p3,pi3d) = (p>p3,p.3) — FAPii P23’ P122) — [(px*,pl3 plA3) =
= I'(pl123,pl;13,g”) = f. Ekkoi pxhez ésp 2-h6z3t-utk bizonyo- G, iii. H formu-
lai vannak hozzarendelve,p 12-h6z pedig a (G— H)formula ;p;i-hoz is a Si-nak
valamely K formuldja van hozzarendelve, p13-hoz a (G— K) p 3-hoz pedig
a (H->K) formula; tovabba p123hoz a (G-sfH-i-K)), Pi-13-hoz a
((G->H)-+(G->K)), végulgn-hoz a G/i=((G->(H->K))->(iG->H )"
—»-(G —-K))) formula.

(c) Van olyan P1,p2,p12,pk p2 p2i€J', hogy M {px p2,p12= A(PI,p'J=
= N(p2.p2 = p~.p'i p2)= I (p'n.pl2,gp) = f+ Ekkor px-hez és p2-hoz
2i-nak bizonyos G, ill. H formuldi vannak hozzarendelve, tovabba p12-héz
a (G-> H).pnr-héz a G. p2-h6z a H, p2l-hoz a (H —aG), végil gh-hoz a
G/li= ((H G)-> (G->- H)) formula. Az (a), (b), (c) esetekben tehat'G "
logikai axiéma.

(d) Van olyan yx,y2, ..o.,yn, 21222, ...,2,6/, hogyV= 4, ..., rare
y>Yr)= f, x= 1,2,-..,i-rel'.'l(y/>§(y\/XZQ] =f, x=.1, 2 ..
jore r\zQM zopX *ej = t» x =12 ... kit N12Qxzgd = £, Vil
Negit,z= | ELEV [ 0en LI ¢ R T T T ke, K2, K3
Lifejereseivin akh ITETED dl v=4 LRy T ak, ]
k2, k3 LIfEjETEe i e NI Mahba 2o lo2, o HEED zgeli
31l va\amn\y Hnmmuma PEE RO TTEren ey, gy znvigy 1 )l
(k=12 .. &, b2 x=or2 g, il ka 20 (x: o1
: x

L I L LT =S O U B ) R R A
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k,d, 1E 1 gx(: L, bbee b (ke b ety e gl

(%= 1,1, e Ky s bt ERNED p sreintn e indekeidvel ot
ik, gy
[11] Hg —Mg (F ; k1?2 k2, ..., kn)
hfkoz Ll balibon, s il p=p = LoD iy pietbn bisned
b

Hg = F(k”™, k,J = M,ix(F; KI5 k2, . k. = Mg(F; kx k2, . . k,).
b Teltid, by (A e e e e ke e
Viliben, 1oy e —1?2”.“_1)‘akkw

| helyett prx- rat} Pskra all, akkor

by (b4t d g
| |

ahol Qy ¢ | H Qy ¢ |, tehat, ha (2
Hg = (Mg4x(F; kx, k2, ... k,)-> MgJF; k4 k2, .. k,j) =

= Mg2(F; kx k2,.... k,) = Mg(F; k4. k2* e« Kk,).
boopetiy g dhfes L K b
Hp = Hgex,
AR Rt R P O A RN IR I R S IR R
Hg = Mgex(F; k15k2,..., kn= Mg3x(F; k1?k2, ..., kn) =

= Mg(F; kj, k2.. ., k).
Viyil, Aglzozg = 0 el pIElin vy 8 fomule v derniend el
DL b, vy
Cu—Hr= Mr(F; kP Kk2,..., kn) = Mr(F ; k4, k2, k3, /4(k1? k2, k3, *=.5
fn{ki? k2, k3);

fir, < Ir; A1) L
[ebgptor dllpliber vl

{,263', Ty o) (‘J{Z): E(y.o} * E@gj "

n : ‘

bofl s (0 1D=0 0y vagyin ar () rsether b
i,
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X
Agft, gy) — 1111 Gy
Lo d el e bin 1l

A B fermulibi szewp
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belile bisvibiliss; vagpis Bber vpy nasih B feomnlin denet bostreih
bl e b e e Rt e vegesher b b Rielbpitbet o
Phpeshnll
1 ey o by e bt Atk wtien figy 1osl

eyt it fefpereb kb Cefinit bl ben) Ty, bovele olya
el alpertes e el sepitsepere b biom ey abett feomelinn el Ted etne
Cintent oy bielegiheti-e v ovegesher ebborvehe olyan ek \g NN
o n elyel b ely adott form Rl el Tebetoe fintend, bielbgitbeti gya’\la-
b, vy nen e b alpentmoy arban il h qy | Ialgr
e et A fermeliber aferti ek mddnn h Y de\ RULEE
e albeloarek, Hyer alperite rs arerbir Church il lelel IR

Ehetstpes iqy 11111 olyan rekurziv algoritmus sem Iehetséges, amellyel barmely
adott formularol el lehetne donteni, kielégithetd'-e a végesben. 1111 Tittlienll
i, hﬂgy nincs olyan rekurziv algoritmus, amelynek segltsegeve barmely adott
formulairdl el lehetne donteni, azonosan igaz-e a végesben ; gyan SRR aI
ten ey fermuh akkw POCSEL b el b vy ey he inegd |0|a
e B obppe Trahtyenbrotem ittt e,

AR RRNETTIRI RN s

TN g gTrahtyenbrotE BElneh vebiny frdebes Tiveter
DL Tl bl e tenib belile doyy avegesbenazonosanlgazformu-
lak G} halmaza nem Iehetrkurzw médon megszamlalhat6,2 | Inban‘ Y
e Ll g el s qm? CELRRTm tly ot Vgt nszamusségu
elleheldunlen\ha[m Iy POCIfe VRO vrresn iyt ir nsrdn pssigbir
DUL, D0y e asein s e inenesin iy ol mha\maza bl
bonplem teter beleare, cndy, tebunde bl anok g 0G0l s by o gin
penek EVRE ivtbenie, by enonenesel bogy nebende nidon ey
SELNHIEAUN IR mdasumé? Loy is, bogy ey filinienr @ cnbile
etdil elem e rebhe neden g b g w gl Eredlegee anrogssne
cnliln itk Henisstepe ehuche medor wegsrin Rt delnar, 0intheyy
Cuiil B35y Cnbelnanok wetsnete (Misver 0, voqy gy boomule & ovegesbe
PLOLOSD 0pn, O anh rlenti, by om=4 20 LD RDNEED QR 4
DATE CSELb ], T E et n el mnh cwlen gl grler bl e, cw.
Tobtl cwrebvrniv medonr wepsein BRa0bele e K0 G ds rebvrniv oiden
pepsnin e Ty e vy Kleeyedtle negqintrlizon tlitrd, 111
owltbyrniy dalo o fevee, llertethen Trahtyenbrot ielirel,

BL. codel, a 9 labjegyzetben idézett dolgozat, 356—357. 1. vagy L. Kalmar, Eine
Bemerkung zur Entscheldungstheorle Acta Scientiarum Math., 4 (1929), 248—252. 1

Z Valoban, mint a X labjegyzetben idezett dol%(ozatomban megjegyeztem (251. 1)

egkisebb szamossag amelyben B kielégithetd, ugyanakkora, mint a legkisebb szdmossag,

ame yben B' kielégithet.

BA rekurziv halmaz és a rekurziv mdédon megszamlalhaté halmaz fogalmat illet6en
Kleenenek a 6 labjegyzetben idézett dolgozatara utalok.

DL. a 6 labjegyzetben idézett dolgozataban a XVI. tétel bizonyitasat (741.1.); 1 még
E. L. Post, Recursively enumerable sets of positive integers and their decision problems, Bulletin
of the American Math. Society, 50 (1944), 284—316., kiléndsen 290. 1
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Peb b b bivetiern trye, 111) a végesben azonosan igaz formulak
CtOhaImaza nem lehe

t rekurziv modon axiomatizalhat ; ¢ 111 11113 LIp i ¢l ¢
It dsm tp kveg SLEM b a0 dje ven, vagy aciin i reherniv vidon
TN I\ha bl ant aleteak, e tlyben végesszam lekum irethen
LS m dsovan meqenqedve‘ oantlyben eqeshe PO igaz fir
DR sl vk veleinel debiveyithate el Velider, 1)) Rosser-
W1 srim ang lenweauserind ilye »wkum’v« a b Py it
DL LR Dl are reburhe midor nggsl Hhalu
EOU o neqatie erebn boytsren be Bebel fIE0T avcel, bogy eqyristlo
DEpsTin et enonesan il [Iehal Lowenhelm mmell ] szeril
DI arenpsie i) b nlib cg bl i s [ekum RERERESNIA NI
LEIbEl (g libjeryrether o lietl GodelleIeIEHE AR \Hyta’n]‘ma’sleszll
Wajsberg ¢ [Hltli @ i1erinl, 11 1t szamus&a’ghan LTS \gaz frm il en
el ere dninder veprs mosninsshg st e he it aivn itk e,
Eroanndl neglep@bh, noerl g cu [0 11111041 »deduklwe zért«‘ i
boer,cz, b DR belanel vy ik H?gvenrka\ku\us i
rendsrernel bovetbertetve odjot Erber teend term vtk el ae,
Dl O ey e eliba bl

SpEcEls rvetent Jepyennil mepg‘ I11] ha a logikai fuggvénykalkulus
axiomarendszeréhez véges szamu, a végesben azonosan igaz formulat, vagy a véges-
ben azonosan igaz formuldk egy rekurziv modon megszamlalhaté halmazanak
elemeit, adjungaljuk axiomak gyanant, akkor mindig van olyan, a végesben azo-
nosan igaz formula, amely nem blzonylthato be a kapott axidmarendszerben.33

Falibir, n i tbegy iy madon b p II PELESTERED (4 vEpeshen dronusin
e b el el arinad ded ot aqa m O ek e i
e b el febeteed debin th [ k B Beneh it vy ieil
Errbrel, dhbor & vipeshen arensi \gaz o vl el o rebvnie nadn
poien gt e,

EL o nepalin predm ny arerl moeglepd, noerl, Wajsberg )y LEElE f1erin]
(1agz\a"hjeqyze[henidézeltdulgnzalutglhaa‘\ngika\fuggvéﬂyka‘!kulusaxiu’ma-
ersreri e by b lepes elper feom cRC gk it gy,
R R N R AT I T E R T S R N A I
PEECE oy i arendsnert by, e elyber moinder, 0t stimoossigdan

PE fogalmat illeten 1 B. Rosser, EXistensions of some theorems of Godel and Church,
Thejournal of symbolic logic, 1 (1936), 87—91.1., kiilondsen a 88. lapon a definiciot. (Ha e definiciot
formulakra akarjuk alkalmazni, akkor x,y, z-n a megfelel6 formulak sorszamat kell érteni
a formuldk codel-féle megszamlalasaban)

3LL. a J labjegyzethben idézett dolgozatban a Il. lemméat a 88—89. lapon.

@M. wajsberg, Untersuchungen tber den Funktionenkalkil fir endliche Individuen-
bereiche, math. Annalen, 108 (1933), 218—228. 1

Ennek a kovetkezménynek azt a specialis esetét, hogy ha a logikai fuggvénykalkulus
axiomarendszeréhez hozzavesziink egy tetszGleges, a végesben azonosan igaz formulat axioma
gyanant, akkor mindig van olyan, a végesben azonosan igaz formula, amely nem bizonyithatd
be a kapott axidmarendszerben, Trahtyenbrot is kimondja (idézett dolgozat 571. lap aljén).
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I
il ! H 1], el ekl e deduka
ma[endsmehen.as

Feppyyentit regil 1)) azoknak a formuldknak Cf)- (|  halmaza,
amelyek a végesben azonosan igazak, de nem minden halmazon azonosan igazak

(1161 Lowenheim [TErell Tiel s1erinl, g mllh Hhar ren drenosil
[1i1tl ], nem szamlalhato meg rekur2|v modon PI0Er Qa0 intere) ow—en
eln el e arebonivnidont I|z|hlthlekumudameg HE
e ha\maznak KR ‘sz\ P et medoer megsin Rt fone,

HAllyen formula pl. (x) A (x,x) & (x) (Ey) (2) (A(x, )(AX ,X)—>A(z,y))) ; LD. Hilbert
ésp.Bernays, Grundlagen der Mathematik, 1. kotet (Berlin, 1934), 124. 1; vagy a 35Iabjegyzet-
ben emlitett formulak.

PPl Hilbert és Bernays egy sejtése szerint (L a 34 labjegyzetben idézett ml, 124. 1,
1 labjegyzet ; a sejtés bizonyitasat 1 G. Hasenjaeger, Uber eine Art von Unvollstadndigkeit
des Pradikatenkalkils der ersten Stufe, Journal of symbolic logic, 15 (1950), 273—276. 1) a

‘s (WX, y) & x) (V) @R y)R(y, 2)->R (x,2)))-> (EX) (y) R (xi,y)
((Ex)(y) S(x,y) & (xX)(¥)(Z)(u)(S(X,u)S(y, u) s(v, x) ->m S(v,y)))-> (ExX) (y) S(x,¥)

formulak koziil, — amelyek a végesben azonosan igazak, a végtelen halmazokon nem, — egyik
sem bizonyithatd be abban az axidmarendszerben, amely a logikai fiiggvénykalkulus axioma-
rendszerébol keletkezik, ha a méasikat axioma gyanant adjungaljuk hozza. E két formula tehat
két »egymaéstdl fuggetlen« végességi feltétel.



AZ ELDONTE3PROBLEMA VISSZAVEZETE3E A VEGES HALMAZON* VALO KIELEGITHETOSEG KERDESERE 189

NMPNBEJEHWME TMPOBJIEMbI PASPELLULMMOCTW K BOIPOCY
BbINO/THNMOCTWN JTOIMYECKUX ®OPMYJT HA KOHEYHbLIX
KJTACCAX

N. KANbMAP (Cereg)

Mocne 06BACHEHUA cywHocTm NPO6EMBbI Pa3PELUMMOCTU aBTOpP [0Kasbl-
BaeT C/eAylollyl0 Teopemy:-

Ana nw6oih dopmynbl A (yskoro (GYHKLUMWOHAaNb-
HOF0O MCYUCNEHMA)MOXHO NOCTPOUTbL APYryt Gopmyny
BTakoro popga,4yto A BbiNoOAHMWMA B TOM U TONbKO B TOM
cnydyae, eCnAM HeT KOHEYHONoO MHOXecTBa, Ha KOTOPOM
B BbimonHuma.

3HauuT, nNpobsema paspeLuMmMocT NpMBOAMMA K MpobsieMe BbIMOSHUMOCTU
hopMyN y3koro MUCHUC/IEHUSI MPEAMKATOB Ha KOHEe4YHbIX Kaccax. 3710 ABAseTcs
ynydileHvem TeopeMbl LoOwenheim-a, koTopas NpuBOAUT Npo6seMbl paspeLun-
MOCTM Ha Cfyyali CUYETHbIX MHOXECTB.

B kauecTBe crefcTBUSA fOKas3aHa Teopema TpaxTeHO6poTa 0 pekyp-
CVBHbIA HepaspeLuMMoCTy MpobaemMbl BbIMOSHUMOCTA (hOPMYN yskoro WCHUCTIE-
HUS NPeaMKaToB Ha KOHEeYHbIX Knaccax. M3 3Toro aBTop AoKasbIBaeT, UTO MHO-
XKEeCTBO (hopMyN yskoro (YHKUWOHANBHOIO WUCHMCIEHUS TOXAECTBEHHO WCTUH-
HbIX Ha /1l060M KOHEYHOM KJlacce He SIBISIETCS PEKYPCMBHO CHETHBIM U, nosTomy,
XO0TS 3aMKHYTO OTHOCUTENbHO [efyKLMW, PEeKYPCUBHO He aKCcMOMaTU3yemo.
[Janblie MHOXeCTBO (hOopMyN yskoro (DYHKLMOH&/IbHOTO WMCYUC/IEHWS, TOXAECT-
BEHHO WCTUHHBLIX Ha /1H060M KOHEYHOM Knacce, HO He TOXAECTBEHHO MCTUHHbIX
Ha 6eCKOHEYUHbIX Knaccax, Ha ABNASeTCA PeKYpPCUBHO CYETHbIM.

CraTtba nedvataeTcs M Ha aHI/IMCKOM fA3bIKe nof 3arnasvem »Contributions
to the reduction theory of the decision problem, fourth paper, reduction to
the case of a finite sef of individuals« B »xypHane »Acta Mathematica Academiae
Scientiarum Wungaricaex.



KALMAR LASZLO

REDUCTION OF THE DECISION PROBLEM
TO THE SATISFIABILITY QUESTION OF LOGICAL
FORMULAE ON A FINITE SET

By LASZLO KALMAR (Szeged)

After explaining for mathematicians npt acquainted with mathematical
logic, what is the decision problem and why it is interesting, the author proves

the following theorem.
To any given {111 (111 formula § it is possible to construct another

st viier] formula § such that | is satisfiable if and only if there is nofinite

set on which } can be satisfied.
Hence the decision problem can he reduced to the question of satisfiability

in the finite of first order formulae. This is a sharpening of Léwenheim "s theorem
reducing the decision problem to the case of-an enumerable set of individuals.

f
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