Megjegyzés a halmazelmélet Godel-féle
axiomarendszeréhez I1.%

HajnaL AnprAs és KaLmAr LAszrLo

5. Az emlitett metatétel bizonyitdsanak gondolatmenete az,
hogy eloszor a legegyszeriibb, az & - és (Ek) jeleket nem tar-
talmazo feltételekre bizonyitjuk be a megfeleld osztily 1étezését,
majd megmutatjuk, hogy ha bizonyos feltételekre érvényes, akkor
érvényes a beldliik az & - és (Ek) jelek alkalmazasaval keletkezo
feltételre is. Azonban az (Ek) jel alkalmazasaval tobb szabad val-
tozot tartalmazo feltételbdl kapunk (eggyel, ti. a k& halmazvéltozo-
val) kevesebb szabad valtozot tartalmazo feltételt; ezért a fenti
gondolatmenetet csak ngy kovethetjiik, ha a bebizonyitand6 meta-
tételt még altalanosabban, x, y és z helyett tetszoleges szamu sza-
bad halmazvaltozo6t tartalmazo feltételekre bizonyitjuk be.

Evégett mindenekel6tt a rendezett par és a rendezett harmas
fogalmat kell altalanositanunk tobb komponens esetére. Ez konnyen

* 1. részt lasd : Mat. Lapok, T (1956), 26—42. oldal. Az alabbi 48. jegy-
zet az L. rész 41. oldalara valo, azonban hibas tordelés miatt ott félbemaradt.
; 8 Lasd a 18. jegyzetet. Valéban metatételrdl van sz6, mert azt allitjuk,
hogy az olyan osztaly létezése, amelynek valamely <x, y, z> rendezett harmas
akkor és csak akkor eleme, ha a @(x, y, z, A) feltétel teljesiil, e feltétel minden
egyes (a szovegben pontosan megadott modon valo) valasztasa esetén egy-egy
tétele a pusztan az Al, A3, A4, valamint a B1—B7 axiéomak altal axiomatizalt
diszciplinanak.

Arra a kozelfekvo kérdésre. miért ezt a metatételt bizonyitjuk be ahelyett
a specialis esete helyett, amikor @(x, y, z, A) a (8) feltételt jelenti, konnyen vala-
szolhatunk : konnyebb ezt a metatételt atlagosan bebizonyitani, mint kozvet-
leniil a kérdéses specialis esetét; de természetesen e metatétel bizonyitasa
alapjan meg lehetne adni a kérdéses specialis eset bizonyitasat is, vagyis a B8
axioma halmazelméleti bizonyitiasat az A1, A3, A4, valamint a B1—B7 axiomak
alapjan, csak nagyon sokszor kellene ismételni a metatétel bizonyitasdban sze-
replo gondolatmenetet. Eppen az ilyen konnyitésben all a metatételek alkalma-
zasanak jelentdsége az axiomatikus vizsgéalatokban. Tudoméasom szerint Boryar
JAnos Appendixében fordul elé a szakirodalomban eldszor metatétel bizonyitasa
és alkalmazasa axiomatikus vizsgilatban : azé a metatételé, amely szerint min-
den olyan tétel, amely az euklidesi geometria valamely tételébdl gy jon létre,
hogy egyenes helyett mindeniitt L-vonalat (paraciklust), sik helyett pedig min-
deniitt F-feliiletet (paraszférat) mondunk, a geometria axiomarendszeré¢ben a
parhuzamossag axiomaja nélkiil bebizonyithato tételek kozé tartozik.
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lehetséges ™ :
Xy Xay Xy X =Xy, <Koy Xsy X0,
X1y Xay Xy, Xy, Xsp ==Xy 5 <Xap Xay Xy X5,

altalaban, ha mar a (x,,...,x,> rendezett n-es definidlva van,
akkor-a <x;, x,,..., X,+1> rendezett n-+ 1-esen az x, halmazbol és
a <x,,..., X,.1> rendezett n-esbol képezett rendezett part értjiik:
©) B xS s e - o 18

Ez az egyenlet n— 2 esetén a rendezett harmas fenti definici6jaba
megy at; hogy n=1 esetén is igaz legyen:

CXry Xop =<y, <X,
a <x» ,rendezett egyesen“ magat az x halmazt célszerii érteni:
CXD=—y

A (9) egyenletet nem tekintjiik altalanos definicionak, csak
olyan eljarasnak, amelynek segitségével minden adott n-re defini-
alhatjuk az <x,, ..., x> rendezett n-est. Val6jaban csak bizonyos
n értékekre lenne sziikségiink a rendezett n-es fogalmara ahhoz,
hogy a B8 axioma nélkiilozhet6ségét megmutassuk, éspedig leg-
feljebb az n=1,2,..., 11 értékekre (minthogy a (8) feltételben
11 halmazvaltozé szerepel: az x,y €s z szabad vaitozokon Kkiviil
ap,q,rs,t,u v, w kotott valtozok); azonban egyszeriibb altalano-
san felirni a (9) definiciot, mint kiilon-kiilon definidlni a rendezett
egyes, harmas, ..., tizenegyes fogalmat™.

A rendezett n-es fogalma segitségével a kovetkezOképpen
mondhatjuk ki az el6z6 pontban szerepld metatétel altaldnositasat.

Legyen ®(x,,.:.,x,, A) olyan, az x,,...,x, halmazokra és
az A osztdlyra vonatkozo feltétel, amely felirhato olyan formula
alakjaban, amely bizonyos, x; € x; és x; € A alakii dllitdsokbol, ahol

¥ Attekinthetoség kedvéért indexes latin kisbetiiket is hasznalunk hal-
mazvaltozok gyandnt; viszont az i, j, m és n betiikkel ezentil csak (adott) po-
zitiv egész szamokat jeloliink.

% Természetesen a halmazelmélet axiomatikus felépitése soran el6bb-
utobb definidljuk a tetszoleges pozitiv egész szam (mint tetszdleges véges, nem
tires halmaz szamossaga) fogalmat és definicija alapjan bebizonyitjuk a re-
kurziv definicié jogossagat; ett6l kezdve a rendezett n-es definiciojat — meg-
feleld fogalmazasban — altalanos, halmazelméleti definiciénak tekinthetjiik.
Azonban ahhoz, hogy a halmazelmélet axiomatikus felépitésében e pontig el-
jussunk, sziikség van e fogalom bizonyos — véges szamii — specialis esetére
(mondjuk n = 20-ig); ezért a (9) egyenlet — nem altalanos definiciénak, hanem
a sziikséges n-ekre vonatkozo egyes definiciok rovid osszefoglaldsanak
tekintve — megkonnyiti a halmazelmélet axiomatikus felépitését is.
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X; 6s x; nemcsak az X, ..., X, halmazvdltozok lehetnek, hanem
tovabbi, a D(x,, ..., x., A) feltételben kotott halmazvdltozok is, az &,
 és (EXx,) jelek ismételt alkalmazdsdval keletkezik, ahol X, helyett
ismét tetszoleges, az x,, ..., X, szabad vdlfozoktol kiilonbozo halma z-
vdltozo dllhat. Nem kotjiik ki, hogy az x,,...,x, és A vdltozok
mindegyike valoban eldforduljon e formuldban, csak azt, hogy eze-
ken kiviil mds szabad vdlfozo ne forduljon elé benne; azt sem-
irjuk eld, hogy x,,...,x, milyen sorrendben jeloljék az ebben a
formuldban szereplo (és esetleg még tovdabbi) szabad halmazvdlto-
z0kat. Akkor az a tétel, hogy bdrmely A osztdlyhoz van olyan osz-
tdly, amelynek valamely <{x,, ..., x.) rendezett n-es akkor és csak
akkor eleme, ha komponensei teljesitik a D(x,, ..., x.,A) feltételt,
bebizonyithaté az A1, A3 és A4, valamint a B1—BT axiomdk alapjan®.

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy az altalanossag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy a @(x,,..., x,, A) feltételt kifejezd
formuldban (réviden: a @(x, ..., x,, A) formulaban) nem szerepel
X; € x; alaku ,alkatrész“ (az olyan formulat, amely a, kimondott
metatételben szerepld feltételek mellett annak a tovabbi feltételnek
is eleget tesz, hogy nincs x; € x; alaku alkatrésze, rovidség kedvéért
szabdlyos formuldnak nevezziik). Valoban, x; € x; helyett azt mond-
hatjuk, hogy van x;-nek olyan x eleme, amely x;-vel egyenld, vagyis

(EX)(x €Ex; & x=X;)

(ahol x tetszbleges, x;-t6l Kiilonboz6d halmazvaltozo); x = x; hielyett
pedig azt, hogy = x==x; (nem igaz, hogy x=Fx;), s az itt szerepl6
x == Xx; 4llitds helyett, mint fentebb, azt irhatjuk, hogy

Ew)(~(wex&wex) & (Wex; & weEXx))

51 Ez a metatétel — azon kiviil, hogy Godelnél a B8 axioma is szere-
pel a bizonyitdshoz megengedett axiomak kozott (s6t megengedi axiomarend-
szerének valamennyi axiomajat, a kivalasztds axidmajanak kivételével) — abban
kiilonbozik Goper M1 metatételétol (lasd- Gope [1], 8. oldal), amelyet GopeL
a halmazelmélet axiomatikus felépitésének meggyorsitasara haszndl, hogy GopEL
A helyett tobb osztalyvaltozét megenged (amit mi is megteheinénk), tovabba
x;€x; és x;€A; alaku allitasokon kiviil A;€x; ¢és A; € A; alaku allitasokat is
megenged a szobanforgd formula ,alkatrészei“ gyanant. Bizonyitdsa azzal kez-
dodik, hogy ezeket az (jabb alkatrészeket ki lehet kiiszobolni, mert az A2
axioma folytan Aiexj ill. A,€A ; csak akkor allhat, ha A, halmaz, tehat akkor

és csak akkor all, ha van olyan x halmaz, hogy x-—=A, és xExj ill. xéAj;
ennélfogva A€ x; helyett azt irhatjuk, hogy (Ex)(x=A&x¢x), A, €A
helyett pedig azt, hogy (Ex)(x=A, &x€A). Az igy bejovo egyenloség-jelet
tigy kiiszobolhetjiik ki, mint az x, € x; alaku alkatrészek kikiiszobolése kapcsan

a szovegben.
Ha n=1, akkor metatételiink épp azt mondja ki, hogy az a tétel, hogy
van olyan osztaly, amelynek azok és csak azok az x halmazok (vagyis <x>
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(ahol w ismét tetszoleges, x-t6l és x;-t6l kiilonboz6 halmazvaltozo).
lly médon az x; € x; alkatrész helyébe azt irhatjuk, hogy

(EX)(x€X; &~ (EW)~(-(WEX&WEX) & (WEX; & WEX)));

ezt minden esetleges x; € x; alaku alkatrésszel megtéve, szabdlyos
formulahoz jutunk™.

Nevezzitk a @D(x,,...,x,, A) formuldban szerepld &, — és
(Ex,) jelek oOsszes szamat (ahol x, tetszbleges halmazvaltozot
jelenthet) a @(x,, ..., x., A) formula rendjének. Pl. x; € x; és x,€ A
nulladrendi formuldk (és minden nulladrend{i formula vagy x; € x;,
vagy x;€ A alakl); =X, €Xx, X € X, & X, € x5 és (EX)(x € Xx,) elsd-
rendil, 7 (X €L &X €X), X €EX X EX&X; €x, és (Ex)(xEx&
& x € x,) masodrendii formuldk. A (8) formula 134-edrendi.

A bebizonyitandd metatétel érvényességét eldszor a O-adrendii
szabdlyos formuldkra mutatjuk meg; majd megmutatjuk, hogy ha
minden olyan szabdlyos formulara igaz, amelynek rendje kisebb,
mint valamely m pozitiv egész szam, akkor igaz az m-edrendii
szabdlyos formuldkra is. Ezzel minden szabdlyos formuldra meg
lesz mutatva, hogy igaz™.

rendezett egyesek) elemei, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsaguk, barmely 7°
tulajdonsag esetén bebizonyithatd az Al, A3 és A4, valamint a B1—B7 axio-
mak alapjan, amennyiben egy x halmaz tulajdonsagan olyan, x-en és esetleges
(adottnak képzelend6) A osztalyon (vagy tobb ilyen osztalyon) kiviil mas sza-
bad valtoz6t nem tartalmazoé formula alakjaban felirhaté feltételt értiink, amely
a mondott médon keletkezik x; € x; és x; €A (vagy x;€ A)) alaku alkatrészek-

bol. fgy értettiik a 3. pont elején a tulajdonsag-fogalom szabatos elhatarolasat.
A (definit) tulajdonsag fogalmanak ilyenfajta szabatos elhataroldsa (a ZermeLo-
féle axidmarendszer keretein beliil) Skolemtdl szarmazik; lasd Skorem [1],
ZermeLo [2], Skorem [2].

Természetesen ahelyett, hogy Goper M1 metatételét bizonyitjuk be a
B8 (és az A2, valamint a D) axioma felhasznaldsa nélkiil a sziikséges speci-
alis esetben, megtehettiik volna azt, hogy Gope. M3 metatételét (lasd GopeL
[1], 14. oldal) bizonyitsuk be igy, megfelel6 m6don specializalva; ezt ugyanis
a (8) formula helyett kdzvetleniil az <x,z, y> € A feltételre is alkalmazhattuk
volna. Ez azonban azt jelentette volna, hogy az <x,z, y> € A feltételnek a (8)
alakra hozasa helyett altalanosabban kellett volna bizonyos alaku feltételeket
ilyenszerii formula alakjaban kifejezni. Ez nem konnyitette volna meg a bizo-
nyitds kovetését. (Godelnek természetesen sziiksége van az M3 metatételre is
a halmazelmélet axiomatikus felépitésének meggyorsitasa végett.)

52 GODEL az X; € x; alaku alkatrészek kikiiszobolése helyett a D axiomat
(a fundaltsdg axiomajat) hasznalja, amelyb6l konnyen adddik, hogy nincs olyan
x halmaz, amely teljesitené az x € x feltételt. — A (8) formula, mint azonnal
lathato, szabdlyos, gy, hogy a B8 axioma nélkiil6zhetoségének bebizonyitdsidhoz
nem is volna sziikséges nem-szabalyos formulakra kimondani a fenti metatételt.

5 A teljes indukcidval vald bizonyitds megengedett (bar még nem mu-
tattuk meg, hogy a teljes indukciéval valé bizonyitas jogosultsaga kovetkezik
a halmazelmélet axiémaibdl), mert nem halmazelméleti tétel, hanem metatétel
bizonyitasara hasznaljuk. Ugyanis a kimondott metatétel éppen azt jelenti, hogy



6. Ahhoz, hogy a bebizonyitandé metatétel érvényességét
O-adrendii szabalyos formuldkra megmutassuk, sziikségiink lesz
néhany segédtételre.

1. segédtétel. Ha n= 3, akkor™
VaAs Wk DR A P A el R s

Bizonyitas. A (9) definicié folytan
X1y Xgy Xy ooy XD =Xy, {Xay Xy o 00y XD =
TG, € POt ) 1

ez pedig, a rendezett harmas fogalmanak definicidja folytan, nem
mas, mint a {x;, x,, <X, ..., X, »> rendezett harmas.

2. segédtetel” A Bb és B6 axiomdkbol kovetkezik, hogy
bdrmely A osztdlyhoz van olyan B és C osztdly, hogy, tetszdleges
x és y halmazok esetéen,

<y, Xy €B akkor és csak akkor dll, ha x € A,
<{x,y> € C akkor és csak akkor dll, ha x € A.

Bizonyitas. A B osztily létezését éppen a B3 axioma
mondja ki; a C osztaly létezése ebb6l a B6 axiéma alapjan ko-
vetkezik.

3. segédtétel™ A B5, B6 és BT axiomdkbol kovetkezik,
hogy bdrmely A osztdlyhoz van olyan F, G és H osztdly, hogy,

a benne foglalt allitis minden egyes adott #(x,...,x,, A) formulara igaz;
mar pedig adott @(x,,..., x,, 4) formula rendje adott nemnegativ egész szam
és ahhoz, hogy adott m nemnegativ egész szamra allithassuk, hogy a meta-
tétel az m-edrendii szabalyos formulakra igaz, nincs sziikségiink a teljes induk-
cioval valé bizonyitas jogossadga axiématikus bizonyitasara, hanem elég azt a
meggondolast m-szer ismételniink, hogy minthogy a metatétel igaz a 0-adrendfi,
tehat az 1-nél kisebb rendii szabalyos formuldkra, azért igaz az elstrendfiekre
is, minthogy igaz a O-ad és elsdrendii, tehat a 2-nél kisebb rendii szabalyos
formulakra, azért igaz a masodrendiiekre is és igy tovabb. Pl ahhoz, hogy a
(8) formulara bebizonyitsuk a metatételt, 134-szer kellene azt a meggondolast
ismételniink, amelyet a metatétel altalanos bizonyitasaban mondunk el; de tel-
ies mdukcnét egyszer sem kellene végezniink.

A ... jel az x; és x; valtozok kozott (ahol j = i) mindig azt jelenti,

hogy kozéjiik novekvo mdex sorrend]eben vesszOkkel elvdlasztva, mindazok az
X,, valtozok irandok, ahol i <m <j (ha j—i-{-1, vagy j— i, akkor egy sem ;
az utobbi esetben x; és x; egyike elhagyando).

» Lasd a 2.3 tételt Gopew [1]-ben a 9. oldalon.

5 Léasd a 2.31, 2.32 és 2.33 tételt Goper [1]-ben a 9. oldalon; azon-
ban GopeL a G osztaly létezésének bebizonyitasahoz a B8 axiomat is hasz-
nalja. A B8 axioma nelkulozhetosegenek bizonyitdsdhoz donto a 3. segédtétel
jelen alakja.



tetszoleges x, y és z halmazok esetén,

<z, x, y> € F akkor és csak akkor dll, ha <{x,y> € A,
{x,2,¥> € G akkor és csak akkor dll, ha {x,y> ¢ A,
{x,y,2> € H akkor és csak akkor dll, ha {x,y> ¢ A.

Bizonyitas. F osztaly gyanant valaszthatjuk a 2. segéd-
tételben szerepld B osztalyt, hiszen (2, x, y> =<z, {x, y>> € B akkor
€s csak akkor all, ha {x,y>€ A. A B7 axioma folytin ehhez a
B osztalyhoz van olyan K osztily, hogy, tetszileges x, y és z hal-
mazok esetén, <x,y,z> € K akkor és csak akkor all, ha {y, z, x>€B,
s a K osztdlyhoz olyan L osztily, hogy <x, y, 2> € L akkor és csak
akkor &ll, ha {y,z x> € K. Akkor H osztaly gyanant valaszthatjuk
ezt az L osztalyt, hiszen <{x, y, 2> € L akkor és csak akkor all, ha
<y,2 x> €K, ez pedig akkor és csak akkor all, ha <z, x,y>€B,
vagyis, ha {x, y> € A. Végiil a G osztaly létezése igy adodik. A B6
axioma folytdn van olyan M osztaly, hogy, tetszéleges x és y hal-
mazok esetén, <{x,y> € M akkor és csak akkor all, ha {y,x>€A;
s ehhez az M osztadlyhoz a 3. segédtételnek az F osztily létezésére
vonatkozd, madr bebizonyitott része szerint van olyan N osztély,
hogy, tetszbleges x, y és 2 halmazok esetén, <z, x, y> € N akkor és
csak akkor &ll, ha <x,y> € M. Ehhez az N osztilyhoz a B7-axioOma
folytan van olyan P osztily, hogy, tetszéleges x, y, z halmazok ese-
tén, <{x,y, 2> € P akkor és csak akkor all, ha <y,z x>¢€ N. Akkor
G osztaly gyanant valaszthatjuk ezt a P osztalyt, hiszen <x, z, y> € P
akkor és csak akkor all, ha <{z,y,x> € N, ez pedig akkor és csak
akkor &ll, ha {y, x> € M, vagyis, ha {x, y> € A.

E segédtételek alapjan a kovetkezOképpen bizonyithatjuk be
a kimondott metatételt O-adrend{i szabalyos formuldk esetére. Az
ilyen @(x,, ..., x,, A) formula, mint mondtuk, csak x;€ A, vagy
X; € x; alaka lehet, ahol i, ill.i és j az 1,...,n természetes sza-
mok koziil valé (mert az x; vdltoz6 az x; € A formulanadk, s az x;
€s x; véltozdk az x; € x; formulanak szabad valtozoi), tovabba az
utobbi esetben i==; (mert a @(x,,...,x,, A) formula szabélyos).
Ha tehdt x; € x; mellett az x;€x; formulat is figyelembevessziik
D(x,, ..., x,, A) gyanant, akkor feltehetjiik, hogy i < .

Ha &(x,,...,x.,A) az x; € A formula, akkor n==1 esetben
i csak 1 lehet és maga az A osztaly olyan, amelynek az <x,, ..., X,> —

" —=<x,> =X, ==Xx; halmaz akkor és csak akkor eleme, ha x;€ A,
azaz ha a @D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Legyen tehat n >1 és
tegyiik fel egyelére, hogy i < n. Akkor az A osztalyhoz a 2. segéd-
tétel szerint van olyan C osztaly, hogy <x, y> € C akkor és csak akkor.
all, ha x¢€ A, specidlisan <X, Xis1, «. ., Xp> = {Xi, X1y ++ o5 Xnpp€C

15 Matematikai Lapok
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akkor és csak akkor all, ha x; € A. Ha i=n, akkor maga A ilyen
osztaly, ugyanis ekkor {x;,..., x,> =<{x>=x;. Ha i=1, akkor
a C osztaly maris olyan, hogy <x,, ..., x,> € C akkor és csak akkor
all, ha x; € A, vagyis, ha a @(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Legyen
tehat i >1. A 2. segédtétel szerint ehhez a C osztilyhoz van olyan
B, osztaly, ahhoz ismét olyan B, osztily, és igy tovabb, hogy
{y, x> € B, akkor és csak akkor all, ha x € C, {y, x> € B, akkor és
csak akkor all, ha x € B,, és igy tovabb. Specidlisan {x:.1, Xi,..., X, )=
=<Xi-1,<Xi, - . ., Xup € B, akkor és csak akkor éll, ha<x;,..., x.>€C,

vagyis ha X €A;  Kig, X1, s Xn) = X3, {Xicty o, Xu)p € By
akkor és csak akkor all, ha <{x;_y, ..., x,» € B,, vagyis ismét akkor
és csak akkor, ha x; € A; és igy tovabb, végiil B; | olyan osztaly,
amelyre <{x,...,x,»> € B;; akkor és csak akkor all, ha x;€ A4,

vagyis, ha a @(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Ennek a B, (i=1
esetén C) osztalynak létezését a 2. segédtétel, tehat a B5 és B6
axiomdk alapjan bizonyitottuk be.

Legyen marmost @(x;,...,x,, A) az x;€x; vagy az X; € x;
formula, ahol 1=i<j=n. A Bl axioma folytan van olyan E osz-
taly, hogy <x,y> € E akkor és csak akkor all, ha x €y, ehhez pe-
dig a B6 axioma folytan olyan Q- osztaly, hogy <x,y> € Q akkor
és csak akkor all, ha <{y, x> € E, vagyis, ha y¢€x. Ennélfogva
abban az esetben, ha @(x,, ..., x,, A) az x; € x; formula, {x;, x;> € E
akkor és csak akkor all, ha x; € x;,, vagyis ha a @(x,,..., X, A)
feltétel teljesiil; abban az esetben pedig, ha @(x,...,x,, A) az
x; € x; formula, <x;, x;> € Q akkor és csak akkor all, ha x;€ xi,
vagyis, ha a @(x,,...,x,, A) feltétel teljesiil. Jeloljiik R-rel az elsé
esetben az E, a masodik esetben a Q osztilyt; akkor <{x;, x;> € R
mindkét esetben akkor és csak akkor dll, ha a @(x,..., x,, A)
feltétel teljesiil. Ha n=2, akkor 1 =i<j=n-—2 miatt i=1 és
j—2; tehat akkor R maris olyan osztaly, hogy <x;,...,X.»—
= {X,, Xop = <{Xi, X;> € R akkor ¢és csakis akkor all, ha a
D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil.

Legyen tehat n > 2 és tegyiik fel egyelore, hogy j < n. Akkor
az R osztalyhoz a 3. segédtétel szerint van olyan H osztaly, hogy
{x,¥,2>€H akkor és csak akkor dll, ha <x, y> € R, specialisan,
az 1. segédtétel folytan, <xi,X;, Xjs1yeoer Xn>=KXi, Xj, {Xsi1,+++, Xm ) ) EH
akkor és csak akkor all, ha <x;, x;> € R, vagyis ha a @(x,, ..., X, A)
feltétel teljesiil. Ha j—n, akkor <x;,x;,...,X,»>=<X, X;y, tehat
akkor R maga valaszthaté ilyen H osztily gyanant.

Tegyiik fel marmost egyelére, hogy j>i+1; akkor ugyan-
csak a 3. segédtétel szerint a H osztdlyhoz van olyan G, osztély,
hogy <x, z, > € G, akkor és csak akkor all, ha {x,y> € H, tovabba
a G, osztilyhoz van olyan G, osztdly; hogy <x,z y>€ G, akkor
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és csak akkor &ll, ha <x,y>¢€ G,, és igy tovabb. Specidlisan, az
1. segédidtel Jolytan, <ag, X1, X5 oy Xnp == Xei X201 X Xy o vin B € Oy
akkor ¢és csak akkor all, ha <x;,<x;,..., x,>> € H, vagyis, ha
<x'i7 Xjy oony X,,> € H? X5 Xj-2, Xj'1, oo ns X == L Xi, Xj-2, Xj-15+ 4,
X.>> €. G, akkor és csak akkor all, ha <x;,<Xj1,...,Xx.>>€ @G,
vagyis ha <{x;, x;1,...,x.> € G,, tehat ismét akkor és csak akkor,
ha <xi, x;,...,x,»€H; és igy tovabb, végiil G;, olyan osztaly,
amelyre <X, X1, ..., X,> € G;.;-1 akkor és csak akkor é&ll, ha
{Xi, Xj, . . ., Xop € H, vagyis akkor és csak akkor, ha a @(x,, ..., x,, A)
feltétel teljesiil. Ha j > i-}1 nem teljesiil, hanem j=i--1, akkor
maga a H osztaly olyan, hogy <Xi, Xit1, ..., X,> = <Xi, Xj, . .., Xup€H
akkor és csak akkor all, ha a ®D(x,,...,x,, A) feltétel teljesiil.
Jeloljiik G-vel j>i+1 esetén a G,,., osztdlyt, j=—i-+1 esetén
pedig a H osztalyt; akkor tehat <x;,...,x.> € G akkor és csak
akkor all, ha a @D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil.

Ha mérmost i-=1, akkor tehdt G olyan osztdly, amelyre
CXpsien s Xon) = Xiy ey Xp> € G -akkor €s ‘csak  akkor—all, ha a
D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil; ha pedig i >1, akkor a G osz-
tallyal ugyanigy jarunk el, mint fentebb a C osztallyal : a 2. segéd-
tétel szerint van a G osztilyhoz olyan B, osztaly, hogy <y, x>€B,
akkor és csak akkor éll, ha x € G, majd ehhez olyan B, osztaly,
hogy <y, x> € B, akkor és csak akkor all, ha x€B,, €s igy tovabb.

Specialisan  {Xi 1, Xiy '« oy X0 =< Xi~15 {Xiy »+ «y Xn> € By -akkor és
csak akkor:all, haz <x;, 7 isXny €ld s <o, Xinty s &5 X —=&Xi-9;
{Xi-1y .. .3 Xup» € B, akkor és csak akkor all, ha <x;,..., X, >€B,,

vagyis akkor és csak akkor, ha <x;,...,x.> € G; és igy tovdbb,
végiil <x;,...,x.> € B:_, akkor és csak akkor dll, ha <x;, ..., x.>€G,
vagyis akkor és csak akkor, ha a @(x,,..., x,, A) feltétel teljesiil.
Ennek a B:; (i=1 esetén G) osztilynak létezését a B1 axiéma
¢s a 2. és 3. segédtétel, tehat a B1, B5, B6 és B7 axiomdk alap-
jan lattuk be; igy a kimondott metatétel érvényességét tetszdleges
O-adrendii szabalyos formuldra és tetsz6leges adott r-re bebizonyi-
tottuk.

7. Még .csak annak megmutatisa van hatra, hogy ha a ki-
mondott metatétel minden olyan szabalyos formulara igaz, amely-
nek rendje kisebb, mint valamely m pozitiv egész szam, akkor
igaz az m-edréndfi szabdlyos formuldkra is. Ez ugyantigy tortén-
hetik, mint Godelnél™, ;

Valéban, m >1 esetén minden m-edrendii @(x,, ..., x,, A)"
szabalyos formula vagy @, (x,,..., x., A) & @.,(x,, ..., x,, A) alaku,

57 Lasd Gopet [1], 10—11. oldal.

15%



226

ahol @,(x,,...,x,,A) és D,(x,,...,x,, A) m-nél alacsonyabbrendii
szabdlyos formuldk, vagy - & (x,, ..., x,, A) alaku, ahol & (x,,...,x,, A)
m-nél alacsonyabbrendii (ti. m—1-edrendil) szabdlyos formula, vagy
pedig (Ex)2(x, x,, ..., x,,, A) alaku, ahol x valamely, x,, ..., x,~tol
kiilonboz6 halmazvaltozo, Q(x, x,, ..., x,, A) pedig m-nél alacso-
nyabbrendii (ti. ismét m—I1-edrendii) szabalyos formula. Itt a
Dy(Xy, ..oy Xuy A)y Po(xy, ...y X, A) és P(xy, ..., X,, A) formulakban
nem fordul el6 mas szabad vdltozé, mint x,,...,x, és A (ezek
sem mind kell, hogy eléforduljanak benne, @ (x, ..., x,, A)-ban és
Dy(x,, - . ., X, A)-ban akkor sem, ha @(x,,..., x,, A)-ban mind
elofordul); tovabba az £2(x, x,, ..., x,, A) formulaban nem fordul
el6 -mas szabad valtoz6, mint x, x,, ..., x,, és A (az x valtoz6t min-
dig elore irhatjuk az £(x, x,, ..., x,, A) jelolésben, fiiggetleniil attol,
hogy az x, x;, ..., x, és A vialtozok mely helyeken, milyen sorrend-
ben fordulnak el6 az £2(x, x,, ..., x,, A) formuldban). Marmost a
feltevés szerint a kimondott metatétel igaz a ®,(x,,..., x., A) €s a
DXy, -5 X Ay - &P Xy i Xar A), L Az (x5 Xy, Xay A)
formulara; és azt kell megmutatnunk, hogy a @.(x,,...,x., A) &
& D%, 5. %0,A); 8 P v, X5, A) il Az EXYRE, X
x,, A) formulara is igaz.

Valoban, az, hogy a kimondott metatétel igaz a @,(x,, ..., x., A)
és Dy(x,,...,X., A) formuldkra, azt jelenti, hogy béarmely A osz-
talyhoz van olyan B, és B, osztily, hogy <xi,..., x> € B ill.
(X, ..., Xup € B, akkor és csak akkor all, ha a @,(x,,..., x., A)
ill. a Dy(xy,...,xu, A) feltétel teljesiil. A B2 axiéma szerint a B,
és B, osztalyokhoz van olyan B osztily, hogy x € B akkor és csak
akkor all, ha x € B, és x € B,; specialisan <{xy,...,x,> € B akkor
és csak akkor all, ha <xi, ..., X.D € B, és <X, .., Xx> € By, vagyis,
ha @Dy(x,, ..., X, A) & Dy(x,, ..., x,, A) teljestil. Ezzel a kimondott
metatételt a @,(x,, ..., X,, A) & Dy(x,, ..., X,, A) formulara is bebi-
zonyitottuk.

Az, hogy a kimondott metatétel igaz a ¥(x, ..., X,, A) for-
muldra, azt jelenti, hogy barmely A osztalyhoz van olyan C osz-
taly, hogy <x,,...,X.> € C akkor és csak akkor 4ll, haa ¥ (x,,...,X., A)
feltétel teljesiil. A B3 axioma szerint a C osztilyhoz van olyan C’
osztaly, hogy x € C’ akkor és csak akkor dll, ha x¢ C. Specidlisan
Xy, XY EC' akkor és csak akkor all, ha <{x,...,x.>€¢C,

vagyis, ha a ¥(x,,...,x,, A) feltétel nem teljesiil; mas szoval
akkor és csak akkor, ha a = &(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Ezzel
a kimondott metatételt a - ¥(x,,...,x,, A) formulara is bebizo-
nyitottuk.

Végiil az, hogy a kimondott metatétel igaz az 2(x, xi,..., X, A)
formulara (és a benne el6fordul6é esetleges szabad véltozok x, x,,
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...; X., A sorrendjére), azt jelenti, hogy barmely A osztalyhoz van
olyan D osztaly, hogy <{x, x,,...,x,>€ D akkor és csak akkor 4ll,
ha az 2(x, x, ..., x., A) feltétel teljesiil. A B4 axiéma szerint a D
osztalyhoz van olyan D" osztdly, hogy x ¢ D’ akkor és csak akkor
all, ha van olyan y halmaz, hogy <y, x> € D. Specidlisan <x,...,
x,» € D" akkor és csak akkor all, ha van olyan x halmaz, hogy
Xy CXiihs sy 2= X5 oy oy CobDy cvagYaE: olyan,  hog: a8z
Q(x,x,,...,x,) feltétel teljesiil; mas szdéval akkor és csak akkor,
ha az (Ex)£2(x, xi, ..., x.) feltétel teljesiil. Ezzel a kimondott meta-
tételt az (Ex)(x, x,,...,x,) formulara is és igy A4ltalanosan
bebizonyitottuk™; ezzel azt is megmutattuk, hogy a B8 axiéma
az Al, A3 és A4, valamint a B1—B7 axiémak alapjan bebizo-
nyithato.
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3AMEYAHUE OTHOCHUTEJIbHO CUCTEMbI AKCMOM TEJENS TEOPUHA
MHOYKECTB

Aupgpam Xaitnan u Jlacno Kaabmap

3 B crarbe goxaswbiBaercsi, uto merareopema M1 I'énensn (The consistency
of the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis - with the
axioms of set theory, Annals of Mathematics Studies 3 (1940), ctp. 8; pyccxuit
neperoy : CoBMECTUMOCTL AKCHOMBI BHIGOPA i 0OOOUIEHHOIT KOHTHHYYM-THITOTE61
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¢ akcuoMmamu Teopunm MHOxkects, Ycnexu Martemartumueckux Hayg,
3 (1948), ctp. 96—149) moskeT ObiTh Jl0KazaHa 0e3 MCNOIL30BAHUST AKCHOMBI
B8 TIépensi. Tak kak akcuoma B8 siBasercs wacTueiM cayuaem merateopemst M1,
TO OTCIOAA CAEAyeT, 4To akcnoma B8 moker OwiTe onymiesa coscem. [loxasa-
TE/IbCTBO OCHOBBIBAETCS HA PACCY)K/IEHHA YHCTO KOMOMHATOPHYECKOrO XapaKkTepa.
Anrauiickuii BApuaHT HacTosiei pa6oTsl OYAET B CKOPOM BPEMEHH OTYBIHKOBAHO
B skypuane Publicationes Mathematicae ([leGpeuen).

EINE BEMERKUNG ZUM GODELSCHEN AXIOMENSYSTEM
DER MENGENLEHRE

Von Anxpris Hajnar und Liszid Kaumir (Szeged)

Es wird beweisen, daf der Metasatz M1 von Goper (The consistency
of the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis with the
axioms of set theory, Annals of Mathematics Studies, 3 (1940), S.8) sich ohne
das Godelsche Axiom B8 beweisen ldft. Da Axiom B8 ein Spezialfall des
Metasatzes M1 ist, so folgt hieraus, das Axiom B8 iiberhaupt entbehrlich ist.
Das Kern des Beweises ist eine rein kombinatorische Uberlegung. Eine englische
Version der Arbeit wird demnichst in den Publicationes Mathematicae (Debre-
cen) erscheinen.
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