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Sur les contractions de ’espace de Hilbert. VIII
Fonctions caractéristiques. Modéles fonctionnels

Par BELA SZ.-NAGY i Szeged et CIPRIAN FOIAS a Bucarest

En hommage de M. Miron Nicolesco a son 60. anniversaire

Dans la prészntz  Note on introduira la notion de foaction caractéristique pour
les contractions T de I’espace de Hilbert, de type le plus général. Par l'intermédiaire
de ces fonctions on construira des modéles fonctionnels pour les contractions et
on résoudra complétement un probléme de structure pour les dilatations unitaires
des contractions, abordé dans la Note V [1]. Les relations entre les factorisations
de la fonction caractéristique et les sous-espaces invariants pour la contraction
donnée, annoncées dans [5] et [6], feront ’objet des Notes ultérieures.

On supposera dans toute cette Note que I’espace de Hilbert en question est
séparable. D’ailleurs, cela ne présente pas de restriction essentielle puisque, évidem-
ment, toute transformation linéaire continue d’un espace de Hilbert non-séparable
est la somme orthogonale de transformations linéaires continues d’espaces séparables.

Soit donc T une contraction de . On y attache les opérateurs

les sous-espaces ,
@T = DT*@ et @T* = DT“@’ /

et les nombres cardinaux (=0)
0r=dim Dy, bdp=dimDp.,

qu’on appellera, selon les cas, les ,,opérateurs de défaut”, ,,sous-espaces de défaut”
et ,,indices de défaut” de T ils indiquent, en effet, les déviations de T d’étre unitaire.
Notons la relation

(1) TDT—:DT*T l)

dont il s’ensuit, entre autres, que T applique D; dans Dy«.
Cela étant, la fonction caractéristique de T sera définie, pour A complexe,
|A| <1, par

2 Or(3) = [~ T+ DI —2T*)'D;][Dy.

1) Conséquence de la relation évidente TD% = D}.T.
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O (1) est ‘donc une fonction dont les valeurs sont des transformations linéaires
bornées de ®; dans Dp«; on montrera de plus que

3 ler(Ml=1.

Pour les contractions T ,,quasi-unitaires” (c’est-a-dire telles que bT—b,*<oo)
cette definition se réduit a celle donnée par LiviiTz, POTAPOV, SMULYAN et POLATZKY
{6—11]; ces auteurs envisagent aussi le cas o T n’est pas une contraction (auquel
cas on définit Dy et Dy« par les racines carrées des transformations |[[—7T*T| et
|I—TT*|); ils obtiennent dans certains cas particuliers aussi des formules de facto-
risation. Des définitions voisines portent sur les opératetrs A dont la partie imaginaire
(A — A*)/2i est de rang fini, voir article [12] de BRoDsKY et LiviiTz. Mais la voie
par laquelle nous arrivons a la définition (2) est entiérement nouvelle: elle nous
est ouverte par la théorie des dilatations unitaires des contractions. C’est aussi par
cette théorie que nous obtenons les modéles fonctionnels pour 7.

Les résultats de cette Note ont été annoncés dans [4] et [5].

1. Préliminaires

1. Soit A un espace de Hilbert (séparable); nous désignons par L2() la classe
des fonctions v(f) (0=t =2n), 4 valeurs dans A, mesurables (fortement ou faiblement,
ce qui revient au méme puisque A est séparable) et telles que

|U” / Hu(t)”n( dt < oo,

Par cette deﬁmt]on de la norme [jv|l, L*(N) devient un éspace de Hilbert (séparable);
bien entendu, on ne distingue pas deux fonctions dans L%(Y) si elles sont egales
presque partout. Toute fonction v(r)€ L?(A) admet un développement en série

de Fourier > €"a, ol

— oo

an€d, S lada=1ol’;

cette série converge vers v(?) en moyenne, C’est-a-dire que

f ” v(t) — e“"ak :(

- "l

-0 (m, n — <),

Tout cela se démontre comme dans le cas des fonctions numériques.

Un sous-espace important de L2() est celui qui est constitué des fonctions
dont les coefficients de Fourier g, s’annulent pour n<0; désignons ce sous-espace
par L% (). A une fonction

v(f) = S' ¢ an ¢ LX)
Q)
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on peut faire correspondre lal fonction de la variable complexe A:

u(’) = '4:,' ing,,

analytique dans le cercle unité; en effet, cette série converge pour tout 2 (2| <1),
car

v i n oo % oo %
| 22all= Zarial = (ZnakuZ] (ZW"] ~0 lorsque 1> -~ oo}
m n. 0 m

de plus cette convergence est uniforme dans tout domaine |A]=|i|o<1. On peut
regagner v(r) de u(2) comme limite radiale en moyenne; en effet, on a

_./nu(z)—u(re”)um _M/ ]2(1— ")e""a,,l‘,ldt = (;f(]—r")? a5 —0

lorsque r—1—0.
De plus, la limite
an ' u(e)y= lim u(re'’)

r-1-0

existe méme au sens fort (dans ), presque partout, et est égale presque partout
a v(t) (théoréme de Fatou généralisé). En effet, en continuant v{r) a une fonction
périodique de période 2=, les fonctions wuo(d) = u(d) —ay, ve(t) = v(t) —a,, seront
reliées par la formule de Poisson

-~ . 2w T . t+s
. 1 1 d
up(re'”) = E/P,(r—S)vo(S)ds = E_/d—sPr(S)( / vo(a)da] ds,
0 0 t—s

d’ou il s’ensuit, tout comme dans le cas des fonctions numériques?), que ugy(re'’) tend
vers vy(7) fortement (r—1—0) en tout point ¢ ol

t+s

j,;? / vo(0)do — vy (1) fortement (s—0),

donc presque partout? bis),
Pour la fonction u(4) qui dérive de la fonction v(r)€L2(N) on a

—_/”u(re”)”"l dt = 2 r2" Ian”‘l( = Z ||(1,,||<)2| O<r<l).

2y-Cf. [15], p. 35.
2bis) Cf. [14], 8.
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Appelons H2(3l) la classe de toutes les fonctions

oo

‘62 Xa,,

u(d) =

4 valeurs dans 9, analytiques pour |i| <1 et pour lesquelles I'intégrale

2n
1 it\y2
E‘/”ll(re Na dt O<r<1)
’ 0

reste bornée par une quantité indépendante de r. Cette intégrale étant égale a.

oo
i a2, 1a -condition posée est équivalente a -la-condition-
< ‘

- 2
2 laalla < oe.
(]

Ainsi, toute fonction u(4) € H*(2) provient d’une fonction v(r) € L2 (), notamment
de la fonction v(f) =2 e™a,.
V]

En vertu de ces considérations,-la-limite radiale (1. 1) existe au sens fort (dans 2()-
presque partout et aussi en moyenne, pour toute fonction u(i)¢€ H2(N); la limite
radiale u(e’) appartient & L2 (); de plus toute fonction v(r) € L2 () provient de cette
fagon, presque partout. Comme u(2) et u(e'*) se déterminent mutuellement, il convient.
d’identifier les classes L2 () et H2(A), en munissant de cette fagon H3(N) de la
structure d’espace de Hilbert de L% () et de la considérant comme un sous-espace-
de L2(N).

2. Envisageons une fonction @ (4), a valeurs transformations linéaires bornées.
d’un espace de Hilbert § dans un espace de Hilbert £, et définie par une série entiére:

(1.2) O () = "SamA,
. 0

dont les coefficients sont des transformations linéaires bornées de $ dans 9, la série-
étant supposée convergente pour || <1 au sens de de la convergence forte des.
opérateurs. Supposons de plus

(1.3) |@(A)] = C (borne indépendante de /, |A]<1).
Pareille fonction {$, Hx, ©(2)} sera appelée une fonction analytique bornée (|7} <1).
La condition (1. 3) entraine
1 2r
E(‘f lO(reyhZ, dt = CPIAlE  (O=<r<1)
et par conséquent

(1. 4) i I4ahlG, = C* Ikl
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pour tout h€N. 1l s’ensuit, en vertu du n® 1, que la limite

(1.5 C lim O(reh

r—1-0

-existe au sens fort (dans ) partout, sauf peut-€tre les points d’un ensemble E,
-de mesure 0. Faisant /i parcourir un ensemble dénombrable, deénse dans , et en
‘réunissant les ensembles E, correspondants, il résulte un ensemble £ de mesure 0.
-Grace a (1. 3), la limite (1. 5) existe pour tout ¢ n’appartenant pas a E, quel que
soit h€D.

Donc la limite radiale
(1. 6) O(e)= lim O(re")

r—1-0

existe presque partout, au sehs de la convergence forte des opérateurs. De plus,
toujours en vertu du n° précédent, @(re')h converge en moyenne L?*(Dy) vers
O(e)h lorsque r —~1—0, cette limite ayant, comme élément de L?(D), le développe-
ment de Fourier
(1.7 O(eh = D et A4,h,

0

convergent en moyenne.

Dans ce qui suit, nous aurons a faire surtout avec des fonctions analytiques
‘bornées pour lesquelles lO@MI=1 (1A[<1). Nous les appellerons fonctions analy-
tiques contractives.

L

2. Fonctions caractéristiques

1. Pour une contraction T de I’espace 9, nous avons déja défini la fonction
-caractéristique ©.(%) par (2), donc par

2. 1) 0,0) = [= T+ ADpa(I— AT#)- ‘DT]‘~7 =[-7+ Z’A"DT T+0=1 Dy | | Dy

on regardera QT(,l) toujours comme une transformation de D; dans Dy, méme
si ses valeurs @ (1) f (fE 1) ne sont pas denses dans D«. En remplagant T par
, les espaces D, et Dy changent de réle et on aura évidemment

(2.2) 07 (A) =05 (7)*.
Faisant usage de la relation (1) nous obtenons
O2)Dy = Dpu[—~T+ A= 2T*)~'(I-T*T)] =

= Dyu(I = 2T*)"! [—(l—).T*)_T+).(I—¢T* T)],
.donc .
(2.3) O (A)Dy = DI = AT*)=Y(AI=T).

«Comme Dy est une transformation autoadjointe, on aura
AR —T*T— DO, (A)*O (YD, =
= I—T*T—(JI—T*)(I — AT)~-'(I— TT*)(I= AT*)~ ' (Al = T).
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Or, en vertu des développements

T (=T (=T) = =T+ 3 T*=1(I— T*T),
1

I=T)F—ATH-' = — T+ 3 in(I— TT*) T+~
1
la relation suivante subsiste:
(=TT —AT*)~ (A —T) = — T+ TT*T + 3 in(I— TT*) T*"~ 1 (I— T*T) =
1 :
= (M =T)Y(I=AT*)~'(I— T*T),
d’oit B ~
AR = U= AI-=THU = AT)" (M —T)(I = AT*)~)(I - T*T) =

= [(I—AT*)(I - IT)-—(II——'T*)(U—‘ Y —AT)"'I=AT*)"*(I-T*T) =
= (1= |MD)U - T*T)( — AT)~'(I—AT*)- (I — T*T).
‘On a donc pour A€H quelconque
1Drhl? — 1@ (D) Drhll? = (AW)h, h) = (1= A~ AT*)~ I~ T*T) Al
€t par conséquent, pour tout élément de la- forme f:DTh,
(2. 4) 112 =10 M f1* = A= 1AIE = AT*)~ " Dr f1%;

par raison de continuité, (2.4) reste valable pour tout élément f de L, =D;D.
Une conséquence immédiate de (2. 4) est I'inégalité

IfIZ =10, f1220  (fEDy),

«ce qui prouve (3), c’est-a-dire que @4(1) est, pour toute valeur de i, une contraction
de DT dans gT*
Pour 41=0 (2 4) prend la forme

IA12= 10O f1* = IDyfI1?  (f€Dp).

Notons que D;f=0 entraine que f est orthogonal & tout élément de la forme D;h
{h€9), donc orthogonal & Dy ; comme f€ D cela n’est possible que si f=0. Doncona

100/ <l pour tout f€Dy, f#0. '
1l est utile de faire la suivante

Définition. Une fonction analytique contractive {€, €«, ©(4)} sera appelée
pure, lorsqu’on a ||@(0)e|| <|le|| pour tout ec€, e=0.

D’aprés ce que nous venons de démontrer, la fonction caractéristique
{@T’ QT*’ @T(l)}

est une fonction analytique contractive pure.
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En vertu des Préliminaireé, la limite radiale
O, = lim O;(re")
r—-1-0

existe presque partout au sens de la convergence forte des opérateurs. Pour f fixé
quelconque dans Dy, @(re)f converge, comme élément de L2(Dy+), en moyenne
vers @.(e")f; Op(e")f a le développement de Fourier

2.3) Or(e)f=-Tf+ 2 " Dy T*"=1 D f
convergent en moyenne.

2. Envisageons deux contractions, T, dans 9, et T, dans §,, qui sont unitaire-
ment»equivalentes Tz-aTla ! olt ¢ est une transformation unitaire de §, sur
2.3) De nos définitions il s’ensuit 1mmed1atement que

Dr,=1Dr,, @T’;:T* D+, Or,(A)=1407, (N7,

ou 1 et T, sont les restrictions de ¢ & Dy, et & DT.
I1 convient de faire la suivante -

Définition. On dira que les fonctions analytiques contractives {(? Cx, O}
et {€, €, 0°(A)} coincident;, lorsqu’il existe une .transformation unitaire 7 de
& sur €’ et une transformation umtalre T4 de €y sur €, telles qu’on. ait O@’'(1) =
=1,@ M)t

Nous venons de voir que pour deux contractions wunitairement équivalentes,
les fonctions caractéristiques coincident. La proposition réciproque n’est pas
vraie, du moins dans cette généralité. En effet, si § = H® @ H® est la décomposition
de 9, correspondant aux parties unitaire T et complétement non-unitaire T©>
de la contraction T, on a

Dy =0&Dr0);, D+ =0DDyon, Dr = Drw, D+ = Dron

et par conséquent @ (1) = O w)(4), donc T et T® ont les mémes fonctions caracté-
ristiques.

Il suffira donc d’envisager les contractions complétement -non-unitaires. On.
démontrera plus loin (§ 4) que pour celles-ci la proposition ci-dessus a une récipro-
que compléte. .

3. Cest un fait immédiat que si T .est une contraction, il en est de méme de
T,=(T—ah(I—-al"! (la] <1).

Les fonctions caractéristiques de T et T, sont reliées de la maniére suivante:

(2. 6) {Dr,, Dpz, O1,(A)} coincide avec {fDT, D+, OF (%]}

3} On appe]]eraA unitaire une transformation isométrique ¢ d’'un espace de Hilbert 9, sur
un espace de Hilbert $., ces deux espaces pouvant étre différents. On a alors g* =g~ !.
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En effet, on obtient d’abord par des calculs élémentaires
2.7 I-T;T,= R*(I-T*T)R et I-T,TS = RL(I-TT*)R,

1 1
ol R=({—|a»*(I—aT)' et R,=(—|a®)*(I—aT*)~".
Il en résulte

{2.8) | Dy ull> =Dy Ruli?, ||Dyzull®> =|Dys Ryull?

pour tout u€9. Comme R et Ry appliquent § sur soi-méme, les relations (2. 8)
montrent qu’il existe une transformation unitaire Z de Dy, sur L, et une trans-’
formation unitaire Zy de Dy sur Dy telles que

2.9) ZDy,=D;R et ZyDp=DpR,.
Faisant usage des formules (2. 3) et (2.9) on obtient
Z4O;,(NZ* Dy = Zx 07, (A)Dr, R~ = Zy Dy (U= AT~ "(AI-T)R™" =
= DpRy(I=ATHAI=T)R™' = Dpu(I—aT*)~"'(I-2TH" (M- T)I—aT) =

A+ta

:D»,*(I—,UT*)—](#I—T), ou ﬂ:m

On a donc
Zy @T,,(’l)Z*DT =04 Dy,

d’ou, comme Z* et O(u) sont définies justement dans D, il résulte (2. 6).

3. Modéles fonctionnels d’une contraction donnée

1. Considérons une contraction complétement non-unitaire 7 d’un espace de
Hilbert H. Soit U la dilatation unitaire minimum de T, opérant dans I’espace de
Hilbert 829.

On sait (cf. [1], th. 1) que les sous-espaces
3.1 L=U-17)9H et & =(Ux-T*)P
de & sont ambulants par rapport a U et que
(3.2) f=(aUrgdHd(0UrL*).

0 0
On sait aussi (¢f. [1], démonstration du th. 3) que
3.3) , K = M) + VLLH).

Désignons par Q la projection dans & sur 2(2*). En posant

3.4 fo = KOM(EH), %)

4) D’apres [1], théoréme 2, on a &,={0} si T*"~0 (n—~ =), et dans ce cas seulement.
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on a en vertu de (3. 3)v

(3.5 Ko=0-%=({-QD)+{—Q)M(L*) = (/- Q)M (Y).
Notons que D(L*) réduit U et par conséquent

(3.6) : UQ=0QU.

En vertu de (3. 2), € L U"€* pour n=0,—1,—2, ..., donc, pour f€&, Of est
¢gale 4 la somme des projections de f sur les sous-espaces U"®* (n=1,2,..)),
orthogonaux deux-a-deux. En désignant par Q, la projection dans & sur U"2, ol

3.7 Ly = U = U(U*—THH = ([-UTHY,
on aura donc
3.8 Qf = OZ o.f (€9
On montrera par un calcul simple que pour un élément f€&¢ de la forme
(3.9) f=W=Th (heH)
on a

(3.10) Qof=—(I—~UT¥)Th, Q.f=U"I—UTHT*"~1(I—=T*T)h (n=1,2,..).

En effet, les éléments figurant aux seconds membres appartiennent évidemment
aux sous-espaces respectifs U"¢, (n=0,1,..)) et on a

fHU—UTHTh = UU—T*T)h 1 &,
et f=U"J—=UT*)T*"=\(I-=T*T)h L U"¢, (nz=1),
puisque, pour tout A’ €9,
(UU=T*T)h, - UTH) ) = (UT=T*T)h, k') —(U(J = T*T)h, UT*K) =
= (TU—=T*T)h, )= ((I=T*T)h, T*K) = O
et, en posant pour abbrévier g, = T*"- Y[ —-T*T)h (n=1),
((U=T)h—U"(I- UT*)g,, U"(I-UT*)I') =
= (h, Un='(I—=UT¥)I')~(Th, U"(I - UT*)I')~(g,, )+ (UT*g,, i)+
+(g,, UT*K)—(T*g,, T*K) =
= (h, T"-'(I— TT*)h')—(Th, T"(I - TT*)I') — (g,, K) +(TT* g, h') +
+(gu, TT*K)+(T*g,, T*K') =
= (= TT*) T+~ h— (I— TT*) T*" Th— g, + TT*g,, k') =
= ((—-TT*)T*"~-*(I—-T*T)h—(I—TT*)g,, k) = 0.

Les espaces € et &, ont les mémes dimensions Dy et s que Ty et Dys; en
effet, on obtient des applications unitaires

p: de € sur D, Y: de &y sur Dy,
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en complétant par continuité les applications
3.1H p{(U=T)Yh = Dsh, Yy(I—UT*Yh = Dph heD)
(¢f. (1], th. 1). @ et Y engendrent des applications unitaires

®: de M(Q) sur L2(D,), ¥: de M) sur L3(Dye),

notamment par

il

@ U, = Zempl, (el 2P <o),
(3.12) - -

v 2 U= Zempl (€8, I <o)

Observons que, par cette définition,
(3.13) dUg=¢""Pg pour tout geM(Y), YUg=¢"¥g pour tout g€ IM(L,).
En vertu de (3.10), (3. 11) et (1) on a pour f = (U—~T)h
Qof ==Y " '"DpTh=—yY"'TDh = -y~ ' Tyf,
Q.f = Uy~ DT~ D}h = Uy~ ' DT~ Drgpf  (nz1);
les résultats '
(3.14) Qof=—¥""'Tof, O.f=U"""DpT* 'Drpf  (nzl)

s’étendent ensuite par continuité a tous les f€¢, Par (3.8), (3.12) et (3. 14) on.
aura donc .

WOf = —Tpf+ 3 e™Dp T+~ Dygf,
1

ce qui, comparé a (2. 5), nous donne:
(3.15) YOf=0.(epf  (f€V)

ol ©,(2) est la fonction caractéristique de 7. (Il convient de remarguer que c’était.
en réalité cette relation qui a conduit les auteurs & la définition de la fonction caracté--
ristique.)

De (3. 6), (3.13) et (3. 15) on conclut pour tout g = 3 U"f, ¢M(Q):

(3. 16) YQg=¥ 3 U"Qf,=13 em¥Qf,=
— %‘ eint@T(eix)(pﬁl= @T(eiz) %’ e‘"'(/)f,,-—— OT(Dg;

ici on a fait usage aussi de ce que @, regardée comme une transformation linéaire-
de L(Dy) dans L*(Dy.), est continue, notamment une contraction, conséquence:
de ce que Or(e") est presque partout une contraction de Dy dans Dy«
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Tenant compte de ce que @ et ¥ sont unitaires, on obtient de (3. 16) poﬁr
tout g € M(Y): '

(3.17) - 0)el® = ligh* —1081° = I1Pgliiwn — 1 P08l =
‘ = |@glli2n) — |07 PElLaerm = 47 Pglaonr)

-Qu .

(3. 18) A7(1) = [n, — O (e9* O (e];

pour tout 7 ou elle est définie (donc presque partout) Ar(f) est une transformation
autoadjointe dans D, bornée par 0 et 1; comme fonction de ¢ elle engendre une
transformation autoadjointe 4, dans L3*(D;), bornée également par 0 et 1.

En posant

(3.19) Z(I-Q)g=A4,;dg pour geM©Q),

on aura défini, en vertu de (3.17), une application lsometrlque de (/— Q) Wi (¥)
sur le sous-ensemble linéaire

4L (D)= {4rv: ve L* (D)}

de L*(Dy); elle se compléte 4 une transformation wunitaire

Eide Ro=(—Q)M® sur 4:L*(D;)  (¢f. 3.9).
‘Grice a (3.6), (3.19) et (3.13) on aura

EU(~Q)g = EI—Q)Ug = 4;9Ug = Ayeiidg =

= ¢ dr g = e*Z(I—Q)g pour gEM(D),
.d’ol, par continuité, il résulte
(3.20) © EUf=¢€"Ef pour tout fcf,.

2. Cela étant, désignons par & , le sous-espace de & engendré par 9, U9, U2, ...
De (3. 1) et (3. 2) il s’ensuit

‘(3. 21) S‘t‘+ = -\;’EBSJ}.{_(Q),
et, par (3.4) et (3.7), 5)
R, =8 e(% Usner) = (M(L) B Ko) ©(B U-"L,),
1

donc on a aussi

(3.22) R = M (Q)D K. )
Par sa définition, §%+ est invariant a U; posons
(3.23) U,=UIR,.

5) Observons aussi que IM(L*)=M(¥ ).
6) Voir 4).
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En vertu de (3.22), U, est la somme orthogonale de sa partie dans M (L), qui
est une translation unilatérale, et de sa partie dans §,, qui coincide avec la partie
de U dans &,, donc est unitaire.

Désignons par Q. la projection dans &, sur M ,(2,). Comme M (L) réduit
U,, ona
(3.24) U,Q0+:=0.U,.

Soient @, et ¥, les restrictions de @ et ¥ 3 M, (L) et M (Ly); ¢f. (3. 12).
&, applique M, (Q) sur H2(D,), et ¥, applique M, (L4) sur H2(Dy+). On aura
€videmment )
(3.25) o, U,g=¢"d.g (géDh(E)), Y, U,g=¢e"'¥.g (gE SJJ{+(2>|<))

En vertu des formules (3. 8) — (3. 10) la projection d’un élément f de la forme
(3.9) sur M(Ly) est contenue dans Wi, (¥y), ce qui entraine par continuité que
Q.f=Qf pour tout fe& Grice a (3.6) et (3.24) on a, plus généralement,

Q.ULf=U1Q.f=U"Qf = QU'f pour fc€, n=0

et par conséquent

(3.26) Q.g=0g pour tout g€ ().
Ainsi, par (3. 16) on aura-
{3.27) VY,.0,86=0,®,.g pour tout g ().

Les applications unitaires
¥, de M, (L) sur H*(Dpe), E: de 8, sur 4,1L2(D,),
engendrent I’application unitaire
Q=Y,05: de §, = N, (Q)DBR, sur K, = H2(Dp) & 47 L2 (Dy).

(3. 25) et (3. 20) entrainent qu’a I'opérateur U, de &, il correspondra, par l'appli-
cation €, la multiplication par e* dans ’espace fonctionnel K, .

Pour un élément g€M  (¥) on a la décomposition g = Q,.g+(g—Q0.8)
en somme de ses composantes dans N, (L,) et dans §&,, donc on aura, en vertu
de (3.19), (3.26) et (3.27),

Q=Y,0,805(I-0)g = 0,:P,g04;P,g.
Donc N, (Y sera appliqué par Q sur le sous-espace
F = {0uddu: uc H(D)}

de K, . Comme = &,0W,.(8) en vertu de (3. 21), § sera appliqué, a son tour,
sur le sous-espace
H = K, OF.

Qu’est-ce qui correspond dans H 3 la transformation 7?7 Commengons par
montrer que

(3.28) T* = U%[9.

A 4
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En effet, W, (R) étant invariant & U, , son complémentaire = §,.OM (L) sera
invariant & U, et (3. 28) s’ensuit alors en vertu des relations, valables pour &, & € £
quelconques,

(T*h, h)b——(h T)y=(h, U h), =(UTh, Iy, =UTh K)s.

Or,a U, il correspond dans K, I'adjoint de ’opérateur de multiplication par
e'*, donc la transformation

wdv)—~e *u(e) —u()]De v (ueveK,). 7

Par conséquent, en désignant par T la transformation de H qui correspond a la
transformation T de § par 'application unitaire Q|9 de § sur H, on aura

(3.29) T*(udv) = e *fu(e) —uO)]De-*v() wudveH).
Rappelons (cf. }) que les conditions &, = {0} et lim T*" = O sont équivalentes.

D’autre part, vu que 4.L2(D,) est image de &, par 'application unitaire =, on
a ®,={0} si 4(r)=0 p.p. et dans ce cas seulement. Or A.(t)=0 veut dire que
©,(e'") est isométrique. Ainsi, les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(3.30) (a) lim T™*"=0; (b) O(e") est isométrique presque partout.

Dans les conditions équivalentes (3. 30) on aura

K, H2(~T*) F=@TH2(®T): H-=H2(SDT*)997H2(®T)
et

3.3 T*yu=e *[u(e") — u(0)] (u€H).

Réciproquement, de la représentation (3. 31) il s’ensuit, pour u(e'*) = > e™**u, €H,
0

oo
Ty = 3 %'y, —0, en moyenne, lorsque n— o,
n
Résumons: -

Théoreme 1. Toute contraction complétement non-unitaire T de I'espace de
Hilbert 3 est unitairement équivalente a la transformation T de Iespace fonctionnel

= (H*(Dy) ® 4; L* (D)) ©{Oru® Aru: u€ H* (D)},

définie par
THudv) = e "u(e)—~u@)]De~"v()  (uSvEH).

Dans le cas particulier oit T*" —~ O (n - oo), et seulement dans ce cas, celte repré-
sentation de T se simplifie a

H=H* (D) QO H* (D), Tru=e"[ule)~u0)]  (ueH),
avec O p(e'Y) isomérrique p. p.

7) Rappelons que toute fonction u(e™)¢ H*(N) provient comme limite radiale d’une fonction
u(2) analytique dans le cercle unité (voir les Préliminaires).
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En échangeant les roles de T et T* on obtient le théoréme dual suivant:

Théoréme 1*. Sous les mémes hypothéses sur T que dans le théoréeme 1, T
est unitairement équivalente a la transformation T de I’espace fonctionnel

H = (HZ (i)T) @ AT*LZ (@T*)) @{@T*uea AT*u: u€ H? (@T*)}a
définie par
T udv) = e "ule)—u@]®de "*v(r) (udveH).

Dans le cas particulier ot T" — 0O (n— o), et seulement dans ce cas, cette repré-
sentation de T se simplifie d

- H = H (D) OO H*(Dyps), Tu=eu()-u@] @eH),

avec Op(e' ) isométrique p.p. 8)

4. Modéles fonctionnels: fonction analytique contractive donnée

1. Les théorémes ci-dessus imposent le probléme réciproque si toute fonction
analytique contractive donnée {€, €, @(4)} donne naissance, par des construc-
tions analogues, 4 des contractions complétement non-unitaires T, T. Comme
T et T’ changent de role si I’on passe a la fonction analytique contractive adjoeinte

(€4, €, ©@(%)*}, il suffira d’envisager le probléme pour T.
Soit donc donnée une fonction analytique contractive {€, €., O (%)} ou

oo

@()") = Z'ln@m
0 .
et posons K = L2(G4) @ AL2(6), K, = H2(Gy) @ 4L3(E) (cK),
G = {Owddw: weH?(€)} (cK,)
ot A(H) = [Ts— O (") O (e)]E.

G est évidemment un sous-ensemble linéaire de K, . De plus, G est fermé, donc
un sous-espace de K, . En effet, en vertu de la relation

Iow® Awlk, = I1Owline, + 14wl = %/ [1owle. +dwlc]dr =

= ——/[(9* Ow, w)s + (4% w, w)@ /(w Wg dt = ||W“H2((g),

G est I'image, par I’application isométrique w ~@w & 4w, de I'espace (fermé) H*(E)
dans K, . Soit finalement
H =K, o©G.

N . . . 1
8) Daprés (2.2) on a @r+(e”y=@r(e ), dpx(t)=[n— Orle™ ) Ore~")*]2.
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Désignons par U la multiplication par &* dans K; U est évidemment une
transformation unitaire de K. K, est invariant pour U; posons

U, =UK,.

G est aussi invariant pour U+ et par consequent H est invariant pour U%. On
montre aisément que

ULl (udv) = e "u(@)—u@]®e"v(1)  (dvEK,).

U, étant isométrique, U% sera une contraction de K, ; par conséquent la trans-
formation T de H, définie par

.1 T+ =U*H

sera une contraction de H.
Désignons par P la projection dans K sur H, et par P, la projection dans
K, sur H; donc P, =P[K,. De (4. 1) il s’ensuit

4.2) T =U%"H
et, pour h, b €H,
(Th, Ky = (h, T*" W)= (h, UL W), = (UL h, i), =P UL h, i),
d’ou
4.3) T'=P, U, H=PU"H (n=0),
donc U est une dilatation unitaire de T.

2. Montrons que la contraction T de H est complétement non-unitaire.
A cet effet, supposons qu’il existe un élément u@vcH tel que

@ ITwo)l = lusv] (rx1), () |T*wev)] = |udv| (nx=1);

comme élément de H*(€y), v admet un développement

u(d) = ?Akak (ake®*a §l|akllz<°°] .

En vertu de la relation

It @l = || 3 eva

2 X 5
ey T lem™ vl =

= 3 lade, + loliae — Ilixe (1~ o),

les hypothéses (b) entrainent u=0. D’autre part, grice aux relations (4.3), les
hypothéses (a) veulent dire que U" (v ®v) appartient & H (n=1). Dans notre cas
ou u=0, 0pe™uv(t) est donc orthogonal & G, c’est-a-dire que

0=0demv, Owd dw) =

= % f em(v(t), 4 Ow(e)sdr = 2_11{ / e‘"'(A (rjv(t), w (e dt
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pour tout weH 2((5;),. en particulier pour w=e"f (f€§; m=0), donc
2n

f eit=mi(A(t)v(t), fs dt =0 (n, m=0).
[}]

Cela entraine (4(1)v(?),f)s=0 p.p., et comme € est séparable, 4()v(f)=0-p. p.

D’autre part, v(f) appartenant 3 AL?(€) est la limite en moyenne d’une suite de la
forme v, =4f, (f,€L*€)), d’ou

Iohirco =lim 5 / (00), oa(0) di =tim / (4@ o), /(D)o dr=0,
0 1]

donc v=0.
Ainsi, (a) et (b) entrainent u®v =0, ce qui prouve notre assertion que T est
complétement non-unitaire.

3. Nous supposerons dés maintenant que la fonctlon analytique contractive
envisagée @ (1) est pure, c’est-a-dire que

4.4 1@</l pour tout f€€, f0,

et nous montrons que, sous cette condition, la fonction caractéristique de la
contraction T coincide avec @(4).

A cet effet, nous démontrons d’abord que U est la dilatation unitaire minimum
de T, c’est-d-dire que

@. 5) K=V UH

0
De la définition de K et K. il ressort immédiatement que K=V U"K,; donc;
pour établir (4. 5), il suffit de démontrer que
(4. 6) K,=VU,H=YyUH.
- 0 0
Or, supposons que u®v est un élément de K,, orthogonal a U'H pour
n=0,1, ..., c’est-a-dire que U*"(u@v) appartient & G pour n=0, 1, ..., donc
U uov) = ow® g Aw® (wweH?(€); n=0,1,...).
La relation récurrente

UL (Ow® @ 4w®™) = Ower+D @ Ap+D (n=0)
nous donne:

e~ [OW — (OWM) (D) B e " Aw™ = O+ @ gwn+D (n=0),
donc O (e (e)=000)w™(), A w™()=0 (n=0)
ou A
4.7 w®(2) = wm (Z) — Awt+ (e H2(6).
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Or, A()w™(e*)=0 entraine [4(DPP0™(e)=0, 0" (e)= 2] (e")* O (e w™(e");
par conséquent on a |

W@ (et) = O () OO W™ () = 3 e~ @FOow(0).
0

Vu que o™ ¢ H?*(E), cela n’est possible que si
4.8) @™ (1) = % Bow™(0)

pour tout A, en particulier pdur /. =0. Puisque o™(0) =w"X0) par (4. 7), on obtient
que )
w(0) = @5 00w (0), W™ (O) =[G w™ (0)Il.

Puisque la fonction analytique contractive © (1) est pure, cela entraine w(0) =0
et, par (4. 8), o™M(A)=0. Par (4.7), on a donc w™(1)=Awt+1(2). Comme cela
est vrai pour tout n=0, il en résulte

wO (A1) =A"w" (1) (nz=0),

donc’ wO(1)/A* appartient AH 2(€) pour tout n=0, ce qui n’est possible que si
wO(1) =0, d’ou
udv = OWDPAw® = 0.

Cela prouve (4. 6), donc aussi (4. 5), c’est-a-dire notre assertion que la dilata-
tion unitaire U de T est minimum.

4, L’étape suivante sera de déterminer Ly = (Ix — UT*)H et Di(Ly).
Il est immédiat que pour u@veH

4.9 Ik ~UT*)(u@v) = [u—(u—u(0)) ] v—1v] = u(0)60

ou 'on envisage #(0) comme une fonction constante €L*(€y).
Choisissons en particulier

W) =(I- OO, () = —4()O%g
ol g€E4. Il est manifeste que u®v €K, ; montrons qu’on a méme u®vEH. En
effet, on a pour w€ H2(E) quelconque:
. 2r .
@D, Ow® ) = - / (O (¥ () + A3 (D), w(e)edt = 0

0
puisque

O*ii+ 45 = O*g— O*OO%g— 42 O%g = (O(e")* — OY)g = 3 e~ Oig L H(E).
1 .o
En vertu de (4.9) nous avons ‘
4.10) Ixk—UTH)udv) = (I— 0003 gDO.

Or, les éléments de la forme (I—-@00%)g (g€ E*) sont denses dans ¢,. En
cas contraire il existerait un g"€€,, g’#0, tel que

@.11) (s, — O0O8)g =0,
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d’olt (¢ — O80,)Ofg’ = O(ls, — 0O g = 0, |0’ =11008%g’ll. En vertu de
(4. 4) cela entraine @%g’ =0 et, par (4. 11), g’=0. Contradiction.

En combinant ce résultat avec (4. 9) et (4. 10) nous obtenons
4. 12) Ly = G, {0}

(si Pon identifie, de maniére évidente, les fonctions constantes €LXEy) a leurs
valeurs €€y), d’ou il s’ensuit finalement que

(@.13) ML) = L2620 0).
En d’autres termes, si O désigne la projection dans K sur ML), on a
(4. 14), Qudv) = ud0  (udvekK).

5. La condition que P'élément u@v de K, appartienne a H s’exprime en forme
détaillée comme suit:

(ubv, Owd dw)g, = 2—17{/‘[(1,{, Ow)s, + (v, Aw)s] dt = 0,
0

1/ .
—_ * ¢ =
ou 27:/(@ u4- Ao, wygdt = 0,
4]

et cela pour tout wé H3(€). En d’autres termes, la condition en question veut dire
que la fonction ©@*u+ 4v (qui appartient évidemment a L¥(©)), soit orthogonale
a H?*(¢), donc admette un développement de Fourier de la forme suivante:

415 O () ule")+ A@)v(1) = e "f + - +e "t e,

ol £6€, P <
Cela étant; nous allons calculer la forme explicite de la transformation T. En
vertu de (4.3) on a
Tudv) = PUuD) = P(efude*v) udveH),

donc Tudv) = (" ud e*v)— (Owd Aw),
la fonction w€ H2(E) étant -déterminée par la condition d’orthogonalité

(eru @ ei'v) — (Ow @ Aw) L Ow @ Aw’ pour tout w" € H*(E),
ou, ce qui revient au méme, par la condition d’orthogonalité
@. 16) O*(e'u— Ow)+ 4(e''v— Aw) = *(O*u+ dv)y—w L H2(€)

dans L?(€). Vu le développement (4. 15), on conclut de (4. 16) que w doit étre égal
af-

Donc, la forme explicite de T est

@.17) TuGv) = (etu(e?) — 0 () f,) (e v(t) — A (1) f,)
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ot u®veH et

(4.18) i = i—/e"'(@*u—{—ziu) dt.
0
De ce résultat on obtient
(4.19) U-T) (udv) = (") /104(1) [
pour u®veH, d’ol on conclut, en vertu de (4. 14),
(4.20) QU-T) (udv) = @) f, 00 (udveH).

Lorsque u@®v parcourt H, les éléments f; correspondants parcourent un en-
semble dense dans €. Pour démontrer cette assertion, observons d’abord que,
grice a (4. 4), les éléments de la forme

f=U-0580g (g€€; 00 = 6(0)
sont denses dans €. En posant
udv = e O —O)gde " 4()g
on aura O*u+Av = e~ 1(O* O —O*BOy)g+e-itA2g =
= e~(I—0*Oo)g = e~ "(I— OEOo)g—e~2"OTOog — - --,

~

ce qui met en évidence (cf. (4. 15)) que u v appartient 2 H et que I’élément corres-
pondant f; est égal a I’élément f dont nous sommes parti.
En vertu de (4. 19) on aura, pour u®v€H quelconque,

IU-T) @)k = ll@f1||u2<c*>+||Af11IL2(u

= %/[(@*@f:,fl)@+(42f1,f1)@]dt = %/‘(ﬁ,fl)gdt = |If1l2,
0 0

- donc Papplication

¢: (U=T)(uev)~f,
est isométrique; complétons-la par continuité a une application wunitaire ¢ de

= (U-T)H sur 6.
D’autre part, on obtient, en vertu de (4. 12), une apphcatlon unitaire o de

Ly = (Jx—UT*)H sur €4, si 'on pose
’ o(f®0) =1  (f€6). 9)

(4. 20) peut -alors €tre écrit sous la forme
4.21) Ql= 0" él@O = [S’ ei"'@,,gl] B0 = 3 em[0,0d0] = > eme='0,0!
0 1) ]

?) Rappelons que nous 1dent1ﬁons les fonctions constantes dans L2(€.) & leurs valeurs
dans €.
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pour / = (U-T) (u@v)‘(ueaue\H); par continuité, ce résultat s’étend a tous les.
¢léments / de L.

Définissons, en appliquant les formules (3. 11)—(3. 12) dans notre cas, les.
transformations unitaires

@: de L sur Dr et : de L, sur Or-
et les transformations unitaires correspondantes
&: de ML) sur L2(Dy) et ¥: de M(Ly) sur L2(Dy+).

Grace au fait .que U est la multiplication par ¢, on déduit de (4.21)

, YOl =¥ D e"o=10,0l = 3 emy(c-10,0) = ')
0 [1]
(4.22)

= yo-! 026"""9"9/ = Yo~"0(eMop~'(p)  (I€Ly).

Observons que 7= o~ ! est une transformation unitaire de € sur Dr, et T, =Yoot

est une transformation unitaire de €, sur £1.. En comparant (4. 22) a (3. 15) nous

voyons que : '
Or(D)=1,0()t".

Ainsi, la fonction caractéristique de T coincide avec la fonction analytique contrac-
tive pure {€, €., ©(2)}, dont nous sommes parti dans notre construction.
Ainsi, nous avons démontré le

Théoreme 2. Pour toute fonction analytique contractive donnée {€, €, @ ()},
la transformation T de Fespace fonctionnel de Hilbert . -

H = (H*(C,)® 4L (G))@{@w&)ﬁw: we H2(€)},

.. définie par
TH(udv) = e "u(e)—uQ)]@e- vty - uUDveH), .

est une contraction complétement non-unitaire de H; ici A(1) = [I— O (e")* O (e")]*.

Si de plus la fonction analytique contractive {§, €y, @ ()} est pure, c’est-d-dire
10 ©) fll <l fll pour tout f€E€ (f#0), elle coincide avec la fonction caractéristigue
de T. Dans ce cas, en plongeant H de maniére évidente dans Iespace K = L*(€4) @
SALHE), la transformation U(udv) = é'u@e'v (udveK) sera la dilatation:
unitaire minimum de T.

6. Soient {€, €., O} et {€’, €, @'} deux fonctions analytiques contractives.
coincidentes, c’est-a-dire telles qu’il existe une application unitaire ¢ de € sur €’
-et une application unitaire 7, de €, sur §;, de sorte qu'on ait @'(1) =7,0 (1)t~

10) Nous avons a observer que toute transformation unitaire ¢ d’un espace de Hilbert ¥ sur
un espace de Hilbert %', engendre, moyennant la formule u(1)~u’ (t)=tu(t), une transformation
unitaire de P'espace L2(N) sur Pespace L2(A"). ainsi que de I'espace H2(A) sur Pespace H2(A').
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Puisque 7 et 1, sont unitaires, on aura O/(A)*=10(D*t;!, d’ot O'(H)*O'(L)=
=10 (L)*O()r-"! et par conséquent
(4.23) A =td4(Nt"".
Ainsi,

w: ute)@v(t) -t ule)dru(t)
-est une application unitaire de 'espace K = H?(€,) D AL*(®) sur l'espace K’ =
= HX€,)®A'L*¢") (observons, a cet effet, que tw€tdL%(€)=4"1L}E)=
=4"L¥¢")). De plus, w applique G sur G’ parce que

1. OWB A = O (Tw) P 4" (1w) (we H2(S), twe H*(€");

‘par conséquent w applique H = K&G sur H' = K’'©G’. Finalement, il est mani-
feste que la restriction de w a H transforme T en T'. Donc T et T’ sont unitairement
équivalentes. '

En appliquant ce résultat en particulier aux fonctions caractéristiques et en
tappelant aussi § 2.2, nous pouvons énoncer notre

Théoréme 3. Deux contractions complétement non-unitaires sont unitairement
Equivalentes, si leurs fonctions caractéristiques coincident, et dans ce cas seulement.

7. Dans la Note VII {3] on a introduit les classes suivantes des contractions
-complétement non-unitaires:

TeC,, si T"—0O fortement; T€C,. si T"h—0 pour aucun h#0;
TeC,, si T*" 0 fortement; T¢C., si T*"h—0 pour aucun h#0;
-de plus on a posé¢ C,; = C,.NC,; (o, =0, 1).

Nous voulons maintenant caractériser ces classes par la fonction caractéristique
.de T. A cet effet faisons la définition suivante: ) '

Définition. Une fonction analytique bornée {€, €., @(1)} (JAl<1) sera
.appelée intérieure si O (') est isométrique presque partout, et extérieure si @ H*(€) =
={0(eule): uc H*(€)} est dense dans H%(E,).'")

Cela étant, nos théorémes admettent le suivant

Corollaire. Soit T wune contraction complétement non-unitaire et soient
{Dr, Dpe, O7(D)}, {Dpx, Dr, Or(A)} les fonctions caractéristiques de T et T*;
@) =[0()]*. Pour qi’on ait

() TeC,, (if) TeC,,, (iii)) T€C,,, (iv) TEC,.,

Al faur et il suffit que (i) Op(R) soit intérieure, (i) O4(L) soit extérieure,
(iit) O «(A) soit intérieure, (iv) O.+(L) soit extérieure, suivant les cas. Par con-
Séquent, on a T€Cqyy si et seulement si Or(e'") est unitaire presque partout.

Démonstration. Les cas (iii) et (iv) se raménent aux cas (i) et (ii) si 'on

remplace T par T*. Le cas (i) est contenu dans le théoréme 1. Ainsi il nous reste

11) Pour les fonctions analytiques bornées dans le cercle unité, & valeurs numériques, ces
définitions coincident, en vertu d’un théoréme de BEURLING (¢f. [13] ou [15] p. 101), avec celles
«données par cet auteur (¢f. [13]) ou [I5], p. 62).
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& envisager le cas (ii). Comme les. classes sont évidemment invariantes par rapport
2 une équivalence unitaire et comme, d’autre part, la propriété d’une fonction
analytique contractive: d’étre intérieure ou extérieure se conserve lorsque’on passe
aux fonctions, coincidentes, il suffit de considérer notre modele fonctionnel pour 7.

Seit donc T"la contraction engendrée par une fonction analytique contractive
pure {€, €., @)} au sens du théoréme 2. D’aprés le n°2 on a

lim [T*'(u@v)| = [lvll pour u@®veH,
ce qui montre que T € C., si, et seulement si ¥ ©0€H entraine u=0. Or, u@0cH
veut dire que u | @ H?(E), et ceci entraine u =0'si, et seulement si @ est une fonction
extérieure.

5. Relations entre la fonction caractéristique et le spectre

1. Le théoréme suivant établit des relations entre le spectre o(T) et le spectre
ponctuel ¢,(T) '2) d’une contraction complétement non-unitaire 7, d’une part
et de sa fonctlon caractéristique {Dy, D+, Or(A)}, d’autre part. Comme jusqu’ici,.
C désignera le cercle unité et D son intérieur.

Théoréme 4.'3) Le spectre o(T) coincide avec I’ensemble Sy, composé des
points A€ D o Of(X) nwa pas d’inverse au sens strict (c’est-a-dire partout définie
dans Dy et bornée) et du complémentaire dans C de I’union des arcs ouverts de C sur
lesquels ©(2) est analytique et unitaire.

Le spectre ponctuel (T coincide avec I’ensemble sy des points A€D oit ©(4)
ma pas d’inverse, méme pas au sens large.

Démonstration. Comme T est complétement non-unitaire, elle ne peut
avoir de valeur propre.sur C. Lorsque a€o,(T), on.a donc a€.D; en posant
T, = (T—al)(I—dT)~'onaalors0ca(T,). Parconsequent Tu=0,{-TiTHu=u
‘pour un certain 0, ce qui montre que #€ Dy et en vertu de (2. 1)

O7.(0)u =—Tu = 0.

Comme O (0) ne differe de @,(a) qu’en des facteurs unitaires prés (voir le n° 3
«du paragraphe 2), il résulte que OT(a)v =0 pour un certain v 0, donc g €s,. Ainsi
on a o0, (T)Ssr. Linclusion inverse peut étre démontrée en parcourant ce
raisonnement dans Pordre inverse. Donc ¢,(T)=sr.

Passons au probléeme du spectre et montrons d’abord pour le point 0 que s'il
appartient a (T, il appartient & S, aussi et inversement. Le méme fait subsiste
alors pour tout point a dans D; pour le voir, il n’y a qu’a remplacer, comme plus
haut, T par T,. Ainsi, on aura prouvé .

.1 ' o(T)ND = S;ND.
Rappelons que la relation (1) entraine 78S Dp+; montrons de plus que T
applique YO sur HOD 1« isométriquement. En eflet, les conditions u € HOD,

12) g,(T) est constitué des valeurs propres de 7.
13) Pour le cas partlculler ou les indices de défaut sont finis et egaux, un énoncé voisin se
trouve dans [11]; ¢f. aussi [12], théoréme 7.
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Dru=0, ||uf =|Tul] sont évidemment équivalentes, de méme que les conditions.
VENODye, Dpv =0, |o|| =] T*vl|. Or,en vertu de (1), D;u=0 entraine DpTu=0
et Dp«v=0entraine D, T*v =0, d’ol ’'on conclut que Z = T|(HOD;) est une applica-
tion unitaire de SO D, sur HOT4+. En vertu de la définition (2. 1) de la fonction
caractéristique on a, d’autre part, T|D; =— @4(0). Ainsi, T est la somme directe
de —0O40) et d’'une transformation unitaire; pour que T admette une inverse au
sens strict il faut donc et il suffit que @4(0) jouisse de la méme propriété. Cela prouve
notre assertion concernant le point 0 et par conséquent aussit (5. 1).

Supposons maintenant que a est un arc de C, compris dans I’ensemble résolvant:
de T'; son image o* par rapport a I’axe réel est alors comprise dans ’ensemble résolvant.
de T*, dou il s’ensuit que A(/—AT*)~! = (1/A—T*)~! existe (au sens strict)
et est une fonction analytique de 2 dans un domaine renfermant I'arc «. Moyennant
la formule (2.1), ©®44) admet alors un prolongement analytique dans le méme
.+domaine. De plus.il-s’ensuit-de (2.-3)-que ||f)|?> —|©+(A)f]|*> -0 lorsque A tend vers
un point de o; ainsi, @;(2) est pour 1€x un opérateur isométrique. En remplagant

dans ce raisonnement « par a* et T par T*, on obtient que @T*(l) est isométrique
pour A€a*. Comme Op(1)=[O,(1)]*, il resulte que, pour 2 €a, O (1) est méme
unitaire. De cette fagon, on a-obtenu:

(5.2) o(TYNC2S:NC.

En vertu de (5. 1) et (5. 2) il nous reste & prouver que si « est un arc de C sur
lequel ©@,() est analytique et unitaire, o est contenu dans I’ensemble résolvant
de 7. Il suffit de démontrer cela pour notre modéle fonctionnel.

Soit donc T la contraction complétement non-unitaire engendrée, au sens
du théoréme 2, par une fonction analytique contractive pure {€, €4, © (1)} telle
que @ (1) est analytique et unitaire sur I’arc 2. Montrons d’abord le fait suivant:

Lemme. Pour tout élément udv de .. e S
(Hz(@*)@ALZ(@))@{Ow@Aw we H2 ()},
la fonction u (EHZ(@*)) est analytique sur o.
Démonstration. ud®v€H veut dire, d’aprés (4. 15), que la fonction

(5.3) S = 0 ule+AMu()  (EL*(B))
est orthogonale a H?*(E), c’est-a-dire '
5.9 @) = e ke fk e, i SIAIR <o

En vertu de la derniére propriété, la fonction

| o) = M+ 2 +
appartient 8 H%(E€), d’ou il s’ensuit en vertu des Préliminaires que pour r—1—0
(5.5 plre=)—~@(e®)=f() p.p. (convergence forte dans §)
et

2n
(.6)  tp(re=)—f(0)1& de—o.
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D’autre part, comme u(A)€ H*(€4), on a aussi

5.7) u(re)— u(e"')A p.p. (convergence forte dans €,)
et .

2n
(.8 [ lurety — u(e)é, de~o.

(o]
Observons aussi que, @(e!) étant unitaire pour €' ¢co, (5.3) entraine
5.9 @ () f(H) =u(e™) pour presque tous les points &' €a.

Soit f={e*: 1, =t=t,} un arc fermé contenu dans «, tel que pour t=t et
t=t, les convergences (5.5) et (5.7) aient lieu; il est manifeste que § peut étre
choisi aussi proche de a que 'on veut. Choisissons le contour I', indiqué par la
figure en ligne grasse, de sorte que O (A) soit analytique sur I' ainsi que dans son
intérieur Z. Définissons la fonction F(4) dans la partie de X intérieure 4 C par u(4),
et dans la partie extérieure & C par @(A) ¢(1/4); notons que p(1/2) est analytique
dans tout I'extérieur de C. F(4) est continue sur le contour I" sauf aux points d’inter-
section avec C; 1a elle admet des limites des deux cotés. Par conséquent, 1'intégrale

: I [ F(©)
(5.10) G = i | Fox d¢
r ~
existe et fournit une fonction analytique dans 2. Nous allons montrer que G(1)=
=u(2) dans XD, ce qui achévera la démonstration du lemme.

Dans ce but, choisissons, pour 4, fixé dans D, r assez proche de 1 pour que
les arcs B, et B,,,, de rayons r et
1/r, soient situés comme I'indi-
que la figure. Les arcs 8, et f;,,
coupent X en trois parts dont les
contours soient désignés par I'y,
I, et I'y (voir la figure). L’inté-
grale (5. 10) se décompose en la
somme des intégrales sur ces
contours, dont la premiere est
€gale a u(4,) et la troisiéme a 0,
puisque A, est a U'intérieur de I'y
et & 'extérieur de I'5, et que u(4)
et @(A)p(1/2) sont analytiques
sur les contours correspondants
et dans leurs intérieurs. Quant
a lintégrale sur I',, celle-ci tend -
vers 0 lorsque r—1. Cela est évident pour les intégrales sur les deux segments
Jjoignant les extrémités de 8, et f,,. D’autre part, on a pour r—1

t2 t2

1 FQ .. 1 reft i 1 et ;
2ni / {—2o = 2n ) reft—J, u(re") dt 21 | et— I, u(e*) dt,
1 ‘"
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conséquence, par l'inégalité de Schwarz, de (5. 8), et

12

L[PQ g L[t (L] e
i ) (- ZOC ﬁ‘/‘ r—leiz_loe 7€ plre=)dt —

/3|/r t

- 2i / s QS O ,

]

conséquence, toujours par 'inégalit¢ de Schwarz, de (5. 6) et de ce que O(4) est

analytique dans XUT. Vu (5. 9), on conclut que l'intégrale en question, prise sur

le contour I',, tend vers 0 lorsque r—1. Donc on a G(4y) =u(4,), c. q.f. d.
Cela étant, nous achevons la démonstration du théoréme 4 comme il suit.
Observons que pour u(e™) EBv(t) €H et v fixé dans D, on a aussi u,(e') v (1) €H

ou

(5.11) 0 () = s D)=y, 0,(0) = e o ();
de plus

(5.12) | AT, ®0) = u®v  (=T).

Tout cela se vérifie par un calcul simple basé sur la définition de H et T dans le
théoréme 2, faisant usage notamment de la caractérisation (4. 15) des éléments
de H. Faisons tendre v vers un point ¢ de 'arc «. Comme u(4) est analytique en
e d’apres le lemme, et comme, d’autre part, v(f) =0 presque partout sur l’intervalle
des ¢ correspondant a I'arc o (en effet, 4(1) =0 presque partout sur cet intervalle,
et vE4L%(€)), on conclut que u, Bv, converge dans H2(E4)@AL*(€) vers une
limite, que nous désignons par u, Gv, et qui appartient donc aussi & H; en vertu de
(5. 12) on aura aussi dans ce cas limite

(5.13) A—eT*)(u,Bv,) = udvo.

Comme T* est complétement non-unitaire, elle n’a pas de valeur propre sur C;
par conséquent I —eT* admet une inverse, du moins au sens large. Mais comme,
d’aprés (5. 13), cette inverse est définie partout dans H, elle doit étre bornée. Donc
(I —eT*)~!, et alors aussi (el —T)~!, existent au sens strict. Cela prouve que tout
point de « appartient & ’ensemble résolvant de T, ce qui achéve la démonstration
de ‘théoréme 4.

2. Voici un exemple qui montre la maniabilité de notre modéle fonctionnel
pour obtenir des contractions de certains types préscrits.

Dans la Note VII [3] on a démontré que toute contraction T de classe C,,
est quasi similaire a une transformation unitaire (théoréme 3). (Deux transformations
linéaires bornées A et B sont dites quasi similaires lorsque chacune d’elles est une
transformée quasi affine de l'autre, c’est-a-dire qu’il existe des transformations
linéaires bornées X et Y, admettant des .inverses non nécessairement bornées mais
a domaines denses, telles que AX=XB et BY=YA4.)
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Toutefois, cette quasi similarité ne conserve pas le spectre. Nous-allons montrer
notamment qu’il existe une contraction T€ C,, dont le spectre coincide .avec le disque
unité fermé D.

En effet, soit A une transformation autoeadjeinte bornée dans un espace de
Hifbert €, telle que || 4| <1; supposons ‘de plus que le point'0 appartient au spectre
de A, sans €tre une valeur propre de A. La fonction constante {§,'®, 4} est alors
évidemment uné fonction analytique pure; soit T la contraction complétement
non-unitaire qu’elle engendre -en vertu du théoréme 2. Comme A~! n’existe pas
au sens strict, on-a-d’aprés-le théoréme 4: 6 (T) D D, donc, vu que o (7T) est un-ensemble
fermé, o(T)=D.

Montrons que T¢ C.,. En vertu du corollaire dans § 4.7 cela revient & montrer
que {€, €, 4} est une fonction extérieure, c’est-a-dire que AH%(€) est dense dans.
H?(E). Or, si u¢ HX(G) est orthogonale 3 AH?*(€), on a Au(A)=0 pour tout
|4 <1; vu que le point O n’est pas une valeur propre de A4, cela entraine u(1) =0,
u=0, ce qui prouve que AH?*(€) est dense dans H*(€). Donc T appartient & C., ..

Comme notre fonction analytique contractive pure {§, €, 4} coincide (et.
méme est identique) & son adjointe, on a aussi T€C,., donc T€C,;.

6. Cas particuliers de contractions de classe 'C,

Dans la Note VII [3] on a introduit encore une classe de contractions, notamment:
la classe C,, constituée des contractions complétement non-unitaires T pour les-
quelles il existe une fonction a valeurs numériques d(1) € H= (c’est-a-dire analytique-
et bornée dans D), telle que d(1)Z0 et d(T)=0. On a montré que

Co& Coo (cf §4.7).

De plus, on a démontré que pour toute contraction T€C, il existe une fonction
minimum m.(%), déterminée A un facteur constant x prés (|x|=1), jouissant des.
propriétés suivantes: (i) mqp(4) est une fonction intérieure '4); (i) m(T)=0;
(iit) my(24) est un diviseur dans H= de toute autre fonction u(4) pour laquelle
u(T)=0. La connaissance de la fonction minimum nous a permis d’obtenir des.
informations importantes concernant le spectre de T et les sous-espaces invariants
pour T (voir les théorémes 7—9 de la Note citée, dont le théoréme 7 est -analogue
au théoréme 4 de la Note présente). '

Nous allons démontrer une condition suffisante pour qu’une contraction 7~
appartienne a la classe C, et, pour ces T, nous déduirons la fonction minimum
en partant de la fonction caractéristique.

Théoréme 5. Soit T une contraction complétement non-unitaire, appartenant
a-la classe C, et telle que les indices-de défaut det Dy« sont finis. On a-alors T€:Cy.
De maniére plus précise, on a dans ce cas dr=0p« = n=1 et
6.1) d(T)=0 ou d(A)=det [O4(1)],

[©(2)] étant la matrice carrée attachée a @ (2) par le choix de deux bases orthonor-
males dans les espaces de défaut D, et Dp«,; de plus la fonction minimum my(A) est

t4) Rappelons qu’une fonctjonvnumérique u(4), analytique dans D={1:|A|=1}, est intérieure..
sil’on a Ju(2)|=1 dans D et |u(e”)|=1 pp. sur la circonférence unité (¢f. [13] ou [15]).
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égale au quotient de d(4) par le plus grand diviseur intérieur des mineurs d’ordren — 1
de [@1(2)] si n>1, et a d(A) si n=1.

Démonstration. En vertu du corollaire de §4.7, T¢€C,, entraine que
©(e") est unitaire p. p., ce qui montre que d; =0dr.. Comme on a supposé que
les indices de défaut sont finis, ils sont donc égaux au méme nombre entier fini
nz 1. (n=0 veut dire que T est unitaire, ce qui contredit nos hypothéses.) La fonction
caractéristique {Dy, Dp«, O(4)} coincide donc avec une fonction analytique
contractive pure de la forme {E£", E", @ ()} ou E" est 'espace euclidien des vecteurs
a n composantes complexes et @ (1) est une matrice carrée d’ordre #, telle que © (e')
-est p. p. unitaire. Comme les.assertions du théoréme sont invariantes par-rapport
a une équivalence unitaire de 7, il suffira de les démontrer pour le modéle corres-
‘pondant, c’est-a-dire pour la contraction T de I’espace

H = HYE"QOHE",
.définie par T*u = e~ "(u—u(0)) (ucH).

Rappelons que, dans ce cas, K, =H2%(E") et T'u=P_ (e"u) pour ucH et
n=0,1,... (voir (4.3)); P, désigne la projection de H2(E") sur H. Cela entraine
pour toute fonction h(1)€ H>: :

hMu=P,(h(e)u) (u€H).

Pour qu’on ait h(T)=0 il faut donc et il suffit que hu appartienne & @ H?*(E")
pour tout ¥ € H. Comme hu appartient évidemment a @H2(E") pour u€ @ H2(E"),
1a condition obtenue veut dire que hu appartient & @ H2(E") pour rout u¢ H*(E™.
Répétons:

{6.2) h(T)=0 si, et seulement si hH*(E")S OH*(E").

Or, soit @A(1) la matrice algébriquement adjointe & @(4), C’est-a-dire pour
laquelle

(6. 3) Or2) O(D) =0 (1) O =d(A) ]

ou d(4) est le déterminant de ©(A) et / est la transformation identique de E".
d(2) est analytique dans D et on a |d(e”)|=1 p. p. (puisque O(e") est unitaire
p. p.) donc d(4) est une fonction intérieure. Si n=>1, les éléments de la matrice
©A(4) sont les mineurs d’ordre n—1 de la matrice © (1) et par conséquent ils sont
-des fonctions appartenant a la classe: H=; si n=1, @A(1) a le seul élément 1. Soit
k(2) le plus grand diviseur commun intérieur'®) des éléments de ©*(1) (comme
fonctions dans H=). On a alors ®A(2) =k(1) Q(1) et d(D)=k(A)m(2) ou Q(1) est
une matrice dont les éléments appartiennent 4 H= et n’ont pas de diviseur commun
intérieur non-constant, et m(2) est une fonction intérieure. (Dans le cas n=1 on
a évidemment k(1)=1, donc m(%)=d(%)). De (6.3) on obtient

6. 4) QRO =0HQA)=m(D)],

d’ou . mH*(EM=0QH?*(ENS OH?*(E");

ainsi, en vertu de (5.15), on a m(T) =0, donc aussi d(T)=k(T)m(T)=0.
13) Cf. [13).
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Par conséquent, T appartient a la classe C,. Soit m(A) sa fonction minimum;
celle-ci doit étre un diviseur de m(4) et par conséquent p(1) =m(4)/mr(A) est aussi
une fonction intérieure. Puisque mr(T) =0, on obtient de (6. 2) que mrH*(E") &
C @H?(E"), d’on, vu aussi (6. 4), il résulte

mrQH*(ENS QOH?(E"Y=mH?(E")
et par conséquent
.5 QHZ(E"YSpH?(E").

Désignons par e; (k=1,...,n) le vecteur & n composantes, dont toutes sont
€gales a 0 sauf la j-iéme qui est égale 4 1. On peut considérer ¢; comme une fonction
constante appartenant & H?(E"), donc, en vertu de (6. 5), il existe des fonctions
u; € H*(E™) de sorte que Q(A)e; =p(A)u;(1), donc.

QiD=pQu;A)  Gj=1 .., n),

Q,; désignant les €léments de la matrice Q et u;, ..., u;, étant les composantes
du vecteur u;, ou Q,;;€ H™ et u;; € H?. Par suite, si nous désignons par Q, uj; les
facteurs intérieurs correspondants, nous avons

Q5 (M =p@)ujid)

pour tous les i, tels que Q;(2)#Z0. Ainsi, p est un diviseur. commun intérieur de
tous les Q;;, d’ou il résulte que p est une fonctlon constante de module 1, ce qui
acheve la démonstration. ‘

Remarque. Dans le cas n=1, mr(4) coincide avec d(1), donc avec O¢(l).
Comme la fonction caractéristique d’une contraction complétement non-unitaire
T, considérée a coincidence pres, détermine T a une équivalence unitaire prés, il
s’ensuit que les contractions complétement non-unitaires T€ Cyq, ayant les indices
de défaut 1, sont déterminées par leurs fonctions minimum a une équivalence unitaire
pres.

Or, on a démontré dans la Note VII; § 4. 4, que deux contractions de classe
C,, dont I'une est une transformée quasi affine de l'autre!®), ont les mémes fonctions
minimum. Donc on a le

Corollaire. Deux contractions de classe Cyqo et aux indices de défaur 1, dont
l’une est une transformée quasi affine de I’autre, sont unitairement équivalentes.

7. Le type spectral de la dilatation unitaire minimum -

1. Notre théorie permet de résoudre completement le probleme de déterminer
Ie type spectral de la dilatation unitaire minimum U d’une contractlon complétement
non-unitaire T quelconque.

t6) Rappelons que si, pour i=1, 2, S; est une transformation linéaire bornée de I’espace de
Hilbert 9, en soi-méme, nous disons que S, est une. fransformée quasi affine de S lorsqu’il existe
une transformation linéaire bornée X de 9. dans $:, admettant une inverse (au sens large), a do-
maine dense dans $:, de sorte qu’on ait S:=X-15.X.

AS
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Rappelons que dans [i], théoréme 3, on a démontré que, sauf peut-étre le
cas ol les indices de défaut de T sont finis tous les deux, U est une translation bila-
térale dont la multiplicité spectrale est égale a b, =max {dr, D;«}: en d’autres
termes, U est unitairement équivalente a la multiplication par ¢ dans une somme
orthogonale de b,,,, répliques de 'espace L2(0, 2n) des fonctions & valeurs numériques
x(2). :

Pour le cas qui reste, on va démontrer la caractérisation suivante ou, en parlant
d’un espace L3(S), S £(0, 2n), on sous-entendra toujours qu’il est formé par rapport

dt
a la mesure normée —.
2n

Théoreme 6. Soit T une contraction complétement non-unitaire, dont les indices
de défaut sont finis: vy =n, dr« =m. La dilatation unitaire minimum U de T est alors
unitairement équivalente a la multiplication par e dans I’espace

7.1 LXM)&®... LN (M,)SL*(N)®... 8 L*(N,)
o M,=...=M,=(0, 2n) et
(7.2 N,={t: 1€(0,2n), r(t) =k} k=1, ...,n),

r(t) désignant le rang de I’opérateur
1
Ar(1) = [[— O (e")* Or(eM)*.

Démonstration. Puisque les dilatations unitaires minimum de deux contrac-
tions unitairement équivalentes sont aussi unitairement équivalentes, il suffit de
considérer notre modeéle fonctionnel T aux indices de défaut donnés n, m. Soit
donc {E", E™, ©(J)}'7) une fonction analytique contractive pure donnée et soit
T la contraction qu’elle engendre au sens du théoréme 2. Comme la fonction
caractéristique de T coincide avec la fonction analytique contractive donnée, Ar(?)
est unitairement équivalente a A(f) = [/ -—9(6“)*@(6“)]% (par une transforma-
tion unitaire constante), donc on a

r(t) =rang Ay(f) =rang A(¥) pour tout ¢.

En vertu du théoréme 2, la dilatation unitaire minimum U de T est égale a la.
multiplication par et dans ’espace

K = L2(E™) @ AL2(E").

Or, il est. manifeste que L*(E™) est la somme orthogonale de m répliques de
lespace L%(0, 2n) des fonctions numériques, et cela de sorte qu’a la multiplication
par €'t dans L*(E™) il correspond la multiplication par & dans chacun des espaces
composants L2(0, 27).

Passons a étudier la partie de U dans AL?(E™).

A(t) étant, pour toute valeur fixée ¢ pour laquelle elle a un sens, une transfor-
mation autoadjointe de E”, bornée par 0 et 1, il existe dans E” un systéme ortho-

17) Rappelons que nous avons désigné par E? I’espace euclidien des vecteurs a d composantes
complexes.
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normal complet {,(?)}," de vecteurs propres de A(f), notamment tel que
A =0(n)  (k=1,...,n),
les valeurs propres étant arrangées en ordre non-croissant:
1=6,(=0,()=...0,()=0.

Comme A(t)f est, pour tout f€E", fonction mesurable de ¢, les valeurs propres
o,(f) seront aussi des fonctions mesurables de ¢ et, puisqu’on a évidemment

{t: t€(0, 2n), r(=k} = {t: 1€(0, 27), 6,(t) >0},

les ensembles N, définis dans le théoréme seront aussi mesurables; de plus, les
vecteurs propres ¥,(f) peuvent aussi €tre choisis en fonctions mesurables de ¢. 18)
En posant, pour ve L*(E"),

x{8)= (U ), Y (1) )En ,

on aura
400 = 40 3 50 = 3 5D D),
dou l4@® o3 = 2 (D 5(1)12
et ”AU”[Z‘Z(En) = —ZLTCT%’ f ka([)ak(t)ll dt = %é, ‘/t'lxk(t)ék(t)IZ dt,

ce qui montre que, par la correspondance

(7.3) Ao~ {x(()81(8), ..., x, ()3, (D},
AL?(E") est appliqué isométriquement dans I’espace
(7. 4) LX(N)®... ® LA(N,).

En vertu de la relation évidente
(e"'u ®), ‘//k(t))ls" =e'x (1),

il correspondra a la multiplication par e dans AL?(E") la. multiplication par e'*
dans chacun des espaces LZ(N,).

Choisissons en particulier, pour k fixé, v(2) =e(t)y,(¢) ou &(¢) est une fonction
numérique mesurable bornée, d’ailleurs quelconque; on aura v € L2(E") et le vecteur
qui correspond a4 Av par Papplication (7.3) aura sa k-iéme composante égale 4
e()d,(1), et les autres égales a 0. Comme les fonctions de type £(#)d,(f) forment

18) La mesurabilité de la plus grande valeur propre J:1(¢) en fonction de ¢ est immédiate en

. vertu de la formule d:(2)=sup (4(1)f, f) ol f parcourt une suite dense sur la sphere unité de E”;

pour les valeurs propres d.(¢) de rang k>1 on peut faire usage du théoréme ,,minimax”. Le choix

mesurable du systéme orthonormal des vecteurs propres exige plus de travail, on peut faire ici usage
des mineurs de la matrice de 4(r). '
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évidemment un ensemble dense dans L*(W,), on conclut que la correspondance

(7. 3), prolongée par continuité a AL2(E"), applique cet espace isométriquement
sur 1’espace (7.4). L’assertion concernant la multiplication par e reste valable
par continuité lors de.ce prolongement.

Ainsi, Théoréme 6 est démontré.

2. 1l est manifeste que N, 2N,2...2N,. Il peut arriver que le vrai maximum
rmax de la fonction r(¢) n’atteint pas la valeur n; dans ce cas L?(N,) se réduit pour
k>ry. & lespace banal {0} et peut étre écarté dans 7. 1.

L’asymétrie dans (7. 1) des roles des deux indices de défaut n’est pas essentielle.
En effet, st I’'on change T pour T*, on obtient que U* est unitairement équivalente
4 la multiplication par e'* dans un espace de type (7. 1), mais avec les roles de » et
m intervertis; il est alors de méme pour U (il n’y a qu’a remplacer les ensembles
én question par leurs images lors de la transformation ¢—2n —1).1%)

Donc, Théoréme'6 a le

Corollaire. La dilatation unitaire minimum U d’une contraction complétement
non-unitaire T d indices de défaut finis dr=n, Dy« =m, est unitairement équivalente
d la multiplication par e dans un espace

LZ(P1)®L2(P2) @ ®L2(Pn+m)

o P,2P,2...2P,,,, sont des sous-ensembles mesurables de (0, 2n), dont du moins
les premiers v=max {n, m} sont de mesure compléte dans (0, 2r).

3. La question se pose si, inversement, 'opérateur de multiplication par e’
dans tout espace de ce type est la dilatation unitaire minimum d’une contraction
comp]et ement non-unitaire? La reponse affirmative a cette question est donnée par
e suivant

Théoréme 7. Soient n, m deux entiers =0 tels que v=max {n, m} = 1. Soient
de plus
—Pl 21)22 _::)Pn+m

des sous-ensembles mesurables de (0, 27), dont du moins les premiers v sont de mesure
compléte dans (0,2n). 1l existe alors une contraction complétement non-unitaire T
telle que by =n, d«=m et dont la dilatation unitaire minimum U est unitairement
équivalente a la multiplication par €* dans Iespace

Lz(Pl) @LZ(Pz) @ @LZ(P,H.,").

19) Dans la somme (7. 1), le nombre des termes différents de {0} est égal & m+rmax. L'asy-
métrie des roles de n et m est seulement apparente, ce qui s’ensuit de maniére directe de la relation
suivante: Si @ est une contraction de % dans M (ou N et W sont des espaces de Hilbert de
dimension finie), on a

dim M+ dim (I— ©* @) N = dim N+dim (I— OO*)F M.

En effet, le premier membre est égal 3 dim M+ dimt —dim N, et le second a dim N+ dim M —dimM,
ou

No={h:heN,(I—O*O)h=0}, Vo={h:heM, ([-606*)1=0};
or, dim R, =dim M,, car @ applique N, isométriquement sur MW,.
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(Nous admettons aussi que quelques des P; puissent étre de mesure 0; dans ce cas
les espaces correspondants L*(P))={0} peuvent &re écartés.)

B

Démonstration. On supposera d’abord que n=m.

Le cas ot n=0 (v=m=n-+m) est simple. En effet, dans ce cas Popérateur
de multiplication par e en question est une translation bilatérale, de multiplicité
égale a4 vy, qui est la dilatation unitaire minimum d’une translation unilatérale de
méme multiplicité.

Dans le cas ou 1=n=m, envisageons la fonction matricielle

@(/1)=(9jk(ﬂ)) (j:l,...,m; k=1, ..,n; |/1|<1)

ou ©,,(4)=0 pour j#k et
OuD) = (R) (k=1,..., n),

u(A) étant une fonction, analytique et bornée dans le cercle unité, telle que

(e =1—4x(®)  p.-D.

ol y(?) est la fonction caractéristique de I’ensemble P, .. L’existence de telle
fonction wu,(A) est assurée par le fait que log [1—% x,(1)] est intégrable (théoréme
de Sz8G6; c¢f. [15], p. 53). Comme on a

|@kk(ﬂ')| = |ulc()‘)| =1 et @kk(o) =0 (k = 1) S n),

{E", E™, © (1)} sera une fonction analytique contractive pure.
La matrice 4(f) = [I—0O(e")* O (¢")|* est d’ordre n et de forme diagonale,
ses éléments dans la diagonale élant

I I
Akk(t) = [lﬂ(l—zxk(t)J] = 'ﬁxk(t) (kzl, ,..,l’l).

n
Donc on a rang A(9) = 2 (D).
=1

Comme les ensembles P, ., (k=1,..., n) vont en décroissant, I’inégalité rang A (¢) =k
est donc valable précisément (2 un ensemble de mesure 0 prés) pour les points ¢
de Pensemble P, .

Soit T la contraction complétement non-unitaire, cngendrée par la fonction
analytique contractive pure {E", E™, ® (A)} au sens du théoréme 2. En appliquant
le théoréme 7 on obtient que la dilatation unitaire minimum de T est unitairement
équivalente a la multiplication par e* dans 1’espace

[elaLz(()» 271)]69-[‘2(})11%1)EB e @Lz (‘Pm-l—n)'

Vu que, pour i=m, P; est de mesure compléte et par conséquent L*(P,) = L2(0, 27n),
Théoréme 7 est prouvé dans le cas n=mn.

Dans le cas m<n on construit d’abord une contraction complétement non-
unitaire S telle que dg=m et dgx=n et dont la dilatation unitaire minimum est
unitairement équivalente a la multiplication par e* dans ’espace

L2(POL*(P3)D ... ® L* (Prryn)
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ol P/ désigne I'image de ’ensemble P, par rapport au point #=mn; telle contraction
S existe d’aprés ce que nous venons de démontrer. T'= S* vérifie alors les assertions
du théoréme.

Ainsi, Théoréme 7 se trouve complélement démontré,

Remarques. Les Théoremes 6 et 7 (pour le cas des indices de défaut finis) et
le Théoréme 3 de [1] (pour le cas des indices de défaut dont du moins un est infini)
donnent une solution compléte du probléme du type spectral des dilatations uni-
taires minimum des contractions complétement non-unitaires. Toutefois il faut
remarquer que la contraction T construite au cours de la démonstration du Théoréme
7 est, en général, réductible. Il est naturel de se demander si dans Théoréme 7
T peut étre prise irréductible. Nous n’insistons plus sur ce sujet.

4, Dans [1] on a indiqué un exemple d’une contraction complétement non-
unitaire dont la dilatation minimum n’est pas une translation bilatérale. Notre
Théoréme 7 fournit toute une classe de pareils exemples, il n’y a qu’a choisir quel-
ques des ensembles P; tels que leurs complémentaires dans (0, 27) soient de mesure
positive. Voici un autre exemple, basé sur le Théoréme 6, mais qui est entiérement
élémentaire.

Envisageons une fonction numérique w(Z), analytique dans D et telle que
[w(A)|=1 dans D et que |[w(0)]<1. Soit T la contraction complétement non-uni-
taire engendrée par la fonction analytique contractive pure {E', E1, w(4)}. Comme
T a les indices de défaut 1,1, sa dilatation unitaire minimum sera, en vertu du Théo-
réme 6, unitairement équivalente a la multiplication par ¢ dans I’espace L2(0, 2n) @
®LX(N) ou N={¢: 1€(0, 2m), 1 —|w(e)|? =0}. Soit en particulier w() la fonction
qui fournit la représentation conforme de D={A:|A| <1} sur le demi-cercle
{A:]14 <1, Im A>0}; on aura alors 0<mes N <2z. La multiplication par ¢ dans
L*(0, 27) est une translation bilatérale simple, tandis que dans L2(N) elle ne I’est
pas, par conséquent elle ne peut étre une translation bilatérale dans L2(0, 27) ®
®L*(N) non plus (¢f. [1], lemme 2).
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