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Sur les contractions de I’espace de Hilbert. IX
Factorisations de la fonction caractéristique. Sous-espaces invariants

Par BELA' SZ.-NAGY 2 Szeged et CIPRIAN FOIAS A Bucarest

Dans cette Note on déterminera la relation qui existe entre les sous-espaces
invariants pour une contraction 7T de Pespace de Hilbert § et les factorisations
de la fonction caractéristique de 7. Grice & cette relation, le probléme de trouver
les sous-espaces invariants pour T se rameéne au probléme de trouver les factorisa-
tions d’une fonction analytique contractive, i valeurs opérateurs, en produit de
deux fonctions de méme type, factorisations qui sont d’ailleurs assujetties encore
a une condition additionnelle.

On étudiera en particulier le cas ou la fonction caractéristique de T est une
fonction ,,*-extérieure”. Pour telles fonctions, a valeurs opérateurs, on obtient les
factorisations qui correspondent aux factorisations de type suivant dans le cas

numérique:
2n

1 e"+ 124
exp {E/ e logl@(e )|dt]
0

_ 1 [ e+ i 1 e“+A i
= exp(27T / ei‘_llogl@(e )}dt]-exp [E/ p logl@(e )|dt]

a a

ou o est un sous-ensemble borélien de [0, 27), et o’ = [0 2n) —a. De plus, on montrera
que les fonctions extérieures sont caractérisées, a un facteur isométrique constant

pres par la relation
2n

— < <log|@O)f| = —/ log @ (e")f | dt,

0

valable pour tout vecteur f tel que @(A)f£0. Cela constitue une généralisation
naturelle de la caractérisation, due & BEURLING, des fonctions extérieures numéri-
ques.!)

Ces résultats nous permettent de construire toute une variété de sous-espaces
invariants distincts pour une contraction T telle que 7"f et 7*"f ne tendent pas

N ¢ [}, p. 62.
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vers 0 pour f#0. D’ailleurs ces sous-espaces invariants sont en relation serrée
avec les sous-espaces spectraux de la dilatation unitaire minimum de T.

Tl est manifeste que dans ces considérations. on peut se borner au cas ou la
contraction T est complétement non-unitaire.

Des relations entre les sous-espaces invariants des opérateurs et les factorisa-
tions des fonctions caractéristiques correspondantes ont été connues depuis les
travaux de LiviiTz, PoTAaPOv, SMULYAN, BRODSKY et d’autres, sur les fonctions
caractéristiques d’opérateurs; cf. la littérature citée dans [3] et [VIII]. Toutefois,
des conditions dans lesquelles une factorisation de la fonction caractéristique entraine
’existence d’un sous-espace invariant non banal 2) pour I'opérateur donné semblent
avo;'r été trouvées seulement dans certains cas particuliers, notamment par SMULYAN
[41.°)

Une partie des résultats de cette Note a été annoncée dans [2].

1. Considérations d’ordre géométrique

1. Soit T une contraction de I’espace de Hilbert § (5 {0}). #) Soit U la dilatation
unitaire minimum de 7, opérant dans un espace de Hilbert £ tel que

®= \V U"§  (condition de minimalité).
Posons T .

R,= "\Zj ur9;
. est invariant pour U, donc

U,=U|R,

est une transformation isométrique de ’espace &, en soi-méme.
On sait que

Q=(U-1)H et 2=U-UTHH
sont des sous-espaces ambulants pour U, contenus dans &, , et qu’on a

(1. 1) R=...0U22,0U 1¢,@000LOULD UL ...
(cf. [V], th. 1).

2) Clest-a-dire différent de {0} et de Vespace entier.

3) Notons que les cas envisagés dans [4] ne sont pas englobés dans notre théoréme général
(théoréme 1). En effet, cet auteur envisage des opérateurs bornés A = R+ iQ avec R, Q autoadjoints
dont Q est de rang fini, tandis que notre étude (transposée par une transformation cayleyenne
inverse) concerne les opérateurs dissipatifs maximum, en particulier les opérateurs de la forme
A = R+iQ ol la condition que Q 30it de rang fini est remplacée par la condition Q= 0. 1l convient
de remarquer ici que la définition de la fonction caractéristique d’une contraction, telle que nous
Putilisons dans nos recherches, apparait aussi chez SMuLyaN [S]. Toutefois, dans nos recherches
la notion de la fonction caractéristique d’une contraction apparait d’une fagon naturelle comme
une conséquence, par des représentations de Fourier, de la théorie des dilatations unitaires. C'est
de la méme fagon naturelle que nous obtenons les relations entre les sous-espaces invariants et les
factorisations de la fonction caractéristique. :

1) Tous les espaces de Hilbert que nous allons considérer seront supposés d’étre séparables.
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On sait aussi (¢f. [VII], (3. 4) et (3. 22)) que, en définissant le sous-espace §, de &
par la formule

(1.2) £ =MEIDR;")

R, est compris dans &, réduit U, (et a fortiori U) a une transformation unitaire,
et qu'on a

(1.3) : Ky =M, (DR ©)
De (1. 1) il s’ensuit
(1. 4) R, =9OM.(©Q (¢ [VIIL (3.2D)),
donc
(1.5 D=8, 0M, () =[M (8)DR]OM, ().

Comme M  (Q) est invariant pour U, , son complémentaire dans &, c’est-a-dire
9, est invariant pour U%. Vu que U, est une dilatation de 7, on a

(1. 6) T* = U% | (¢f. VL], (3.28)).

Ces relations sont valables pour une contraction 7' quelconque. Lorsque T
est complétement non-unitaire, on a de plus

(1.7 KR=MEO+ME) (¢ [V], p. 121).

2. Aprés ces préliminaires envisageons le cas ou il existe dans § un sous-espace
$,. invariant pour T; 9, = HOH; est alors invariant pour T* et, en vertu de
(1. 6), aussi pour U% . Par conséquent, le complémentaire de , dans &, , c’est-a-dire

(1. 8) N=8,09,,
est invariant pour U, . Soit
(1.9 R=M,FoK,

la décomposition de Wold correspondant a la transformation isométrique U, de
I; on a notamment

(. 10) F=ROU, N et @1=°ﬁum;

$, réduit U, a une transformation unitaire.
Comme RS K, et par conséquent UnRCULR, (n 0), on a, vu (1. 3),

a.11) R, =AUIRCS OULR, = Re.
0 [

5) Pour un sous-espace € d’un espace de Hilbert, ambulant pour une transformation iso-
métrique V dans €, on désignera par M.(€) la somme orthogonale des sous-espaces V"€
(n=0,1,2,...). Lorsque ¥ est méme unitaire, on désignera par M(€) la somme orthogonale des _
sous-¢spaces V"€ (—e<n< ),

§) Cest la décomposition canonique (due & WoLp) de &+ par rapport i la transformation
isométrique U, ; décomposition en somme orthogonale de deux sous-espaces, dans I'un desquels
U. est une translation unilatérale et dans I'autre une transformation unitaire:

L=R,0U, R, et Ro= Q Un e
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On peut donc poser
(1.12) o = R, ©8;

R, réduit U, aussi a une transformation unitaire. De (1. 3), (1. 8) et (1. 9) on ob-

tient

@2 =R, 0N = M, 94*)@«9\0]@[1W+(%)@91],
d’ou ’
(1.13) 9, = ML (E)OR]JOM ., (F).

Cette représentation de £,, ensemble avec la représentation (1. 5) de D, entrainent:
H:1 =909, = {{M.CHORJOM, (®)}O{[M, €O RJOM (D)},
d’ou
(1.14) H1 =M. DORIOM (&) = ROM (D).
Les formules (1. 13) et (1. 14) mettent en évidence que

Fol M+(%).Q_M+(:E*)@92 et M ()M, (FDK,,
ou

U-"M, (S UM, @)®R,, UM, QSUM, SR  (n=1,2, ...);
en prenant les sommes par rapport a » il résulte
(1.15) MEFEMRIDR2, MO SEMFODR,.
De la derniére relation il s’ensuit, vu aussi que &, &, L M (L),

| M@ +ME) S M+ MCH) Ry

en vertu de (1. 7) cela entraine
K =MF)+ME)D R,

donc, vu (1.2) et (1. 12),
(1.16) £, = M(F) + MEy) © M (L)

Lorsque, en particulier, =%, (1.7) et (l.16) entrainent &,=8&,, donc
R, ={0}; vu (1. 14) il en résulte que H, ={0}. D’autre part, lorsque F=%L4, on a
R, ={0} en vertu de (1. 16); vu (1. 13) il en résulte que H,={0}.

Ainsi, si I'espace invariant §, est non banal, ce qu’on supposera dans la suite,
on a nécessairement

(1.17) F~L et F#£L.
Il convient de remarquer ici qu'on a aussi €£%&,, voire méme
(1.18) LN, = {0}.

En effet, pour f€@NL ona U LH n=0, +1,...), conséquence de (1. 1). Ainsi,
fLU"H(n=0, £1,...) ce qui entraine f=0 en vertu de la condition de minimalité
pour &. T
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Revenons a la définition de § par (1.10). Comme RERK, et R2M_ (L)
(¢f- (1.14)), on a, eu égard aussi a (1. 4),

d ) %=§ReU+§Rg@+9U+M+(SZ)=[@®M+(8)]9U+M+(8),
onc

(1.19) | FSpoL.

3. Désignons par P%x, P% les projections (dans &) sur M(&,) et M(J), selon
les cas, et par Py, (i=0, 1, 2) la projection sur &;. Comme tous les sous-espaces.
en question réduisent U, les projections correspondantes permutent a U.

Par la définition (1.2) de &, on a .

(1.20a) Py, = I—P%,

d’ou, par (1.7),

(1.20b) R = [=-PHMOD.
Montrons qu’on a aussi

(1.21a) Po.f=(I—PYf pour feM(Q),

(1.21b) R = I-PHM(),

(1.22a) Pg,f = (I—P%*)f pour feM(P),

(1.22b) ®, = I-PHM).

En effet, (1. 21a) et (1. 22a) découlent immédiatement de (1. 15), et (1. 22b}
découle de (1. 16). Reste a prouver (1.21b). En vertu de (1.15) tout fe M(F) et
tout /€ M (&) peuvent &tre décomposés de la fagon suivante:

(1.23) =P+ Py, f, 1= P3l+Pgl.
Choisissons en particulier f=P3%/. Les deux relations (1. 23) fournissent alors
(1.24) | = P%+P3[+ Pg, 1+ Pg, P51 (le M(Q)).

Le premier terme au second membre étant un élément de M(L,), et la somme des.
deux autres termes un élément de &; ® K, = Ko, il s’ensuit 7)

(1.25) P%] = P%PS] remr

(1. 26) Pagl = Py, I+ Pq,p51[ POV 1EME).

Puisque Pg,M(2) =8, (conséquence de (1. 20)) et que &, = &, ® &,, (1. 26) entraine’
(1.27) Py, M(®) = R et Py, PSM(R) = R,;

la premiére de ces relations et (1.21a) fournissent (1. 21b).
Ainsi, toutes les relations (1. 20)—(1. 22) ont été prouvées.

7) Notons aussi que M(2+) 1 K.



288 B. Sz.-Nagy—C. Féias

(1. 1) met en évidence que U"Q | U-"¢, pour n=0, m=1, d’ol
(1.28) . PAM ()EM,(8x)  (of [VI], n° 3).
Vu (1. 19), (1. 1) met en évidence aussi que ¥ est orthogonal & U*L et & U~"L,
pour v=1,2, ..., et par conséquent

UrgLU"F et UrFLU "Ly pour n=0, m=1.
Cela entraine '

(1.29) PEM (EM () et PHM,(FEM. (L)

2. Un lemme sur les représentations de Fourier

Commengons par introduire une notation. Si U est une transformation uni-
taire dans un espace de Hilbert (séparable) 9 et U est un sous-espace de R, ambulant
pour U, convenons de désigner par ¢¥ I’application de M (A) sur L2(), 8) définie
par

oo

oX D' Ura, = D ema,  (a,€, 2 lla,)?<e).

Cette application, appelée représentation de Fourier de M (), est unitaire et on a
@.1 DUUh = " ®"h pour he M.
La restriction de &% a M (), désignée par &%, applique M, () unitairement
sur le sous-espace H2() de L2(Y), constitué des fonctions de type u(e") =Z.°'e""‘a,,;
telle fonction peut étre considérée aussi comme limite radiale forte p. p. de (ia fonc-
tion analytique u(i):j Aa, (1Al <1); of. [VII], n° 1.

Nous allons démo(;trer le suivant

Lemme. Soient U et U’ deux transformations unitaires, dans les espaces de.
Hilbert R et W, selon les cas, et soient U et W des sous-espaces ambulants pour U et
U (USER, WEN). Soit Q une contraction de espace N dans 'espace W', telle que -

2.2 QUk=UQk  (ke)
et
2.3 OM, (&M, Q). %)

Il existe alors une fonction analytique contractive {U, W', O (X}, 1°) telle que pour
tout he M(U) on ait

2.4 Y (Oh) = O(eDh(t) 1Y) on h(t) = O¥h.

8) L’espace L2 des fonctions définies sur (0, 2r), a valeurs vecteurs dans 9, I'intégration étant
prise par rapport & la mesure ncrmée dt/2m.
9) (2.2) et (2.3) entrainent évidemment QM () M.
10y Cf. [VII], n° 1.
1) @(e™)=Ilim O(re*) p. p., cf. [VIII], n° 1.
r=1
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Pour que cette fonction analytique contractive soit

a) pure, c’est-a-dire que | @ (0)all <lall pour tout acN, a#0;
b) une constante unitaire;

c) intérieure, C’est-d-dire que O(e") est p.p. une transformation isométrique
de N dans A,

d) extérieure, c’est-d-dire que OH?*(A)=H?*N') [ou strictement extérieure,
c’est-a-dire que @H*(A) = H*(W)],

il faut et il suffit qu’on ait, selon les cas,

a) Il Qall <lall pour tout a€W, a0, tel que Qac¥’;

b) QU applique U unitairement sur U’;

c) QIM () applique M (%) isométriquement dans M, ();
d) oM, Q) =M, (W) [ou QM ,(UW)=M . U)].

Démonstration. En vertu de (2.3) on a en 'particulier pour a€U:
Qa= 2 Ura; avec a; €%, 2 la;l? = |Qal?=lal>.
0
En posant a, =0,a on aura défini .une suite de transformations linéaires bornées

@, (n=0,1,2,...), notamment des contractions de 2 dans 2.
Ainsi, on aura

PV Qa =0,(1) oU v,(1) = 2 e (6,a).'2)
0
Grice a (2. 2) cela entraine, vu aussi (2. 1),

" Qp(U)a = & p(U")Qa = p(e)P¥ Qa = p(e)v,(1)
pour tout polynome trigonométrique @(ei*) a coefficients numériques, d’ou

2n
. , 1 .
lp(U)ala=1Qp (U)ali = 19" Qp(U) a2 = 5 / (€ a (1)l d.
. .
D’autre part, on a
lp(U)alz = 19" p(U)allt2a = 3) lp(e") " allizey = lg (") alixm =
. 2n
_ 1 ity 2 2
=5~ | g dr-liallx.
; . :
En comparant ces deux résultats, on obtient

2n 2n
[ 0@ ol di = [ 191 de-lali.
0 0

12) Convergence dans L*(').
13) On fait ici usage de (2. 1).

A 19
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Cette inégalité s’étend, par le théor¢me d’approximation de Weierstrass, a toutes
les fonctions continues @(¢)=0, de période 2=, c’est-a-dire qu’on aura aussi

2n

2 )
[ el di= [ o(tydr-lali.
1] 1]

Faisant ensuite usage du théoréme de Lebesgue sur l'intégration terme-a-terme
des suites, on étend cette inégalité A toutes les fonctions ¢(t) =0, mesurables et
bornées dans (0, 2n). En choisissant pour ¢(¢) en particulier la fonction caractéristi-
que, divisée par J, d’un intervalle (z, 7 + ), et en faisant é tendre vers 0, on obtient
que

2.5 loa(@ller =llalls  p.p.
Posons
2n
-__1_ _ — ppit
@. 6) 4 (2) = - Of P(r, t—)0,()dt  (A=ret,0=r<1)
—r2 '
ou P(r,t) = 1=r est le noyau de Poisson. En vertu des propriétés bien

1—2rcost+r2
connues de ce noyau, (2. 5) entraine

2.7 lua(Dller =llalle (<1
et
lim u,(re") = v,(t) p- D
r-1 .
(notamment en tout point ¢ ol v,(t) est égale & la dérivée de son intégrale indéfinie).
Comme v,(¢) est la limite forte dans L2(N") de la série Z €"(@,a), (2. 6) entraine
0
aussi que pour tout A fixé (4] <1)

u, () = 2 ren@,a (convergence forte dans U’).
o

Ainsi, la série
oy =2 o, (i<l)
. 0

converge au sens de la convergence forte des opérateurs et on a @()a=u,(A).
Donc, en vertu de (2. 7), on a | @ (A)all =llall. Ainsi, {2, &', @(/1)} est une fonction
analytique contractive. La limite radiale ©(e*)= hm O (re't) existe au sens de la

convergence forte des opérateurs, p. p. (¢f. [VIII] n 1), et on a
O(e")a = lim @(re")a = limu,(re'*) = v,(t) P- D-»

donc Hl !

2.8 PV Qa=0O(e")a (ac).
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De (2.2) et (2. 8) il s’ensuit
PVQ > Ukay= D, ¥ UkQa,= D, M d¥ Qa,  (cf. (2.1))
k k k

. = Z € @ (e a, = O (&) 2 ekt g, = @ () @Y Z’ Uta,,
k k k
donc
O Of =0 (") 8%
et cela d’abord pour les sommes finies f=2 U*a, (a,€N), puis, par continuité,
pour tout f€ M(¥). Il n’y a qu’a observer, a cet effet, que v - Ov est une transfor-
mation linéaire continue de L2() dans L2(’), notamment une contraction, consé-

quence de ce que @ (e*) est une contraction de A dans A” pour presque tous les ¢.
Passons aux assertions a)—d).

Ad a). Ceest une conséquence immédiate des relations
Qa= 2 U*6sa, |Qal* = 2 |Oual*  (a€W)

grice auxquelles [|@gall =|lall entraine Qa=@ya et O,a=0 (n=1).

Adb). Tenant compte de la remarque précédente on déduit que si @, applique
A unijtairement sur A, il en est de méme de Q| et on a O (1) =6,. Inversement,
si Q| est unitaire, de W sur W, ona Qac W, donc Qa=Oqa (acN) et par conséquent
O, est unitaire aussi.

Ad c). Si ©(e*) est isométrique p. p., (2. 3) entraine
@Al = 19 Qhll 2y = 1© () A (D)l 2 ey = 1 ()| 2y = Nl
pour h€ M (), donc @ applique M (%) isométriquement dans M (N’). Inversement,
si Q jouit de cette propriété, on a nécessairement || @ () At L2y =W AN 2
pour tout v€ L2(A); en posant A(t)=¢@(t)a ol acU et p(r) est une fonction A
valeurs numériques, de carré intégrable, d’ailleurs quelconque, il résulte que

1@ (e)ally =llally p. p.; comme U est séparable cela entraine que @ (e") est iso-
métrique p. p.

Ad d). Cest une conséquence immédiate de ce que
HW)="M_ W) et OH2M=0¥QM, (N); cf. (2.3).
Cela achéve la démonstration du lemme.

3. Factorisations de la fonction caractéristique qui correspondent
a des sous-espaces invariants

1. Revenons au probléme traité dans le n°1 et appliquons le lemme au cas
ol R et R’ sont égaux A I'espace { de la dilatation unitaire minimum U (=U")
de T, les sous-espaces ambulants %, A" et la contraction Q étant choisies des trois
fagons différentes suivantes:
»H A=g, W=L,, Q?PQ*;
i)y A=g, AW=F, @Q=P%;
@) A=F, W=, Q=P%.
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Q permute & U dans tous les trois cas, parce que M(2,) et M(F) réduisent U. Donc
condition (2. 2) est vérifiée. En vertu de (1. 28) et (1. 29), condition (2. 3) est aussi
vérifiée.

Soient

3.1 {2,000}, {&%30,@W}) {3 ¢ 0,()

les fonctions analytiques contractives correspondantes, au sens du lemme.
La premiére de ces fonctions coincide avec la fonction caractéristique
{Dr, Dy«, O(N)} de T, telle quelle a été définie dans [VIII]. Notamment, on a

YOMep~! = Or(1) = [~ T+ ADp(I—AT*)~' Dr]| Dy

ol @ et Y sont les applications unitaires de £ sur Dy et de &, sur Ty, suivant
les cas, envisagées dans [VIII], n° 3. La, nous avons démontré par un calcul direct
que @4(A) est une fonction contractive pure; donc il en est de méme de @(4). La
méme chose s’ensuit aussi de notre lemme, assertion a), puisque les conditions

Pxlc8,, |IPHI|=/] pour un [€@

entrainent /=P%/¢ &, , donc [€€NE,, et en vertu de (1.18) /=0.

Les deux autres des fonctions (3. 1) ne sont pas en général contractives pures,
mais en tout cas elles ne sont pas des constantes unitaires. Grace a I’assertion b)
du lemme, il suffit de montrer a cet effet que P3|€ n’est pas une application unitaire
de € sur §§ et P%+|F n’est pas une application unitaire de § sur 4. Or, ces sont des
conséquences évidentes de (1. 17).

La relation (2. 4) prend les formes, suivant les cas,

DUPU]=0 () D] pour [leM(Q),
3.2 OFPE =0, ("D pour leM(Y),
D% Puf = @,(e) PV pour fEM(F).

Appliquons @%+ aux deux membres de la relation (1. 25). Gréce a (3. 2) nous
obtenons que

OEMI(t)=0,(e")0,(e")I(t) pour tout €L (¥), p.p.

en particulier pour toute fonction constante /(t) =/€&; vu que £ est séparable on
en déduit @(e") =0,(¢")O,(e") p. p. Cela entraine

(3.3) O =0,()0,()  (A<1).1%
Pour /¢ M(2) on a, grice a (1.20a) et (3.2),
(3.4) 1Pa, 1|12 = (T — PE) 1|2 = |2 - | P&)2 =

= @2~ |@% P12 = [|9%1]2— | O% |2 = ||42°]|12,

19) En effet, R(1) = @(1)—32(2) @,(2) est analytique est borné dans le disque [A|<1 et
on a R(e")=0 p.p. Cela entraine R(A)=0 pour tout 4, |A|]<1, ce qu'on voit en envisageant les
fonctions analytiques bornées, & valeurs scalaires (R(D)/, I") (Ie&, I'eR.).
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A désignant 'opérateur dans L2(Q) qui attache a la fonction v(¢) la fonction
A)v(t)e LX) ou

(3.5 A(t) = [Is— 0 (e)* 0 (eM]'/?;

évidemment, 4(z) est un opérateur autoadjoint dans &, borné par 0 et 1, pour toute
valeur de ¢ pour laquelle il a un sens, donc p. p., et 4 est un opérateur autoadjoint
dans L2(8), borné par 0 et 1. En vertu de (3. 4), .

(3. 6) Do Pool=49% (I M(R))

définit une application isométrique ®g, de Pg, M (8) sur AL2(8), qui s’étend par
continuité a une application unitaire

Bg,: de Pe,M(R) = 8 sur AL(R) (¢f. (1.20)).

En partant des relations (1. 21) et (1. 22) au lieu de (1. 20) on obtient de maniére
analogue des applications unitaires

®g,: de ®, sur 4,L2(), &g,: de &, sur 4,L2(F),
telles que -

(3.7 Pp, P, =4, 0% (I€M(D)), B, P, f=4,B5f (f€M(F)).

Ici, A, et A4, sont définis & ’analogie de A, notamment comme les opérateurs dans
L2(2) et L2(F),.suivant les cas, engendrés par les opérateurs

4:(1) = [le— 01(e)* 01 (]2, A2(t) = [Ig— O2(e")* O2(eM)]'/?,

dans & et dans §.
Des relations (3. 6), (3.7) et (2. 1) il s’ensuit aisément que

(. 8) P, Uh=e'Pgh pour he®  (i=0,1,2).

Comme 8, = &, 08, Bp,® Py, sera une application unitaire de K, sur
A, LA(F) @ 4,L3(L), et par conséquent
3.9) Z = (94, ® Pyp,) D5,

sera une application unitaire de AL2({) sur 4,L2(F)D4,L*(Q). Pour un élément

de 4L2(Y) dela forme Av ol v = &% (€ M(R)) nous avons, en vertu de (3. 6), (1. 26),
(3.7) et (3.2),

ZAPE = Zbg, Pyl = (DPg,® Dg,) Pg,l = (¢ﬁz®¢ﬁ,)(szP%l+ Py )y =
= @y, P, PSID Pg, Pyl = A, PBPSI@ A, D% = 4,0, %D 4, D/,

donc
(3. 10) - ZAv = 4,004, pour tout veELA(R).

Vu que les éléments de la forme 4o sont denses dans AL?(R), leurs transformes par
Z doivent €tre denses dans 4,L2(F)@4,L*(L), donc

(3. 11) {4,000 4,v: ve LD} = 4, L2(F) @ 4, L2 (D).
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Cela étant, envisageons la transformation

Q=0 @D, ®,;

celle-ci applique I'espace &, = M, (L,)® &, DK, unitairement sur Pespace

K, = H*@) 04,12 ®4, L2 Q).
H, O; et H, seront appliqués par Q sur .
H=[H@) @4, @) © 4, L ©)]10{0,0,v®4,0,wd 4, w: wE H2(¥)},
H, = [{0,w@4,w: wecH2(F)} ® 4, L2(Y]S

0{0,0,w®4,0,wd4,w: we H*(Q)}

et .
H, = [H2(8) @ 4, L () @ {0}] © {0,w @ 4,w ®0: w € H2(F)},
suivant les cas. Cela résulte de ce que, en vertu de (1. 5) et (1. 24),
H=[M,LDR,DR]JO{PHPYI® Py, PSIDPy,l: 1 M, (D)},
et en vertu de (1. 13) et la premiére des relations (1.23),
92 = M. RO RIS {PHfDPa.f: fEM (D)},

et que O, = HOH,-

A Topérateur U, il correspond par 2 dans &, 'opérateur de la multiplication
par la fonction e*; c¢f. (2. 1) et (3. 8). Grice a la relation (1. 6), a T il correspond
dans H I'opérateur T pour lequel

T*u@v,®v,) = e "[u(e)—u@]@e "v,()De v, (f) (Dv,®v, €H).

1l est manifeste que le résultat obtenu peut étre reformulé en remplagant
{&, &«, ©(A)} par une fonction quelconque qui coincide avec celle-ci. Ainsi nous
venons de démontrer la partie a) du théoréme suivant:

Théoréme 1. Soit T une contraction complétement non-unitaire de I'espace
H et soit {€, €4, O} une fonction analytique comtractive qui coincide avec la
Sfonction caractéristique de T.

a) A tout sous-espace non banal O, de 9, invariant pour T, il correspond une
Sactorisation @ (1)=0,(1)O (1) de {€, C,, O(N)} en produit de deux fonctions
analytiques contractives {€, §, ©,(1)} et {F, Cx, ©,(A)}, telle que

(i) aucun des facteurs n’est une fonction constante unitaire,

(i) la variété linéaire V = {4,0,0® A v:v€ LX(€)} est dense dans

A, L2 DA LX(E), ,
(iii) T est unitairement équivalente a I'opérateur T, défini dans I'espace fonctionnel
B.12) H=[H2(€,) ®4,L2(F)® 4, L2 (€)|©{0,0,w® 4,0, w4, w: wc H?(€)}
par
(3.13) T*u®v,®v,) = e~ "ul(e) —u0)®@e~*v,(t)De"v,(r),
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les sous-espaces de H qui correspondent & 9, et , = YO 9, étant

(3.149) H, = [{0,w@4,w: wecHX(F)}® 4,L*(€)]O
©0{0,0,wd4,0,wdd;w: we H2(6)}

et

(.15) H, = [H2(6x) ® ,12() @ {0100, w @ 4,w ®0: w ¢ H2(G)}. -

~ b) Toute factorisation de {€, €, © (1)} en produit de deux fonctions analytiques
contractives satisfaisant aux conditions (i) et (ii) dérive, a coincidence prés, d’un sous-
- espace invariant non b‘anal pour T, de la maniére indiquée.

Pour démontrer la partie b) du théoreme, il suffit de considérer la contraction
T, unitairement équivalente i celle donnée, qui est définie dans 1’espace

(3.16) H = [H2(C4) @ AL* (6)10 {Ow@ Aw: wc H2(6)}
par )
(3.17) T* w®v) = e~ [u(e") —u@)] e *v(t);

¢f. [VII], n® 3. La relation évidente
Is— O (e)* O (") = O (e")* Iy — O (e")* 0, (e")] 01 (') + [Ic— O (¢")* O, (€7)]

entraine que
Z(t): A()g ~ 4,(1)0,(eg@4:(Dg  (8€©)

est une application isométrique de A(¢¥)€ dans 4,()FD4,(t)€ p. p., notamment
en tous les points ¢ ou les limites radiales de @, @, et @, existent. Cela entraine,
a son tour, que

Z: Av > 4,0,0@40  (vEL(E))

est une application isométrique de AL?(€) dans A,L2(F)@4,L*(€). En vertu de

la condition (ii) Z se prolonge par continuité & une application unitaire de AL*(€)

sur 4,L2(F)®D4,L*(€). En identifiant les éléments qui se correspondent par Z,
on obtient pour H la représentation alternative (3.12), d’ou il résulte la décom-
position H = H,;® H, donnée par (3.14) et (3.15). Dans cette représentation
de H, T sera définie par '

T*(u@v,®v,) = e~ *[u(e) —u)]@e "0, (NDe v, (t) ©Dv,®v, €H);

H, est évidemment invariant pour T*, donc H, invariant pour T.
De plus, ce sous-espace invariant est non banal.
En effet, H, ={0} veut dire

HY (G )®A4,L3(F) = {0,wDd,w: weH2(E)},

c’est-a-dire qu’a tout couple u€ H2(€ ), v€ A, L2(F) il correspond un we H2(€) tel
que u=0,w, v=A4,w et par conséquent

O%¥u+ A0 = OFO,w+ A3w = we H*(G).
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Choisissons en particulier u =0, v=4,)e~"f (f€F); il résulte que
A,(t)%e~i" fc H*(€) et cela pour tout entier n, d’ou: 4,(¢)2f=0 p. p. Puisque F
est séparable, cela entraine A4,(t)=0 p.p., donc O,(e") est isométrique p.-p.
Choisissons alors pour u une fonction constante u(A) =ey (ex€E,); il lui correspond
un wé HE) tel que e, =0,w, Cest-a-dire que e, =0,(e¥)w(e’) p. p. Faisant
parcourir e, un ensemble dénombrable {e,,}, partout dense dans €, et en réunissant
les ensembles des points ¢ exceptionnels correspondants, il résulte que sauf les
points d’un ensemble de mesure nulle, on a pour tout #: e4, € 0,(e4)€ (v=1,2,...)
et par conséquent €, S 0,(e")E. Ainsi, @,(¢*) est p. p. unitaire (de € sur €,).
De la méme relation ey = @,(e*) w(e*) il s’ensuit @,(e)*e, =w(e"), donc, si @,(1)

a le développement en série entiére Z A"0,,, on a
0

Z e~ @% e, € H2(G),
3

d’otilrésulte: 0% ,=0, 0,,=0(n=1,2,...), donc O,(1)=0,,,. Ainsi, H, ={0}
entraine que @,(4) est une constante unitaire, ce qui contredit ’hypothése faite.
Un raisonnement analogue montre que H,; ={0} entraine que ©,(1) est une
constante unitaire, ce qui contredit aussi I’hypothése faite.
Cela achéve la démonstration du théoréme.

4. Quelques propositions additionnelles

1. Commengons par la suivante

Proposmon 4. 1. Pour toute fonct:on analytique contractive {3, B, QLA)} il
existe une fonction analytique contractive pure {9[0 BO, Q°%(N)}, et une seule, telle
que A CA, VS B, Q%)= Q)IA° et que X' (M)= Q(ﬂ)l”[’ est une transformation
unitaire de W=AOA sur W = BOBO. On appellera {N°, B°, Q°()} la .,.partie
pure” de {A, B, Q(A)}.

Démonstration. Posons
={a:aeW, a=Q0)* QO0)a}, B'={b:b€cB, b=2(0)Q(0)*b}.
Pour acW on a Q(O)a_Q(O)Q(O)*Q(O)a, donc Q(0)ac¥W’, ce qui veut dire que
QOAWSY. On obtient de maniére analogue que QO*VB'SA’; en vertu de la

relation b= Q(0)Q(0)*b (<) cela entraine que V'S QO)W'. "Donc Q(0) ap-
plique . sur B. Cette application est unitaire parce que pour a€’ on a

120)al*=(20)*2(0)a, a)=(a, a) = |lali*.

Puisque Q(1) est analytique, on a pour 0sr<1 et a€

“n Q0)a =—21;/Q(re"‘)a dt,
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2n 2n
- I it <i —
=§;/||9(re Jaldt = /llall dt = |la|
0 ‘0

d’ou, pour ac,
2n

lall = 1Q(0)all = “% / Q(retya dt

et par conséquent

@.2) “ / Qreadt| = / 1Q(re*)all dt,
ot [4] Q
4.3) ‘ 1Q(re®)all = llall (O=1<2n).

Désignons I’intégrale dans le second membre de (4. 1) par a,. (4. 2) entraine que
Q(re"ya=2,(t)a, avec A(t)=0,'%); d’aprés. (4.3), A,(t) a une valeur constante.
Donc Q(re*)a a aussi une valeur constante; d’aprés (4. 1) cette valeur doit étre
égale 3 Q(0)a. Ainsi, pour tout ¢ et [i| <1, on a

QAu=Q0)a.

En d’autres mots, Q’(A) Q(A)|W est une application constante unitaire de A’
sur B’. De manitre analogue, Q(1)*|’ est une application constante unitaire de
B’ sur A'. Par conséquent, on a pour acA'=AQW et becWB’:

(2, b)=(a, 2()*b) =0,

donc Q(1)acB° = BOY’, c’est-a-dire que Q°()) = Q(1)|A° applique A° dans BO,
Montrons que la fonction analytique contractive ainsi obtenue {3% B°, Q°(1)} est
pure, c’est-a-dire que |Q°(0)a||<||a|| pour tout a€A°, a#0. En effet, si 'on a
12%0)a|| =|la)| pour un a€A°, il en résulte que

(I~ QO 2(0)a, a) = |al*~[2©)al* = |la*~ Q°©)a|* = 0,
dou (I Q(O)*Q(O))a =0, a=Q(0)*Q(0)a, donc acWA. Comme A° LW, cela

entraine a=0.
Les décompositions A = DA, B = VDY que nous venons de cons-

1s) Pour une fonction f(z) (a=r=b), a valeurs dans un espace de Hilbert, faiblement continue,
b

on a, en posant g= ff(t)dt,

Hff(t)dt H2 = [fbf(r)dt, g) =f(f(r), g) dr §fbuf(t)|| <lgl dt =f||f(t)|| dr-ligh,
ol a a o a a
. b b
” [ f(t)dt” = [ronar.

Pour qu’on ait égalité, il faut et il suffit que (f(¢), ) soit égal & 1 f(¢)1-llgh pour tout ¢, ce qui veut
dire que f(t)=A(t)g avec un facteur numérique A(#)=0.
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truire, vérifient donc les conditions de la proposition. Il nous reste & montrer leur
unicité. Envisageons & cet effet des décompositions quelconques A = AP AT,
Y = BYP B! vérifiant ces conditions. Puisque Q(0) applique A{ unitairement
sur Bi, on a |ja|=]Q()a| pour acAi, ce qui entraine (I—Q(0)*2(0))a = 0,
donc a€’; par conséquent A1 SA’. il existait dans A’ un élément a #0 orthogonal
a U{, on aurait |Q(0)a| =|la|| parce que ac ', et |Q2(0)a|| < |la| parce que a€AQ:
contradiction. Donc U; =" et par conséquent Vi = QDAL = QWA =¥’
A = ASA] = AW = A%, B! = BOB = BOY = B°.  Cela achéve la
démonstration.

Le résultat que nous venons d’obtenir nous permet de compléter le théoréme 2
de [VIII] de la fagon suivante:

Proposition 4.2. Soit {€, €x, O (1)} une fonction analytique contractive qui
n’est pas une constante unitaire, et soit T la contraction complétement non-unitaire
qu’elle engendre, c’est-a-dire que T est définie dans Iespace

= (H*(C,)@4L*®))o[0OwdAw: we H?(E)]

T*(ux®v) = e~ #[uy(e) —ux(Q]®e "v()  (ux@veH).
La fonction caractéristique de T coincide alors avec la partie pure {€° €2, ©°(1)}
de {@ @*, @(/1)}

Démonstration. Ici, bien entendu, on a posé 4(¢) = [Is — O (e")*O (")]*.
Désignons par 4°(¢) la fonction analogue formée avec @°(1). La décomposition
€ = € DE° entraine de maniére évidente la décomposition L&) = L2(E) @
@ LX) et avec cela la décomposition H2(€) = H*(E)® H*(E°). Puisque @’(1)
est une constante unitaire, on a A(t)v(t) = 0D A°(1)v°(t) pour toute fonction
v = v ®v°€ L*(€). Par conséquent,

{Ow@dw: we HX(@)} = {0'W @O @ Aw: w ¢ H2(E'), w°¢c H?(€Y)},
donc, vu que O’H*(€") = H*(O'C") = H?(€)),
{Ow@Aw: we H*(€)} = H*(€)@{@°w°@4n°: woec H2(®)}.

par .

11 s’ensuit que si ux@veH, on a ux | HX(EY), donc usx € HX(EQ). Par conséquent,
Pespacc H s’identifie de fagon naturelle a I’espace

H = [H2(€2) @ 4°L2 (€%)]0{0°W° @ 4°w°: w0 ¢ H2 (%))}
et T a lopérateur T, défini dans H® par
To* 2@ v°) = e~ *[ud (") —ud Q)] @e-*v0(f) (UdDv°€HO).

Or, puisque la fonction {€°, €%, ©%(1)} est pure, théoréme 2 de [VIII] affirme que
la fonction caractéristique de T°, ou, ce qui revient au méme, celle de T, coincide
avec {€°, €2, ©°(1)}. Proposition 4.2 est démontrée.

2. Revenons au théoréme 1. Soit T= (gl )]{2) la forme triangulaire de T suivant
la décomposition = H; B H, et soit @ =0,0, la factorisation de la fonction
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caractéristique de T, correspondant au sous-espace invariant ©,. Nous sommes
4 méme d’ajouter au théoréme 1 la suivante

Proposition 4.3. Les fonctions caractéristiques de T, et T, coincident, selon
les cas, avec les parties pures de @, et ©,.

Démonstration. Il suffit d’envisager le modéle fonctionnel de 7, donc

_ TIX) . *_(T}k O)
T-—(O T,)’ Puisque T*= X* T4)" on a

Ts = THH, et Tt =P,T*H,,

P, désignant la projection orthogonale dans' H sur H,.

Pour T, T’'assertion découle de maniere évidente de la définition (3. 15) de
H, et de la proposition 4. 2.

Quant a T,, observons d’abord que, grice a la définition (3. 14), les elements
de H appartenant 3 H, sont ceux de la forme

O,w@4,w®v ou weH* ), vedL*©)
ct
OF O%(0,w) + OF 4, (4,w) + A,v 1 H?(6):

la derniére condition se réduit évidemment & ce que
“. 4 w40 1L H?(6).
Pour O,w@®A4,w@®vEH,; nous avons, en vertu de (3. 13),
T*(O,wD4,w@v) = e~ 1[@,w—0,0)w(0)]|Be-*d,weitv =
= (O,w; @ 4,w; D)+ (W, Dv,D0)

ou

my = YOO ) < g,

) = 282920 0 ) = ent, 0w

Grice 4 (4.4) on a
Otw,+4,v;, = e~ (@Fw+4,v)—e *OFw(0) L H*(©),

donc on voit que O,w; ®d,w, Bv, €H,. D’autre part, on a w, v, B0€cH, parce
que, évidemment, -

O%w, + 4,0, = e~ tw(0)— e~ "0, (e)* @,(0)w(0) L H*(E).
Ainsi,
THOWwD 4,wD0) = P, T*(O,w@A,wDv) = O,w, ®A4,w, Dv,.
En se servant de la transformation

O, @d,w —w (we H2(Y))
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qui applique {@,w®4,w: we H*(§)} unitairement sur H?*(F), on peut donc
identifier ’espace H; A ’espace '

H, = [H* @4, L @)|o{owdd,w: wcH2(G))
et T, & lopérateur ’i‘l de ﬁl, défini par
TT(WG‘)U) = ng-)vl.

On peut alors appliquer la proposition 4. 2 et on obtient que la fonction caracté-
ristique de T, coincide avec la partie pure de @,.

Cela achéve la démonstration de la proposition 4. 3.

3. 1l convient d’ajouter quelques remarques concernant la condition (ii) du
théoréme. 19) A

Proposition 4.4. La condition (ii) est équivalente a la condition suivante:

(1) la variété linéaire V(t) = {4,(1)O,(e)e@4,(t)e: ecC} est dense dans

4,(1)FD A4,(t)E pour presque tous les t.

Démonstration. Supposons que (ii) est vérifiée. et envisageons en particulier
deux fonctions constantes e(t)=e, f(t) =f (e€E, f€F). Il s’ensuit qu’il existe une
suite {v,} d’éléments de L2(€) telle que 4,0,0,®4,v, tend vers 4,f@4,e dans
dans la métrique de I’espace L2(F)@® L2(€), c’est-a-dire en moyenne, d’ou il s’ensuit
que si on remplace la suite {v,} au besoin par une suite partielle convenable '7),
4,()0 (€M), () D 4,(t)v,(¢) tend vers 4,(¢)f@4,(t)e méme p. p. (dans la métrique
de F@E). Cela prouve que 4,(1)f®4,(t)ecV(¢) p. p. En faisant parcourir e et f
deux ensembles dénombrables {e,} et {f,}, denses dans € et §, il résulte que
A,(0)f,®4,(1)e, €V (t) pour tous les ¢ & I'exception des points d’un ensemble de
mesure nulle, indépendant de »# et m. Pour tout # non exceptionnel on aura alors
4,(OFDA4,(1)E S V(2), donc (ii) entraine (ii).

Supposons, inversement, que (i)’ est vérifiée, et envisageons un élément v, v,
de AL ()@ 4, L*(€), orthogonal 2 V, c’est-a-dire tel que (v,, 4,0,u) + (v, , 4,u) =0
pour tout u#€L3(€). On a alors @,(e")*4,(t)v,(¢)+ 4,(t)v,(t) =0 p.p., et par
conséquent, pour tout ¢ non exceptionnel, v,(¢) ® v, () L V(¢). Or,comme v,&v; €
€A, LA F)DA,L*(€), on a v,(1)Dv (1) €4,()FDA,(1)€ p. p., donc, en vertu de

16) En vertu du théoréme 1, les factorisations de la fonction caractéristique de T qui ne
vérifient pas la condition (ii), ne correspondent pas & des sous-espaces invariants pour 7. Mais
elles correspondent A des sous-espaces invariants de certaines contractions dont la partie complé-
tement non-unitaire est égale a 7. Notamment, en partant du modéle fonctionnel (3. 16)—(3.17)
pour T, on doit ajouter a cet espace H ’espace orthogonal

W =452 (3) e ,.LAG)IOV

et de prolonger T en la définissant dans W comme multiplication par eit, pour arriver a I’espace
et Popérateur définis par (3. 12) et (3. 13) et aux sous-espaces de cet espace définis par (3. 14) et
(3.15). — Pour des indications additionnelles dans cet ordre d’idées, ¢f. [1].

17) Notamment telle que 2, ||(4> @1va@ d1va) — (d2f D d1e)|j<o.
n
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(ii)’, on doit avoir v,(t)@v,(t) = 0 p. p. Par conséquent, v,®v, = 0. Ainsi, le
seul élément orthogonal 3 V est le 0, donc (ii)" entraine (ii).

Remarque. La condition (ii)’ est vérifiée en particulier dans le cas oit la fonction
{3, Cx, O,(D)} est intérieure.

En effet, on a alors 4,(f)=0 presque partout.

Proposition 4.5. Dans le cas ou ©(A) est une fonction intérieure, la con-
dition (ii) veut dire que @ (1) et O,(2) sont aussi intérieures. Si O(e') est méme
unitaire p. p., (ii) veut dire que O (") et O,(ei*) sont aussi p.p. unitaires.

Démonstration. Comme ©,(1) et @,(4) sont des fonctions analytiques
contractives, ’hypothése que le produit @,(e") ©,(ei") = O (eit) est isométrique p. p.
entraine que @,(ef*) est isométrique p. p., donc 4,(t) =0 p. p. Ainsi, (ii)’ se réduit
a la condition

@5 4,(1)0,(eVC = 4,()F  p.p.
Comme de plus

O,(e")*4,(1)* O, (") = O,(e")* O, (") —O(e)*O (") = I-1 = O,

on a 4,(8)0,(e")=0, p.p., donc en vertu (4.5), 4,(1)F={0}, ce qui veut dire
que A4,(t)=0 p.p., cest-a-dire que O,(e’") est aussi isométriqu¢ p. p. Lorsque
O (e'") est méme unitaire p. p., on a =0 (") O (e'')* = O,(e") O (") O (e")* O, (e)*
et par conséquent ©,(e")F =€, donc @,(e”) est non seulement isométrique, mais
aussi unitaire, p. p., et il en est alors de méme pour @,(e") =@,(¢*)~! O (¢). Cela
achéve la démonstration.

La fonction caractéristique de T est intérieure si T*" -0 (n—<=), et dans ce
cas seulement (¢f. [VIII], n° 4). Comme le cas d’une transformation linéaire bornée
quelconque peut étre réduit 4 celui-ci par multiplication par un facteur numérique
positif convenable, le probléme de trouver les sous-espaces non banaux, invariants
pour une transformation linéaire bornée quelconque, se ramene a trouver les facto-
risations des fonctions analytiques contractives pures’ intérieures en produit de
deux fonctions intérieures. Une réduction est possible méme au cas ou (I7) <1,
la fonction caractéristique @ ,(4) étant alors unitaire sur la circonférence unité et
analytique mé&me sur cette circonférence (cf. [VIII], n° 5): le probléme des sous-
espaces invariants est donc équivalent au probléme des factorisations de telles
fonctions en facteurs contractifs analytiques dans le cercle unité et unitaires sur la
circonférence. Malheureusement, le probléme de telles factorisations est ouvert,
du moins dans le cas général ou la dimension de I’espace en question est infinie.

Par contre, dans certains cas ou la fonction caractéristique de T n’est pas inté-
rieure, nous pouvons dés maintenant faire usage de notre théoréme 1 pour construire
des sous-espaces invariants; les cas considérés différent des exemples connus jusqu’a
présent d’opérateurs possédant des sous-espaces invariants.

5. Quelques théorémes généraux sur les fonctions analytiques A valeurs opérateurs

1. Soit N(#) (0=t=2n) une fonction & valeurs opérateurs autoadjoints dans
I’espace de Hilbert (séparable) €, fortement mesurable, et telle que O=N()=1.
Elle engendre par (Nv)(t) =N(t)v(t) un opérateur N dans Pespace L*(€), qui est
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aussi autoadjoint et tel que O =N =1 Désignons par U* I'opérateur de la multi-
plication par la fonctionscalaire ¢ dans L2(€); U* est unitaire et permute évidemment
anN.

La proposition suivante est connue; ¢f. LOWDENSLAGER [7].

Proposition 5.1. a) Lorsque la condition
(5. 1) - N UNH©) = {0}
est vérifide, il existe une fonction analytique contractive extérieure {€, F, O (%)} telle
gSM.eZ) N@)?2=0(e)* O(e") p. p.

b) Inversement, la condition (5.1) est toujours vérifiée lorsque N(t) est de la
Sorme (5.2) ou {€,F, ©(N)} est une fonction analytique contractive quelconque.

Démonstration. Ad a). Puisque N permute & U*, le sous-espace N =NH?*(€)
est invariant pour U*. La condition (5. 1) veut dire que la restriction de U* a 9 n’a
pas de partie unitaire. Donc 9 a la décomposition de Wold de la forme suivante:

N=@ UG =M, (F ou §=ROUN.
[}

Il est évidemment possible d’identifier les fonctions constantes dans L%(€) a leurs
valeurs dans € et de plonger de cette fagon ’espace € dans 'espace L2(€) comme
un sous-espace de celui-ci. Ce sous-espace € est évidemment ambulant pour U*;
on a

L2@) = ® UG = M(§), H2(G) = @ UG = M, (6).
-0 0

On a donc

NM(€) = NHZ(G) = N = M, ($).

Ainsi, nous pouvons appliquer le lemme dun® 2aucas R=RN"=L*E), U=U’'=
=U*, U=E, AW =F et Q=N. Nous obtenons qu’il existe une fonction analytique
contractive extérieure {€, §, @ (1)} telle que

(5.3) PENv = O(e")v(t) pour vEL2(G);

ici on a fait usage du fait que $% =v parce que € est le sous-espace de L2(€) des
fonctions contantes. 18)
Puisque &% est unitaire, (5. 3) entraine pour »,v" € L2(€) quelconques:

(NU, Nv’)[}(c) = (¢%Nv, ¢%Nv’)Lz® = (@U, @v’)Lz(%) s
donc

2r 2n
f (N@?2o(), v (t))edt = f (@(e)* O (eMv(r), v (1))e dt,
0 ]

d’ou il s’ensuit (grice aussi & la séparabilité de €) I’assertion (5. 2).

18) En effet, u=X U*"e, (e.€€) veut dire que
@%u)(t)= 2 ee, = u(r).
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Ad b). Pour ve L*(€) définissons Y par
_ , Y(Nv) = Ov,
En vertu de (5.2), Y est une isométrie de NL2(€) dans L%(%F), qui s’étend par con-

Y

tinuité 4 une isométrique de NL2(€) dans L*(%). En désignant par U* et V>
Popérateur de multiplication par la fonction e* dans L) et L3(), selon les cas,

il résulte que YU* =V*Y dans NL*C) et par suite
Y N U*"NH2(@)S N V*"0H2(€) S N V*"H2(F) = {0};
n=0 nz0

n=0

la derniére égalité s’ensuit de ce que V*"H*(F) est composé des fonctions analy-
tiques dont les premiers n coefficients de Taylor s’annulent.
Y étant isométrique, les relations ci-dessus entrainent (5. 1).

Proposition 5. 2. a) Soient {€, €4, @ (D)} et {€, T, O1(1)} deux fonctions

analytiques contractives, dont la seconde est extérieure, et supposons que

5.9 O,(e9* 0, (") =0 (e")* O (¢") p. D.
Il existe alors une fonction analytique contractive {§, €., ©,(D)} telle que
(5.5 O)=0,72) 06,01 (1A <1).

b) Lorsque dans (5.4) il y a égalité p. p., la fonction O,(2) est intérieure. Si,
de plus, O@(1) est extérieure, alors ©,(1) est une constante unitaire.

Démonstration. Ada). (5. 4) entraine
' 10 vll 2 = Ovl 2@ pour tout e L2(G).
Ainsi, on définit par la formule
(5. 6) X@w)y=0v (veL¥E))

une contraction X de @, L*(€) dans L*(€,), qui s’étend alors par continuité 3 une
contraction X de @,L*€) dans L*E,). Puisque ©@,(1) est extérieure, on a
©,H*€)=H*(F) et par conséquent O L?(€)=L*(F). Comme OvEH*(E,) pour
ve H*(E), parce que ©(4) est analytique, on a

XH?(§) = X0, H*(€) £ OH*(€) & H* ().

En désignant par Uy et V> la multiplication par e* dans 1’espace L*(€,) et dans
Pespace L3(), il résulte de la définition (5. 6) de X qu’on a aussi XV* =Ux X dans
L2(F). Ainsi, on peut appliquer le lemme du n°2 au cas R=L3(F), R'=L?(€),
U=V>*,U=Ug, A=F, A’ =C, (oi F et € sont considérés comme sous-espaces
des espaces correspondants L2, constitués des fonctions constantes), et @Q=X. 1l
résulte qu’il existe une fonction analytique contractive {F, €., @,(1)} telle que

G.7 - Xw=0,(e)w(t) pour tout weLi(F);

on a fait ici usage de ce que, griace au choix particulier des sous-espaces ambulants
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Cx et F, on a PSu=u pour uc L2(€y) et #Zv=v pour v€ L¥(§F). En particulier,
pour w=0 v (v€L*(E)), (5.6) et (5.7) entrainent

O(eNv(1)=0,(e) 0, (eNv(t)  p.p.;
vu que v est arbitraire et que I'espace € est séparable, cela donne
O(e)=0,(¢)0,(e)  p.p.,
d’ou il résulte la relation (5. 5); ¢f. note 14).

Ad b). Lorsque dans (5. 4) il y a égalité p. p., X est isométrique. Par conséquent,
en vertu du point ¢) du lemme du n°2, la fonction @,(4) est intérieure. Si de plus

la fonction @ (4) est extérieure,ona XH?(F)=X0O, H*(€)=OH?* (&) = H*(E,), d’ou
XF = X[HX O V*HA(Y) = H*(64) © UL H2(G,) = G,

donc X|§ applique §§ unitairement sur €,. Par suite, en vertu du point b) du
lemme, la fonction ©,(1) est constante unitaire.

Remarque. Les propositions 5.1 et 5.2 nous permettent d’obtenir une fac-
torisation en facteurs extérieur et intérieur de toute fonction analytique contractive
{€, €, ©(1)}. En effet, il existe, en vertu de la proposition 5. 1, une fonction analy-
tique contractive extérieure {€, §, ©,(1)} telle que

O, (e)* O,(e") = O(e)* O(e") p. p-

En appliquant ensuite la proposition 5.2 on obtient qu’il existe une fonction analy-
tique intérieure {F, Cx, ©,(1)} telle que

OMN=0,N0MN (12=<1).

Cest ce qu’on appellera la factorisation canonique de ©(}) en facteurs extérieur
O,(4) et intérieur O (). Elle est déterminée de maniére univoque dans le sens que
si @(A)y=0:(1)O.(4) est une factorisation de méme type, avec un espace intermé-
diaire §’ peut-étre différent, il existe une application unitaire Z de § sur § telle que

O, (N=ZO,(%) et O/ (N)=0,1)Z-1 (Al <1).

~

Cela s’ensuit aussitét de la proposition 5.2, b).

Proposition 5.3. Soit {€, €x, O(A)} une fonction analytique contractive
*-extérieure, c’est-a-dire telle que la fonction {€, €, @~ (1)}, ot O~(A)=0O(A)*, est
extérieure, et posons N(t) =[@(e")*O(e")]t. Soit o un ensemble mesurable dans
Lintervalle [0, 21) et définissons

N,(t)=Is dansa et N,(t)=N(t) dans o’'=[0,2n)—a.

Il existe alors deux fonctions analytiques contractives, {€, §F, @,(D)} et {F, €y, ©0,()},
dont la premiére est extérieure, telles qu'on ait

(5. 8) - No()=[0,(e9*0,(e))'*  p.D.
t
fi 9 ' 0 (1) =0, 0(1);

de plus cette factorisation de O (1) vérifie la condition (ii) du théoréme 1. Dans le

s .
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cas ou la fonction {€, Cx, O} n est pas intérievre, l’ensemble o peut étre choisi
de facon que O (") ne soit pas isométrique aux points d’un ensemble de mesure positive
dans o ainsi que d’un ensemble de mesure positive dans o ; la factorisation obtenue
vérifie alors aussi la condition (i). :

Démonstration. Puisque N,(t) = N(¢) partout, on a | N,vll L2y = | Nvll L2 =
=11 Ovll L2(¢,y pour v€L2%(€), donc on définit par

(5. 10) Y(Np)=0v  (veL*(E))

une contraction ¥ de N,L2(€) dans L?(€,), quis’étend par continuité 4 une contraction
de N,L*(€) dans L%(€,). En désignant par U* et UX I'opérateur de la multiplica-
* tion par et dans L2(€) et L2(€ ), suivant les cas, il résulte de (5. 10) que YU* =
=U}Y dans N,L?(€). On en déduit la relation
Y () U~N,H*(€) < N an@HZ(@) S N Uz H>(E,) = {0}

nz=0

Afin d’établir la condition (5. 1) pour N,(?), il ne reste donc qu’a démontrer

“que le seul élément w< N,L2(E) pour lequel Yw=0, est w=0. Cela revient a dé-
montrer que si {v,} est une suite d’éléments de L2(€) telle que

Ny,—»w et Ov,—~0 (convergences L?),

alors w=0. En remplagant la suite au besoin par une suite partielle 1°) on aura

méme
NOvt) ~w(t) et O(e)ut) ~ p.-P.
Ainsi, on a p.’p. dans « -
@(e“)w(i) = @) lim N,()v,(t) = O(")limuv,(¢) = lim @(e")v,(t) =0 -
et p. p. dans o’ ' ’ '
leEwnl=lw@)l = li.,m [N (D)o, (D) = li'rln @ (Mo, ()l =0,

donc

. O(e)w(t)=0 p. p.
et par conséquent

2n 2z
G.1) [ (wer-1), 0~E)o))edt = [ (O 1y w@r—1), v())e,dt = 0

pour toute fonction v€ L?(€,). Comme @~ est extérieure, @~ H?*(E,) est dense
dans H?(€) et par conséquent @~L2(E,) est dense dans Lz(@) donc (5.11)
entraine w(2nr —t) = 0 p. p., donc w=0.

En vertu de la proposition 5. 1 il existe donc une fonction analythue contractive
extérieure {€, F, ©,(4)} telle que N,(1) =[0,(e!)*O,(¢)]* p. p., et puisque N, (1) =
= N(?) il existe en vertu de la proposition 5.2 une fonction analytique contrac-
tive {F, €«, @,(1)} telle que @ =0,0,.

19) ‘Notamment telle que Z || Nov, —w|| < et Z{|@uv||<e.

A 20
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Cette factorisation de @(4) vérifie (ii). En effet, on a
0, (e)*42(1)? 01 (e") = O0,(e")*[I— 0, (e")* O2(eM)] 0, (¢") =
= N,(t)>’-N@)*=0 p. p. dans o

et .
4,(1)? =Ic—0,(e*O,(e") = Is—N.(t)* = O p. p. dans «,

donc )

5.12) 4,()O0,(¢)=0 p.p. dans o’ et 4,(t)=0. p. p. dans «.

Soient v, v, deux fonctions quelconques dans LZ(€) et posons

(5.13) v(t)=v,(t) dans & et v(t) =0v,(¢t) dans a;

on aura alors v € L?(€) et, en vertu de (5. 12) et (5. 13),
42()0,(eNo() D 4,(£)v(t) = 4,(1) O,(e")v,(t) D 4,(H)v4 (1) p. .

ou en bref
(5. 149 4,00PAv = 4,0,0,D4,v,.

Comme @, est extérieure, @, H?*(€) est dense dans H2(F) et par conséquent
@, L2() est dense dans L3(F). Lorsque v, et v, varient dans L?(€), le second membre
de (5. 14) parcourt donc un ensemble dense dans 4,L2(F)P 4,L3(€), ce qui acheve
la démonstration de ce que la condition (ii) est vérifiée.

En cas ou la fonction © (1) n’est pas intérieure, il existe par définition un ensemble
¢ de mesure positive dans [0, 27), aux points duquel N(¢) # Is; on petit donc choisir
o de sorte que a1 g et o’ (o soient de mesure positive. Montrons qu’aucune des
forictions @,(4), @,(A) n’est alors une constante unitaire. En effet, si ©,(1) était
une constante unitaire, on aurait

IN()ell =110 (e“)ell =[1©,(e")ell =[N (t)ell pour tout ec€, p.p.,

et par conséquent N(t)=N,(?) p.p., ce qui n’est certainement pas le cas pour
tca g. De méme, si @,(A) était une constante unitaire, (5. 8) entrainerait N,(¢) =I¢

p. p., ce qui n’est pas le cas pour t€a’( .
Cela achéve la démonstration de la proposition.

2. Pour les fonctions numériques 6 (1), analytiques et bornées dans le disque
unité et telles que @A) 20, log|@(e")| est intégrable (théorgme de Szeco), de
plus on a linégalité?%) ,

log|@(0)| = ZLR/log |@ (e'")] dt

0

ou Iégalité a lieu si la fonction @(4) est extérieure et dans ce cas seulement?').
Ces faits s’étendent aux fonctions a valeurs opérateurs de la fagon suivante:

20) Admettant la valeur — « pour le premier membre.
21y Cf. [6], p. 52 et p. 62.
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Proposition 5.4. a) Pour toute fonction analytique contractive {€, €y, @ (1)}
et pour tout €€ tel que O(L)f#0, la fonction log|\O@ (e")f|| est intégrable et on a
~ linégalité*®) : ,

(5.19) 10g10O)f = 5- / log |6 (¢ .
0

b) Pour que dans (5. 15) on ait égalité pour tout f tel que O(L)fZO0, il faut et
il suffit que dans la factorisation canonique de © (A) le facteur intérieur soit constant.

Dans ce cas on a méme
27

(5.16) — == loglONS] = 5- / P(ryi—nloglO(@fldi  (A=re0=r<1)
0 .

pour tout f tel que O(A)fZ0; P(r,t) est le noyau de Poisson.

Démonstration. Envisageons une fonction analytique contractive extérieure
{€, €4, (%)} et posons '
N@=[0(e")* O (M]".

Soit Z I’application isométrique de @H*(S) dans NH?(€) définie par

ZOu=Nu (ucH*(Q)).
Puisque O est extérieure, Z se prolonge par continuité en une application unitaire
de H*(€4) sur 9% =NH?(C). En désignant par U* et U l'opérateur de multipli-

cation par ¢* dans 9t et H*(€y), selon les cas, on a évidlemment ZUZ =U*Z et
par suite (grace & ce que Z est unitaire)

ZI— Uz UL*) = (1= UxU**)Z.

Mais comme pour tout u(1)c H*(€4) on a évidemment
(I= Uz Ug*)u = u(0),
on obtient en particulier
(5.17) Z[OO)f] = - UXU**ZOf = (I- U*U**)Nf (f€€).

Ici, le dernier membre est la projection orthogonale de Nf sur MO U* N, projection
que nous désignerons par P,. Puisque Z est unitaire, il résulte de (5. 17):

(5.18) 1@ @S] =11
Désignons par 2, le sous-espace de N sous-tendu par les éléments
Ux"Nf n=0,1,2,...);

on a en particulier NfeN,. Soit p, la projection orthogonale de Nf sur R, U*N,.
Nous allons montrer que ’

(5. 19) Py=p;.
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Comme on a
Nf—p,e U*N,SU*N,

il n’y a qu’a prouver, a cet effet, que p, L U*N. Dans ce but observons d’abord
que U*"NfeU*N,; (n=1,2,...) et par suite

(5.20) (ps U*"Nf)=0 n=1,2,..).
Introduisons pour tout n=1,2, ... la forme sesquilinéaire

Uy 2= 0y, U"NS) (f1,/2€6).
En vertu de (5.20) on a [f,f},=0 pour tout f¢€, d’ou

aAlf1, o), = N+ it — U —fa i =12+
+l[f1 +lf2!.f1+’f‘2]n_’[fl _if‘erl_IfZ]n =0 (fl»fZ 6(&),

(ps, UX"Ng)=0 (f,ge€;n=1,2,..).

Or, les éléments U*"Ng (g€€;n=1,2,...) sous-tendent U*N, donc p, est ortho-
gonal & U*MN pour tout f€€, ce qui achéve la démonstration de (5. 19).

Soit maintenant f¢ € tel que @ (0)f#=0. En vertu de (5. 18) et (5. 19) on a alors
py#0. D’autre part, en désignant par 4, 'ensemble des polyndmes numériques
s’annulant 4 l'origine on a

0#lipsll* = inf{INf—gl*: g€ U*N,} = inf {INf—@(UINSI*: p€do} =

2n

. 1 ,
= inf > [ |1 -2 NS dt.
@€ Ao 750

donc

Or, en vertu d’un théoréme de SzeGG22), ce dernier infimum est égal a
2n
1
_ 2
o ep [27[ /log INOSI dt].
]

Par conséquent, en vertu de (5.18) et (5.19) on a

2n . 2n
0g 10012 = 5 [1og IN@s12dt = % [1oglo sz a
. 0 0

ce qui montre en particulier que log|@(e*)f]| est intégrable et que (5. 15) subsiste
avec le signe d’égalité. Cela, repétons-le, pour toute fonction extérieure (1) et
tout vecteur f¢ € tel que @(0)f=0.

Remplagons la derniére condition par celle moins exigente @(1)f#0; il ne
restreindra pas la généralité de supposer aussi que ||f||=1. Désignons par A,
P’ensemble des points A (|4 <1) ot ©(4)f#0; puisque la fonction @ (4)f est analy-
tique, I’ensemble A, épuise le disque unité ouvert sauf peut-étre un ensemble dénom-

32) Cf. (6}, p- 49.
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brable de points, ne s’accumulant pas dans lintérieur du disque. Pour |i;|<1.
envisageons la fonction

0:() = O(A+A)(A+AH)-Y)

qui est aussi analytique contractive et méme extérieure, conséquence du fait, facile
a démontrer, que les homographies de type envisagé engendrent des transformations
linéaires bicontinues des espaces H? en question sur eux-mémes. Lorsque A, € A,
on a O,0)f=0(4,)f#0 et par conséquent

2n

—eo< logll®,(0)f} = . /log 101 (") f | dr,

(1]
d’ott par la substitution _
@+ (14 A7)~ = et
il résulte

2n

(5.21) —co< logllO@@A)f = %/P(rl, T, — 1) log @ (") f | dt,

0

P(r, 1) étant le noyau de Poisson et A, =r,€'"'. Puisque || f|| = 1 entraine log||© (¢*)f]|=
=0, et comme, d’autre part,

(5.22) : =P(r, 1) = 1+’ O=r<1),
de (5.21) on déduit que

2r
< e [ogleEsian
0

donc log||@ (¢")f|| est intégrable. Cela entraine, a son tour, que le troisitme membre
de (5. 21) est une fonction finie et continue de i; =r,e™ dans tout l'intérieur du
cercle unité. Comme ||@ (4,)f]| aussi est fonction continue de 4,, la relation (5. 21),
démontrée pour A, €4,, s’étend par continuité & tout A, |4;|<1. Cela prouve
(5. 16) pour toute fonction @ (1) extérieure et tout f tel que O@(A)fZ0 et ||f]|=1;
la derni¢re condition peut €tre omise en envisageant f/ | f]| au lieu de f.

Passons au cas d’une fonction analytique contractive quelconque {€, €x, ©(D)}.
Soit @ (1) =0 (1) O (1) sa factorisation canonique en facteurs extérieur {€, §; ©,(1)}
et intérieur {§, €x, @(D}. Pour f¢E€ tel que @(A)faéo on a aussi ©,(4)fZ0 et
par suite la fonction log||@(e")f|l, étant égale p.p. & la fonction log|®@,(e*)f]|,
est mtegrable et de plus

(5-23) 16O)fl = 10:;0)0.0)f] =10.0)I = eXP[ / log [|© (")f | dt]

La condition @(4)f#£0 étant équivalente 3 la condition O, (A)f#0, et celle-ci,
en vertu de ce qui précéde, équivalente & la condition ©@,0)f#0, on aura




310 B. Sz.-Nagy —C. Foiag

égalité dans (5. 23) pour tout ftel que O (4)f #0 si, et seulement si Pon a égalité
(5.29 19:0)6.0)/|| = 16.0)f]

pour tout f tel que ©,(0)f0. Comme I’égalité (5. 24) est évidéemment vérifiée si
©.0)f=0, elle doit étre valable pour tout f¢€. Or, @,1) étant extérieure, on a

(5.25) ‘ ' 0,0E=5%. 2

Par conséquent, pour que (5.24) subsiste pour tout €€, il faut et il suffit que
||@,(0)g|| =||gl| subsiste pour tout g€ . Or, cette condition est évidemment vérifiée
si @) est une constante isométrique et il résulte de la proposition 4. 1 qu’elle est
vérifiée dans ce cas seulement. Cela achéve la démonstration de la proposition
5.4,

Proposition 5.5. Soit {€, €x, ©(A)} extérieure. a) Pour un fc €, la fonction
O(A)f s’annule ou bien en chaque point A (|A| <1) ou bien en aucun. b) ©(1) admet
une inverse au sens strict**) ou bien en chaque point 1. (|A| <1) ou bien en aucun.

Démonstration. a) est évident de ce qui précéde. Quant a b), observons
d’abord que (5. 16) et (5. 22) entrainent

1+r

— log|0©O)f||= logllO@fI =

— o< = 1+ —1og |00/ (A=r<1)

pour tout f€€ tel que ||f||=1 et ©®(A)f0, d’ou il résulte que, dans les mémes

conditions,
log [|©(A)fl=

rll

1+r210gll0(lz)fll pour |Aj=ri<1 (i=1,2).

Supposons que @(ﬂ.,)‘1 existe au sens strict. On a alors pour tout f€€ tel que
Ifll=1 et pour tout A,

(3.26) le@)-t-* = ”ilrllzf1 le@dgl=le@yfi=10e @) Sl

Y

ou
l—ri1—r,

Q”:rl-_r: 1+r,

D’autre part, pour toute fonction extérieure {€, €+, O(A)} on a
(5.27) OMNE=Cx  (1A<1).2%)

Les relations (5.26) et (5.27) entrainent que @(1,)~! existe aussi, au sens strict,
et que

(5.28) 10(A)~ =10 ()~ | erz.

Ainsi, le point b) de la proposition 5.5 est démontré.

- 23) En effet, g€ F et g 1 @.(0)€ entrainent que la fonction constante g(1) =g est orthogonale
dans H3*(F) & O.H(G).

24) Clest-a-dire une inverse définie partout dans Gy et bornée.

25) Cette proposition se réduit au cas A=0, envisagé plus haut (5. 25), par une homographie.
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Proposition 5.6. Soit {€, €, @(1)} une fonction analytique extérieure ‘telle
que @(0)~! existe au sens strict et que © (&) soit isométrique pour presque tous les
points e* d’un arc o de la ctrconference unité. On peut alors prolonger ©(2) analyti-
quement au travers de w a tout Pextérieur du cercle unité.

Démonstration. Commengons par le suivant complément a la relation
(5.27): Pour toute fonction extérieure {€, Cx, @(4)} on a

(5.29) OENE=E, p.p.

En effet, de @H*(E)=H2(€y) il s’ensuit en particulier que pour toute fonction
constante ex(t) =ex € €« il existe une suite d’éléments u, € H*(C) telle que Ou, —»ex
dans H*(€+); en passant au besoin a une suite partielle on aura méme @ (e*)u,(e") ~
—ex . p. Grice 4 ce que €4 est séparable il en résulte (5. 29).

De cette maniére (5.29) et notre hypothése que @(e'*) est isométrique p. p.
sur o entrainent que O (e") y est méme unitaire p. p.

Observons ensuite que si pour un f€€ on a @(1)f=0, on a aussi e(e")f=0
p. p. sur w, donc f=0. Ainsi, on peut appliquer (5. 16) pour tout f¢€, 0. En
désignant

e(A) = sup{P(r,t—1): e*¢ w} (A=re,0=r<])

én aura donc pour tout f€G, ||f||=1
log|@ (DS = 5= / P(r,t—1)log ll@(e")f Il dz=26)

=5 / P(r,7—10)log|l® (eS| dt?b‘(l)— / log @ (M) f |l dt =

2n

=6(/1)21—n / log [|@ (") f|l dt =2(D)1og |© O)f |
0
d’ou
le@fl=le©s Il‘("Z mf ||@(0)gl|£“)—|l@(0) 1)j=e®
et par conséquent
(5.30) o lle@-H=le )t (141 =<1).

Envisageons la fonction ®(4)=[0 (1)~1]* qui est, ainsi que @ (4)~*, analytique
pour |1} <1. (5. 30) entraine

(5.31) @) =6 0)~[™,
Soit w* I'image de l’arc @ par rapport A 1’axe réel; soit wf un arc fermé dans I'in-

térieur de w* et soit G le domaine limité par wf et la corde correspondante. Comme

' s(Z) est une fonction bornée de A dans G, (5. 31) entraine que $(2) est une fonction
analytique bornée dans G. En se servant d’une représentation conforme de G sur

26) On désignera par f ” I'intégrale prise sur I'ensemble des points £€(0, 27) tels que eit¢ o.
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le disque unité et en appliquant le théoréme de Fatou sous sa forme vectorielle?”) a
la fonction transformée, puis en revenant 3 la fonction initiale $(1), on obtient que
celle-ci admet une limite forte non-tangentielle p. p. sur w¥ et par conséquent p. p.
sur o*.
Soit 2(4) = @(l) pour |A|<1 et Q) =¢(1/1) pour MI >1. D’aprés ce que
nous venons de voir,
Q.= lim Q(Re®)= lim & [l e'i‘]
R-1+0 R

R—+1+4+0

existe au sens fort p. p. sur w. D’autre pért, pour r—-1—0 on a
I=0 (,.eir)* 0] (re“)* -1—-0@ (re"')*(b(re' it) =@ (re")* Q[rl eit] .y (eit)*Q+ (ei:)

au sens faible, p. p. sur @, donc I=0 (e*)*Q.(e"*) p. p. sur w; comme O (e") est
unitaire p. p. sur o, il résulte que

(5.32) Q_(e") = lim Q(re)=0(E"*)=Q,(¢") p.p. surw.
r-1-0

Puisque Q(X) est analytique dans I'intérieur du cercle unité ainsi que dans son exté-
rieur, de (5. 32) on conclut de la maniére familiaire (principe de réflexion de Schwarz)
que les deux parties de Q(1) se rattachent analytiquement au travers de I’arc w.
Cela achéve la démonstration de la proposition 5.6.

6. Existence et propriétés spectrales des sous-espaces invariants
pour certaines classes de contractions

1. Rappelons que dans [VII] on a introduit les suivantes classes des contrac-
tions completement non-unitaires:
T€Cy. si T"f—0 pour tout f; TeC,. si TI*f-~0 pour aucun f#0;
TeC.,, si T*f -0 pour tout f; TeC., si T*f—~0 pour aucun f#0;

et
Cp=C..NC.y (2, =0, 1). .
1

Toute contraction complétement non-unitaire admet des triangulations de types

CO‘ ¥ C’l *
@) (0 CI.J ot @) [o c.o]

ol dans la diagonale on a indiqué seulement la classe de I'opérateur et on a admis
Popérateur O de ’espace {0} comme appartenant a toutes ces classes.

Ainsi, de nombreux problémes pour les contractions, y compris celui sur les
sous-espaces invariants, se réduisent aux cas particuliers des contractions apparte-
nant 3 une de nos classes. Nous allons montrer comment les résultats des n° pré-

27y Cf. [VIII), § 1, pour I’existence des limites radiales, d’ol I’on passe aux limites non-tangen-
tielles de la fagon familiaire.
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cédents permettent 1’étude des classes C.;, C,., Cy,. D’ailleurs chaque résultat
pour I'une des classes C., et C,. porte aussi pour 'autre: il n’y a qu’a considérer
T* au lieu de T. .

Théoréme 2. Soit T€C.,. a) Le spectre 6(T) ou bien ne contient aucun
point @ Pintérieur du cercle unité, ou bien coincide avec le disque unité fermé. De
plus, dans le deuxiéme cas, ou bien chaque point a Uintérieur du cercle unité est une
valeur propre de T, ou bien aucun. Toutes les situations mentionnées se présentent

actuellement. b) Dans le cas oit du moins un des indices de défaut by =dim (I —T*T)* 9,
9px = dim (I —TT*)*9 est fini, ou bien chaque point & lintérieur du cercle unité
est une valeur propre de T, ou bien aucun tel point wappartient a o(T).

Démonstration. En vertu de [VIII], Corollaire & p. 58, T€C., veut dire
que la fonction caractéristique de T est extérieure. Les premiéres deux assertions du
théoréme sont alors des conséquences immédiates de la proposition 5.5 du n°
précédent et du théoréme 4 de [VIII]. Quant a la derniére assertion de a), remarquons
d’abord que la fonction numérique 4 (1—1) est analytique contractive pure exré-
rieure (cf. [VI], p. 146). La contraction dont la fonction caractéristique coincide
avec celle-ci, aura comme spectre la circonférence unité (¢f. th. 4 de [VII]). D’autre
part, dans [VIII], p. 63, on a construit une contraction 7¢C,; dont le spectre
coincide avec le disque unité fermé et qui évidlemment n’a pas de valeur propre
(conséquence de ce que T¢C,.). Enfin, on construit une contraction T€C., telle
que chaque point & lintérieur du cercle unité soit une valeur propre de T, de la
maniére suivante. Soit {E2, E', ©(4)} définie par

1 AY(x
ol *| = —=0=1, —|| "]
o) =lreo )l
Il est manifeste que c’est une fonction analytique contractive puré. De plus elle
est extérieure. En effet, nous avons

V2 u(d)

ce qui montre que @H?(E?) = H? = H*(E'). Comme, pour chaque 4, @(A) applique
E? dans E!, ©(A)~! ne peut exister, méme pas au sens large. En vertu du th. 4 de
[[VII], 1a contraction T correspondante, de classe C.;, aura donc tout point 4 (J4] <1}
‘comme valeur propre.

Quant a b), il ne reste qu’a démontrer que tout point de ¢(7") a lintérieur du
cercle unité (s’il y en a) est une valeur propre de T. Dans ce but soit {€, €, (1)}
la fonction caractéristique de 7 ou I'un des espaces € et €4 est de dimension finie.
Grice 4 la relation (5. 27) il résulte que €4 est alors nécessairement de dimension
finie. Malis alors si @(2)~! existe au sens large, elle existe aussi au sens strict ce qui
en vertu du th. 4 de [VII] achéve la démonstration du théoréme 2.

o [ ~22 ““)) —u()  wemH?),

2. Nous allons maintenant établir 'existence d’une variété de sous-espaces.
invariants pour une contraction 7" de I'espace 9= {0}, telle que T€Cy,, et cela
en relation avec les sous-espaces spectraux de la dilatation unitaire minimum U de
T. Dans ce but, reprenons les notations du n° 1. En vertu du th., 3 de [VIl], T est
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quasi similaire?®) & la restriction U°® de U & &,. Soit {E%w)} la mesure spectrale
de U9, étalée sur la circonférence unité.

Théoréme 3. Soit T€C,,. Pour chaque ensemble borélien B sur la circonfé-
rence unité, tel que O = E°(B) # I, il existe un sous-espace non banal 9, de 9, invariant
pour T et tel que Ty=T|9; est de classe Cy, et quasi similaire @ U|E(B)R,. Lorsque
E(By) = E(By), on a Dp, # Dy,

Remarques. (i) D’aprés le th. 3 de [V], {E%w)} est absolument continue.
Ainsi, le théoréme ci-dessus assure Pexistence d’une variété riche de sous-espaces
invariants pour T€C, . '

(if) Grice aux triangulations (a) et (a’) et & la remarque précédente il résulte
aussitdt que pour toute contraction T d’un espace de Hilbert § de dimension > 1,
telle que ni T" ni T*" ne tendent pas vers O lorsque n— oo, il existe un sous-espace
non banal invariant.?®) '

Démonstration. Envisageons le modéle fonctionnel de T, donné par (3. 16)—
(3. 17).39 En vertu du n° 4 de [VIII] on aura alors

K=L*C,) DAL (©), Ko=4L2 (@)

et U sera la multiplication par la fonction e'. L’opérateur {E%w)} sera, dans ce
modele, la multiplication par la fonction yx,, ou x, (1) =1 si &€ w et y,(t) =0 ailleurs.
Remarquons que ces faits subsistent pour toute contraction complétement non-uni-
taire, espace & étant {0} si T¢ C., et dans ce cas-seulement (donc en particulier
dans le cas qui nous occupe).

La condition O = E°(f) I veut dire que ’ensemble des points ¢ ou 4(z) = O,
C’est-3-dire ot O (e™) n’est pas isométrique, a des parties de mesure positive dans
ig={t: e" ¢} ainsi que dans ip = [0,21) —is. Ainsi, les conditions de la proposition
5.3 sont vérifiées pour a=i; (O est x-extérieure parce que T€Cy; £C,.). Soit
© =0,0, la factorisation correspondante (5.9). En vertu du théoréme 1, cette
factorisation donne naissance a un sous-espace non banal §, de §, invariant pour
T. Soit Ty=T|9,;. Puisque TE€C,., on a aussi T;€C,.; et puisque la fonction
caractéristique de T, coincide avec la partie pure de @, (proposition 4. 2) qui est
évidemment extérieure ainsi que @, on a T;€C., (¢f. [VIII], p. 58). Ainsi T;€Cy,.
En vertu du n° 4, § 2, et de ce que nous venons de remarquer, I'opérateur Up attaché

N

2 Tp (dans le méme sens que U° était attaché & T') s’identifie & la multiplication
par é* dans 4,L*(€). Comme
4,(t)=0 pour t€iy et A,(t)=A4(t) ailleurs,

on aura

4, L) = x4 L3(B),

donc UQ s’identifie & U°(E°(B)R,. Ainsi, comme T,€C,y, T, est quasi similaire
a UOEY(B)R,. Cela achéve la démonstration de la premiére assertion du théoréme.

28) Deux transformations linéaires bornées, 4 et B, sont quasi similaires lorsqu’il existe des
transformations linéaires bornées X et Y, admettant des inverses & domaines denses (mais non
nécessairement bornées) telles que

AX=XB et BY=YB.

29) La condition dim $ > 1 assure que cette proposition soit valable méme dans le cas
ou T est unitaire.
3°) Nous maintenons les notations 7T, &, U etc. aussi dans le modéle envisagé.
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Envisageons deux ensembles de type B, soit f; et f8,, tels que Dy, = ;,. Alors
Ty, =Ty, et par suite les opérateurs

U, =UE(B)R, et U,=UCIEB,)R,

sont quasi similaires: U, X=XU,, YU, =U,Y. U, est un opérateur unitaire dans
I'espace ®; =E%B,)R, et U, est un opérateur unitaire dans I’espace &, =E°(,)R,.
Les mesures spectrales correspondantes sont

Ej(@)=E%@NBIR, et E(w)=E%wNB,)IR,.

En appliquant le théoréme de FUGLEDE—PUTNAM [8] on obtient que E,(w)X =
=XE,(0), YE(w)=E,(w)Y. Puisque E,(ff,)=1Is,, on aura donc YE(f,)=Y,
d’olt E,(p,)=1Is, et par conséquent E°(8, N p;)=E°,). De maniére analogue,
EO(fB, MB,)=E°H,). Ainsi, E°(f,)=E°f,). Cela achéve la démonstration du
théoreéme. :

3. Les sous-espaces invariants £, que nous venons de construire jouissent des
propriétés spectrales additionnelles du moins dans le cas ot le spectre de 7' ne recouvre
pas la circonférence unité. A cet effet, démontrons d’abord le suivant

Théoreme 4. Soit T€C., telle que ¢(T) ne recouvre pas la circonférence
unité. On a alors ¢(T)=0(U").

Démonstration. Puisque T€C.,, la fonction caractéristique ©p(1) est
extérieure. De plus, comme ¢(7) ne recouvre pas la circonférence unité, on déduit
du théoréme 2 que ¢(7) ne contient aucun point a lintérieur de ce cercle, donc
O,(4)~1 existe au sens strict pour tout A (Ji| <1). En vertu du th. 4 de [V] on a
o (U%So(T); il ne reste donc qu’a montrer que si un arc w de la circonférence
unité est disjoint a a(U9), il est disjoint aussi & o(7). Or, faisant usage du modéle
fonctionnel de T’ et U° on voit que 41(t) = O, et par conséquent @ r(e*) est isométrique,
en presque tous les points ¢ tels que e €w. En vertu de la proposition 5. 6, @ (1)
peut alors étre prolongée analytiquement au travers de 1'arc w, ce qui entraine,
d’apres le th. 4 de [VIII], que w appartient 4 ’ensemble résolvant de 7. Cela achéve
la démonstration.

Des théorémes 3 et 4 nous déduisons le suivant

Corollaire. Soit T€C,, telle que a(T) ne recouvre pas la circonférence unité.
Dans les conditions du théoréme 3 on a alors o(T)Sp.

Démonstration. Pour |4|>1 on a

6.1) (Mg, —Tp)~! = (Mg —T)~|Dps

ce qu’on voit en envisageant les développements de Taylor autour du point 4 I'infini.
Or, comme (7 est un sous-ensemble propre de la circonférence unité, la fonction
(Alg—T)~1 se prolonge analytiquement au travers de certains arcs et il en sera
de méme pour la fonction (6. 1). Ainsi, 6(T},) ne recouvre pas la circonférence unité
(on a méme 6(Ty) So(T)). Comme de plus Tp€Cy,, on déduit du théoréme-4 que
o(Tp) =0 (Up) =g(UOE%(B)&,); or le spectre de UCE°(B)R, est évidemment
inclus dans f, ce qui achéve la démonstration du corollaire.
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