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Méthodes de sommatlon des séries de Founer. lll *) -

- Pat BELA Sz NAGY a Szeged -

1. Soit f(x) une fonctlon perlodxque de penode 2m mtégrable au |
- sens de Lebesgue dans (0 271) et soit : _

| f(x) ~ Z cx(x) () =a, cbs kx'{u busin kx) '
sa s'ér_i'elde'.,AFouri"ér On sait que les sommes de FEJER de la- série
‘conjuguée i
' ' D E(x) (ci.(x):akfsin kk—bk cos_kk),'
Cest-a-dire les sommes” .. . - SRR B

NUS ',,<f,x>—2(1—»¥—ﬁ)ck<x>

- tendent, lorsque 1-oo, presque partout vers la fonction “'conj‘u‘guée”

f(x) =5 e +t)—f(x— t)] cotg + 5 dt
+J o - _
Env1sageons une autre méthode de sommatxon engeridrée rar la

matrice trlangulalre infinie (4,,) (n=1,2,. ck=1;...,n0). 1 s’agit -

_de comparer cette méthode avec celle de Fe]er c’est-a- d1re lallure des ’

- sommes

@ - AR Zinkcx(x)
~ avec celle des sommes (l)

_Dang 1"on a démontre la proposmon suivante :

" Lorsque la matrtce (4,:) satisfait aux condztzons .
D) lim 4, =1 (pour toute valeur flxe de k)

‘n— 0

*y Partne I a paru dans ces Acta 2B (1950), p. 204 210 Partle ll est sous
presse dans le Casopzs pro pestovam mat. fys. (Prague) On les notera par letll
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et ' : ’ : '
v-1

®) gfkk+u)28 ) A+Zfﬂn—k{;§ ) |4l < CY

01‘1 v= %] et Aq"—l _22" k+l+2""+2 (1ﬂ0= l’ '?'n,n+1=0))

alors les sommes (1) et (2) sont équiconvergentes presque partout, riotam-
ment en tout point de Lebesgue de la fonction f(x); de plus elles sont
" uniformément €équiconvergentes dans l’mterteur a'e tout intervalle ol f(x)
est continue, :
Remarquons que (B) entrame S
©) : _ Al < G . (cf. 1.(10) et 11 (10)).
La présente communication veut complémenier ce résultat en éta-
blxssant des conditions. nécessaires. On demontrera le théoreme suivant:

Théoréme. Pour que les sommes (1) et (2) soient rqucomer— B
_-gentes pour toute fonctton continue f(x) de période 2n, et cela en fout
point x, il est nécessairé que les conditions (A), (C) et la condition .

®) §w+n2)4ﬁ2@~mz )

. t=k+1 i=n I.
solent satisfaites. Le couple des conditions (C), (b) est d’azlleurs equz- '
. valent avec Ie couple (C), (b) oir *

< Cq

o) S duthee _igaion),
‘ . k=1 . R
2, Passons i la démonstratién du théoréme.

La nécessité de- (A) résulte 1mmed1atement en env1sageant la fonction
‘f(x) = sin kx, puisqu’on a, pour 7= >k,

@ a00- (fm-—m+@—ﬁ%}

ce qui doit tendre vers -0 lorsque n - co.

Considérons maintenant 'espace E des fonctxons f(x) continues
et de période 27, la norme ]f] étant defmle par max |f(x)| Dans cet’
) espace .

, Unf=0n(f;0).—0"(f;0) C (n=12,.70)
.est une suite de fonctionnelles linéaires continues. L’ hypothése posée
"que les sommes (1) et (2) sont équiconvergentes pour toute fonction
~ f(x) continue, entraine que '

lim U, f= 0 pour tout féE

fi—>»w -’

1) C, C, efc. désignero‘nt des constantes ne dépendant pas de n.
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‘Il en vient, par un théoréme général de la théorie des opérations liné-
aires?) que la -suite 'des normes ||U, || est bornee c’est-a-dire qu'’il ex1ste ~
une constante M telle que . . oo

[6) : U= Ml'fll

" . pour tout fEE et pour ni=1,2,.

Comme |lsinkx|| =1, (3) ‘et (4) démontrent (C) avec C -M—{— 1.
“Envisageons maintenant les fonctions .
n
2]

| b"(x)—s,,(x)[l———Zcos(n—l—l)x] olt s,,(x)—iink/ﬁc—, S

1l est bien’ connu que les fonctions s,(x) sont "bornées en module par -

une constante y ne dépendant ni-de » ni de x. Donc on a

G lell<37.

-Un calcul simple fournit:
X sin x sinvx  sin (i — v+ x -sinnx’
= ® E

oo + > +oe b .
: sm(n+2)x o sin(n4v-4+Dx g %

————— e — 4 — Ty

1 1 o o v ,

d ol lon voit que

!’Lnl

v
“'n'u , /Ln no v+1+ llnn y xlnl._'— r n—k+1
T i i

—Unbn-_ + + v o , - -k

-avec o . .
o ‘....4_/1 (1_.”1).4
- Or o

Au’nl.+ nk+ln n—k1 T b ;
en écrivant (4) avec f=g, et faisant ucage de (5) on obtient donc

B T . /\—‘ X’nl._‘—}n,rp Skl 5’ \

- ’ =i ' l's Rk

ce qu1 est equnvaient avec la condition (b’).
-Reste a- montrer que le couple des condmons ©), (b) ‘est équiva-

lent avec le couple (C), (b). Désxgnons la quantité- figurant entre |...|

dans le ‘premier- membre de. (b) par 3,, et désignons le premier membre

+ de (b") par 2. On vérifie par deux transformations,a_bélie.nnes, que

¥

n n t

2 { (Ao Znwii) lorsque n=2w, '
+(1f2.‘.)- (hirt Zr,oa) *lorsg
il | 22 st . lorsque n—2v+l

- 2) Cf S. Ba~acH, Théorie des (fperattons linéaires (Warszawa, 1932), p. 80.
A6
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Vu que 4,,=1 et

i SIS n—wv
DI =P =1,
AT 1_.*|'v+] e =

on a, en effet dans la condition (C),"
: ‘ Y:zoorn—.\? + O(1),
ce qui prouve que ib) et (b") sont équivalentes.
3. Observons que si les nombres .

- ]"n.n-!rl:.O. . . .

] =2n0!‘2nl)"‘1_ ;‘nm -
forment, pour thaque n; une-suite cor’wexe ou concave, c'est-a-dire que
. 4’10:-’51:-- Y L . .

sont tous posmfs ou ‘tous neoatxfs (e signe pouvant dépendre de n),
alors _les conditions (B) et (b) se confondent. Dans ce cas, les condi-
~ tions (A) (b), ou (A), (v'), (C) sont donc nécessaires et suffisantes pour
qu'il y ait €quiconvergence pour toute fonction continue " f(x); elles -
@itrainent de pius pour toute fonction. mteorable J(x), Téquiconvergence
en tout point de- Lebesgue et lequlconvergence umforme dans inté- -
“rieur de tout intervalle ot f(x) est continue.

Env1sageons a titre d’exemple, deux cas. particuliers: 3y

1) Méthodes de sommation de NORLUND: ~ ° .

X 2’:1]:» - u— /Pn _Ou Rn~'p0+pl+ +pm
Supposons que p, >0, alors 0< 2, <1, donc (C) est. Qatnsfalte Les
conditions (A) et (b’) prennent la forme :

) -b( M pu—m __ ‘ ’ ] \1’ ]

(AN)‘METL Pn'—,o’ (bx) IP, ; o k( L+PL 17 Pn) <C
Dans le cas oil la suite {p,} est monotone (croxssante ou decroncsante)'
les 42, sont de méme signe;- dans.ce cas, (Ay) et (b\) sont donc né-
cessaires et sufnaan es pour l'equlconverfrence i :

2) SQl[ b,,=S,,(f \)= P ck(r) et .

€ . 'aqf-.\-)— (S S ”+' +8)

ou p= p(n), O/p(n) . La matnce correspondame est dehme par
' lgp=1 o pou: k——O,l,. z—p _ '
et . . ° . ] .-
. on—k+1 : - }
== ———————— . pour “k=n— 1,~...,n I.
T P f’+ o

3) Dont le sccond a €té ajouté pencant les épreuves, le 10 novembre 1930,
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~ Pour chaque n; la suite {4} . (k=l,..‘ ., n41) est concave : on a
- : ° i ] . ) l . :
- —p— M=
:,; =0 pour k:{zn Ioet A4, .5 p+41
On. a _ .
13 4,,— min l,f—-——k———'_—l—ggml n—k—l—lz_n—k—}—,, N
. . n-41

* pour k fixe, n~o; les conditions (A), (C) sont donc toujours' satis-
faites. La condlhon (b) prend la forme .- .

%) ;:/l’ ZT< ¢ lorsque n——p-—l <v—1, cest -a- dlre que p
| t—u—p

n

(8) v Z*}—< C lorsque n—p—l =, Cest-a-dire que p<wv
i p+]

Le premier membre de (7) étant toujours. inférieur & 1 Cest la condi-
tlon (8) qu1 est’ essentlelle la restriction p<w» y est d’ailleurs inutie
1 e T
qulsque 4 -l-< i lOl’SL]LlC p)?). La .conuaion (o) €st eqguivalenie avec
»+1 . - . . . -
chacune des s‘uivantes:

D
' ,D—I-l C +1<C1,H—I_Ln_;'n—->0.
Donc, pour que les sommes (6) .soient équiconvergentes avec les sommes.
de Fejer (V) pour toute fonction continue, il faut et il suffit qu’on. ait
lim (p/n) >0. Dans cette tondition, il'y a équiconvergence méme pour
1oufe fonctzon znz‘egrable f(x), en tout point de Lebesgue de f(x), et
I’eqzuconvergelzce -est uniforme dans Uintérieur. de tout mtervalle ol f(x)
est. contmue 1),

(Re¢u le 5 juin 1950)

4 Ce résultat vient d’etre obtenu aussi par, A. D. SCERLINA Sur une ‘méthode

~ de sommation des séries con]uouees des séries de’ Fourler Mat. Sbornik, N, S. 27

(1950), p. 157~ 170-(en russe). Remarquons qwon a la méme condition pou1 les

"sommes analogues formées & parfir des- sommes™ partielles de la série de Fourier

originelie; ¢f. S. M. NmOLsx\Y Sur des méthodes linéaires de sommation des séries

de Fourier, Izvestzya Akad. Nauk SSSR, série math., 12 (1948), p. 259— 278 en_
partlcuher p. 277 (en russe)



