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Einleitung.

Im Mittelpunkte der vorliegenden Untersuchungen steht die I'rage
nach der Auflosbarkeit eines Systems von Funktionalgleichungen der Form

S @@ do=c

nach der unbekannten Funktion (). Es haben schon manche, unter
andern besonders Stieltjes, derartige Systeme untersucht. Jedoch die
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Mbglichkeit, in sehr allgemeinen Fillen entscheidende Kriterien zu ent-
wickeln, ist erst seit kurzem gegeben, seitdem nimlich der Begriff des
Integrals durch Lebesgue jene geistreiche und gliickliche Erweiterung
erfahren hat, welcher nun manche, bisher gescheiterte Probleme ihre sinn-
gemife Erledigung verdanken.

Vor einigen Jahren haben E. Fischer und Verfasser gleichzeitig die
Frage nach der Auflosbarkeit des Systems fiir den Fall beantwortet, daf
die fiir irgend eine Strecke (a, b) erklirten, reellen, integrierbaren Funk-
tionen f(x) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, d. i. ihre Produkt-
integrale = 0 und ihre Quadratintegrale = 1 sind, und auch von der
16senden Funktion quadratische Integrierbarkeit gefordert wird.®) Als
notwendige und hinreichende Bedingung fir die Losbarkeit des Systems

S @@ s = o) (b=1,2,--)

ergab sich die Existenz der Summe

2
E .

k
Unter dieser Bedingung erscheint eine Lisung gewissermaflen als Summe
der formal gebildeten, nicht notwendig konvergenten Reihe

ZIcIcfk(x)?

d. i. eine Funktion, die aus dieser Reihe mittels géwisser Summations-
verfahren abgeleitet werden kann.®¥¥) Die so definierte, bis auf eine

*) E. Fischer, ,Sur la convergence en moyenne®“, Paris Comptes Rendus
13 mai 1907.

¥. Riesz, ,Sur les systdmes orthogonaux de fonctions*, C. R. 18 mars 1907.
,, Uber orthogonale Funktionensysteme, Gottingen, Nachrichten 1907, S. 116—122.

**) Die Verwendung der Indizes ist gerechtfertigt, da nach einem Satze von
E. Schmidt (,3ur la puissance des systémes orthogonaux de fonctions continues®,
Paris, Comptes Rendus, 10 décembre 1906) jedes Orthogonalsystem endlich oder abzchl-
bar ist. Die Beweise, welche Schmidt (I. ¢.) und Verfasser (,,Sur les ensembles de
fonctions sommables*, C. R. 12 novembre 1906) fiir diesen Satz mitgeteilt haben, sind
zwar beide fir engere Funktionenklassen als jene der quadratisch integrierbaren
Funktionen verfaBt, gelten aber ohne weiteres auch fiir diese Funktionenklasse.

*+*) Fischer verwendet das folgende Verfahren: gliedweise Integration, Summen-
bildung, Differenzieren; auch Verfasser bedient sich desselben Verfahrens im Falle
des trigonometrischen Orthogonalsystems. Man kommt aber auch mit einer leichten
Verallgemeinerung der Konvergenz im gewdShnlichen Sinne, der ,,Konvergenz dem
Mape nach* aus. Vgl. F. Riesz, ,,Sur les suites de fonctions mesurables*, Paris
Comptes Rendus, 17 mai 1909; H. Weyl, ,,Uber die Konvergenz von Reihen, die nach
Orthogonalfunktionen fortschreiten*, Mathematische Annalen Bd. 67, 8. 248.



Systeme integrierbarer Funktionen, 451

beliebige additive Funktion vom Integral O wohlbestimmte l6sende Funk-
tion £*(x) ist unter allen moglichen Losungen des Systems als jene vom
kleinsten Quadratintegral ausgezeichnet. Dieselbe hat auch die ebenfalls
auszeichnende Kigenschaft, daB der Wert des Infegrals

NECE gckfmf da

mit unbegrenzt wachsendem n dem Grenzwerte O zustrebf. Durch leichte
Umformung ergibt sich hieraus auch die Identitit

[ (@)} da = 2

welche kurz vorher im Falle des trigonometrischen Orthogonalsystems
schon durch Fatou allgemein begriindet wurde.*)

Es ist nun wohlbekannt, wie man mit den angefiihrten Resultaten —
ja auch schon mit der engeren Formulierung derselben z. B. fiir das
trigonometrische Orthogonalsystem — an die von Hilbert begriindete, von
Hellinger, Toeplitz, E. Schmidt, Hilb, Weyl u. a. weiterentwickelte schone
Theorie der Funktionen abzéihlbar unendlich vieler Veréinderlichen an-
kniipfen kann.*¥) Man gelangt zu einer Fiille von Tatsachen iiber quadra-
tisch integrierbare Funktionen.**¥) Hg bedarf hierzu fast rein formaler
Ubersetzungsarbeit. Unter andern ist damit auch das amfamgs gestellte
Problem fiir die genannte Funktionenklasse vollstindig erledigt, nachdem die
Kriterien fiir die Auflosbarkedt des entsprechenden Gleichungssystems mit
abzdhlbar unendlich vielen Unbekannten bei Schmidt fertig vorliegen.t)

* P. Fatou, ,,Séries trigonométriques et séries de Taylor*, Acta Mathematica
Bd. 30, S.3879. Beztiglich der frilheren — weniger allgemeinen — Beweise dieses
JFundamentalsatzes der Fourierschen Komstanten* vgl. A. Hurwitz, ,Uber die
Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen“. Mathematische Annalen Bd. 57,
8. 425—446; Bd. 59, S. 553,

**) Vgl. z. B. F. Riesz, ,,Sur les syst®mes orthogonaux de fonctions et 1'équation
de Fredholm®, Paris, Comptes Rendus, 8 avril 1907; ,,Sur une espéce de Géométrie
analytique des systémes de fonctions sommables*, C. R. 24 juin 1907. M. Fréchet,
,Sur les ensembles de fonctions et les opérations linéaires*, C. R. 24 juin 1907; ,Essai
de géoruétrie analytique & une infinité de coordonnées“, Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 1908, 8. 91116, 289—317. M. Plancherel, , Notes sur les équations inté-
grales singulidres”, Rivista di Fisica, Matematica e Scienze Naturali, 1909, 8. 87—53;
., Uber singulire Integralgleichungen, Mathematische Annalen Bd. 67, 8. 515—518.

*#) Auch Kkomplexe Funktionen der reellen Verinderlichen werden zugelassen;
dann aber muB (f(x))? durch |f(x)|* ersetzt werden.

+) E. Schmidt, ,Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit abziihlbar unend-
lch vielen Unbekannten*, Palermo, Rendiconti, t. XXV (1908), S. 563—17.

30*
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In der vorliegenden Arbeit wird die Voraussetzung der quadratischen
Integrierbarkeit durch jene der Integrierbarkeit von |f(x)|” ersetzt; p be-
deutet eine beliebige, rationale oder irrationale Zahl >1.%) Jede Zahl p
bestimmt eine Funktionenklasse [LF]. Die Rolle der Klasse [L*] tiber-

¥a

nehmen hier je zwei Klassen [LF] und [Li"'fl]; sie haben die Eigenschaft,
daB jede Fumktion, die mit allen Funktionen der einen Klasse integrierbare
Produkte ergibt, sicher der amdern Klasse angehiort. Die Untersuchung dieser
Funktionenklassen wird auf die wirklichen und scheinbaren Vorteile des
Exponenten p = 2 ein ganz besonderes Licht werfen; und man kann auch
behaupten, daB sie fiir eine axiomatische Untersuchung der Funktionen-
riume brauchbares Material liefert.

Was nun insbesondere die anfangs gestellte Frage angeht, so wird
dieselbe in der Folge unter der Voraussetoung, daf3 die Koeffizientenfunktionen
der einen, dic gesuchte Funltion der andern je eweier zugeordneter Klassen
angehiren, vollstindig erledigh. Fiir eine endliche Anzahl von Gleichungen
gelingt dies durch die Betrachtung eines einfachen Variationsproblems; und
der Ubergang zu unendlich vielen Gleichungen wird sich nachher mit
Hilfe des Begriffs der schwachen Konvergenz duBerst leicht gestalten. Das
einfache Kriterium, das wir erhalten, ist auch fiir den Fall p = 2 bisher
unbekannt.. Es ergeben sich daraus entsprechende Kriterien fiir die Um-
kehwbarkeit gewisser Funktionaltransformationen. Die Anwendbarkeit dieser
Kriterien wird an einzelnen speziellen Typen von Funktionalgleichungen
ausgeprobt, wobei sich auch fiir diese Typen manche neue Gesichtspunkte
ergeben.

Man kann auch durch Anwendung ganz dhnlicher Methoden die Ana-
lysis abzihlbar unendlich vieler Verénderlichen unter der Voraussetzung,
daB die Summe der p®® Potenzen der absoluten Betrige konvergiert,
weiter ausbauen.*¥) Doch ist hier ein wesentlicher Unterschied zu ver-
zeichnen. Denn die Resultate, zu welchen man gelangen wird, zeigen
auch hier vollige Analogie mit jenen, zu welchen die Untersuchung der
Funktionenklassen [L?] fithrt. Jedoch die Ubersetebarkeit der Resultate,

*) Ich hatte mich schon in der Note: ,Sur les suites de fonctions mesurables®,
1. cit, mit derartigen Funktionen beschiftigh Bs wird dort jedoch nur p > 0 voraus-
gesetzt, was fiir die Giltigkeit der entwickelten Sitze schon hinreicht.

#) B. Landau, ,Uber einen Konvergenzsatz, Gottingen, Nachrichten, 1907
8. 25—27, hat einen Satz von Hellinger und Toeplitz, nach welchem aus der Kon-
vergenz einer linearen Form fiir alle Variabelnreihen konvergenter Quadratsumme die
Beschrinktheit der Form folgt, auf den Fall eines beliebigen Exponenten p > 1 aus-
gedehnt. Andere Resultate in dieser Richtung, als die bei Landau angefihrten,
scheinen nicht vorzuliegen.
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wie fiir p =2, und damit die Moglichkeit einer dhnlich einfachen analy-
tischen Theorie geht in allen dibrigen Fallen verloren; und somit tritt die
synthetische Behandlungsweise in ihre vollen Rechte.

§ 1.
Das Lebesguesche Integral.*)

Wir verwenden den Begriff des bestimmten Integrals in dem von
Lebesgue eingefiihrten Sinne.

Die Grundlage fiir die Lebesguesche Begriffsbildung bildet der schon
frither von Borel entwickelte, von Lebesgue vertiefte Begriff des Inhalts-
mapes der Pumktmengen. Wir setzen denselben als bekannt voraus. In
den folgenden Untersuchungen kommt den Mengen vom MaBe 0, die wir
kurz Nullmengen nennen, eine besondere Stellung zu. Die Nullmengen
haben die Figenschaft, daB alle ihre Teilmengen meBbar und ebenfalls
Nullmengen sind.

Die folgende genetische Definition des Integrals gestattet es, gewisse
Reihensitze unmittelbar auf Integrale zu tibertragen.

Man definiert den Begriff zunichst nur fiir Funktionen, deren Werte-
vorrat aus einer endlichen Anzahl oder hichstens aus abzéhlbar unendlich
vielen verschiedenen Werten besteht. Eine solche, fiir die meBbare Menge
M definierte Funktion nehme diese Werte a, ay, - -+ je auf einer mef-
baren Menge I, M,, - -- vom MaBe m,, m,, - -+ an. Das Integral der
Funktion erstreckt iiber die Menge M, wird durch die Summe a, 7, + aymty + -+
definiert, vorausgesetzt, daB die Reihe entweder nur aus einer endlichen
Anzahl von Gliedern besteht oder aber absolut konvergiert. In diesem
Falle heiBt dann die Funktion integrierbar.

Von dieser speziellen Klasse integrierbarer Funktionen aus gelangt
man zu der allgemeinen Klasse, wenn man ihr alle ihre Verdichtungs-
funktionen im Sinne der gleichmiBigen Konvergenz adjungiert. FEine fiir
die meBbare Menge 9t definierte Funktion heiBt hiernach integrierbar,
wenn man sie durch Funktionen jener speziellen Klasse gleichmifiig an-
nghern kann, und das Integral der Funktion, erstreckt iiber die Menge M,
ergibt sich als Grenzwert der entsprechenden Integrale.

* H. Lebesgue, ,Intégrale, Longeur, Aire*, Thése, Paris 1902; ,Legons sur
Pintégration®, Paris 1904; etc. Untersuchungen iiber die Grundlagen der Theorie
enthilt auch eine neue, umfassende Abhandlung von Lebesgue [,Sur les intégrales
singulitres*, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3° série, t. I, 8. 25—117],
welche nach AbschluB der vorliegenden Arbeit erschienen ist. Dieselbe weist auch
mit den Paragraphen 2, 3 unserer Arbeit manche Beriihrungspunkte auf, die jedoch
nur den Fall p =" betreffen.
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Auf Grund dieser Definition sind unter anderen alle im wesentlichen be-
schriinkten, meBbaren Funktionen integrierbar. Im wesentlichen beschrinkt
heiBt eine Funktion, sobald es zwei Werte G und g gibt, sodaf jene Punkte,
fiir welche die Funktionswerte nicht zwischen G- und g liegen, wenn es
deren iiberhaupt welche gibt, eine Nullmenge ausmachen. MeBbar heifit
die Funktion, wenn fiir jede Zahl o die Menge der Punkte, in denen die
Funktionswerte > a ausfallen, — wenn es deren welche gibt — eine meB-
bare Menge bilden.

Die Integrierbarkeit der im wesentlichen beschrinkten, meBbaren Funk-
tionen ist iibrigens ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes: Isf f(x)
in der mefbaren Menge N integrierbar, so ist auch jede mefbare Funktion
9(x), fir welche auf jener Menge im wesentlichen — d. i. hichstens mit Aus-
nahme einer Nullmenge —

9(2)| < ()]

ausfallt, auf der Menge I ebenfalls integrierbar.

Ist eine Funktion auf der meBbaren Menge M integrierbar, so ist sie
es auch auf jeder meBbaren Teilmenge derselben. Ist die Teilmenge M,
eine Nullmenge, so ist das Integral der Funktion, erstreckt iiber M,,
gleich 0, und es geniigt, bei Integration iiber I, die Integration nur
iiber M — M, zu erstrecken. Kine beliecbige Abéinderung der Funktions-
werte fiir die Menge I, ist fiir die Integrierbarkeit und den Wert des
Integrals helanglos. Daraus folgt, dal man, ohne die Giiltigkeit der
Resultate zu gefihrden, iibereinkommen darf, daB man auch jene Funk-
tionen, bei denen einzelnen Punkten, die aber eine Nullmenge bilden, die
Werte + oo oder — oo zugeordnet sind, als integrierbar betrachtet, wenn
nur fir die Restmenge Integrierbarkeit hervscht. Man darf auch den
Begriff der integrierbaren Funktion derart erweitern, daB man eine Null-
menge von Stellen zuldBt, fiir welche die Funktion nicht eindeutig oder
auch tiberhaupt nicht definiert ist.

Eine besondere Rolle kommt jenen Funktionen zu, die — hidchstens
mit Ausnahme einer Nullmenge — iiberall den Wert O besitzen. Wir
nennen sie Nullfunktionen. Die Addition einer beliebigen Nullfunktion
ist fiir die Integrierbarkeit und den Wert des Integrals nicht von Belang;
und wir diirfen i den folgenden Emtwicklungen swei Funktionen, die
hichstens mit Ausnahme einer Nullmenge ibereinstimmen, d. ¢. deren Dif-
ferenz eine Nullfunktion ist, als identisch betrachten.

Die Ausdehnung der angefiihrten Resultate auf komplexe Funktionen
reeller Verinderlichen, wie wir sie in der vorliegenden Arbeit betrachten,
ist trivial einfach,
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§ 2.
Ungleichungen und Konvergenzsitze.
Man entwickelt leicht, z. B. mit Hilfe der klassischen Methode der

Differentialrechnung zur Bestimmung des relativen Extremums, die Un-

gleichungen
p-1
n

0 Staniz| ek Dm0 @y

i=1

1

® (Z’ia ¥ bilpfg [;j’la,-xPTJF [ZIMJ >

S

-t -

Aus Ungleichung (1) folgt fiir jedes p > 1 unter Voraussetzung der
Konvergenz der Reihen
= = P
la, 7, o[-t

die absolute Konvergenz der Reihe

©

Z'a.b.

iV
i=1

<[ ST [0

Aus Ungleichung (2) folgt fiir jedes p > 1 unter Vorausseteung der
Konvergenz der Reihen

und die Ungleichung

3 Zﬂaibi

p-1
¥4

00

jl“e‘pa Zlbilp

t=1

*) Es geniigt, den Beweis fiir n=—2 zu fithren, sodann schlieBt man ohne weiteres
von n auf n -4 1. Ferner kann man annehmen, daf die GrdBen a,, a,, b,, b, wesent-
lich positiv sind; werden nimlich die Ungleichungen unter dieser Annahme entwickelt,
so folgt ihre Giltigkeit fiir den Fall, daB eine oder mehrere jener Grofen ==0 sind,
durch leichten Grenziibergang, wihrend fiir negative oder komplexe Werte die Un-
gleichungen a fortiori gelten. Nun kommt man bei jener also nur scheinbar ein-
schrinkenden Annahme mit den tblichen Mitteln der Differentialrechnung aus; um
die Ungleichungen zu erhalten, gentigt es z. B. in jedem der beiden Fille, bei festen
@y, G5, b, und variierendem b, das Minimum der Differenz der rechten und linken
Seite zu bestimmen; in beiden Fillen erh#lt man den Minimalwert 0.

Meines Wissens wurde die Ungleichung (2), die sich fiir p = 2 mit (1) im wesent-
lichen deckt, von H. Minkowski aufgestellt: , Diophantische Approximationen®, Leipzig
1907, 8. 95. Bez. der Literatur der Cauchy-Holderschen Ungleichung (1) siehe
E. Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz*, 1. cit.
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die Konvergenz der Reihe
Zl a;+ bl

i=1

und die Ungleichung

{2 b I’Tg S |@f+ { S 1]

Die Definition der bestimmten Integrale, wie sie im § 1 wieder-
gegeben ist, gestattet es, aus den Ungleichungen (3), (4) unmittelbar auf
die Ungleichungen

| =

p—1

(5) \Jf(x)h(x)dx\g[ﬂﬂf(w>\pdx];f/’|h<x)lﬁdx] T 1)

© [ fire+o@ rda]'< [ JIrer o] +[ Jo@ da]’ (p>1)

zu schlieBen; dabei folgt die Existenz der linksstehenden Integrale aus jener

der rechistehenden.*)
Ersetzt man ferner in (6) f(z) durch f(x) — g(), so folgt nach ein-
facher Umordnung

(M [ m‘tﬂ f(z)|? dx]';— ER fl 9(z)|? dszg [mfl (@) — g (@) p dx]; (p>1)

Aus (6) folgert man noch leicht die allgemeinere Ungleichung

® [ [ Set@rafs Sal[ [IE@Paf  @>1)
m i=1 i=1 M

u. zw. besteht diese Ungleichung wieder unter Voraussetzung der Existenz
der rechtsstehenden Integrale, aus welcher dann jene der linksstehenden folgt.
Einen wichtigen Spezialfall von (5) erhélt man, wenn man

) h(w) = sign f(2)**)
setzt. Man erhilt, wenn m das MaB von I bedeutet

© JSirwla<n | firwral (>

*¥) Fiir den Fall p =2 ist Ungleichung (5) unter dem Namen Schwarzsche Un-
gleichung bekannt. Fir diesen Fall folgt (6) aus (6) durch einfache Umformung.
8. E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne, 1. cit.

*) Wir setzen hier wie auch weiterhin sign z=—signz=—0, wenn z=0,

. : —_ —t i .
sign 2z = €', signz=¢""%, wenn 2z =0e’?, ¢ —|z| ist.
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Ersetzt man in dieser Ungleichung |f(x)| durch |f(z) und p durch

p — g, so erhdlt man die Ungleichung
1

(10) Sif@pas<mei [ [if@) i)
m m

dieselbe gilt filr alle p > ¢ >0 unter Voraussefzung der Existenz des
rechtsstehenden Integrals, woraus auch jene der linksstehenden folgt.

Wir wollen zum Schlusse noch entscheiden, wann in Ungleichung (6)
das Zeichen = zu gelten hat. Fiir Ungleichung (2) ist dies dann und
nur dann der Fall, wenn das Gleichungssystem

a0 —bf=0 (6=1,---,m)
eine Losung « >0, >0, « + >0 zuliBt. Daraus folgt, daB in (6)
das Zeichen = dann und nur dann gilt, wenn es eine Nullfunktion der
Form af(z) — Bg(®) («20, 20, a+p>0) gibt.

§ 3.
Die Funktionenklasse [L7].

Das Produkt von.irgend zwei meBbaren Funktionen ist wieder eine
meBbare Funktion. Dagegen folgt aus der Integrierbarkeit zweier Funk-
tionen noch keineswegs die Integrierbarkeit ihres Produktes.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit des Produktes
zweier mefBbarer Funktionen haben wir im vorhergehenden Paragraphen an
Hand der Ungleichung (5) angegeben. Danach ist das Produkt der Funk-
tionen f(x), h(x) sicher integrierbar, wenn es eine Zahl p > 1 gibt, derart

»
daB die Funktionen |f(%)?, | h(z)|?—1 integrierbar ausfallen. Wir zeigen
nun, daf diese Bedingung in gewissem Sinne auch notwendig ist. Wir
beweisen némlich den Satz:
Ist das Produkt (), h(x) fir alle integrierbaren Funktionen f(x), fir
welche die Potenz |f(x)|P (p>1) integrierbar ist, ebenfalls integrierbar, so
»

-~

ist es auch die Potenz |h(x)|?-1.

Um den Beweis zu fiihren, nehmen wir im Widerspruche zu unserem

Satze an, es gebe eine Funktion %2(x), so daB jedes jener Produkte inte-
4

grierbar, die Potenz |h(%)|?-1 dagegen nicht integrierbar sei. Da die
Produkte f(z)h(x) und |f(z)||h(x)| gleichzeitigz integrierbar oder nicht
integrierbar sind, diirfen wir h(x) durch |2(x)| ersetzen resp. wir diirfen
annehmen, der Wertevorrat von h(z) bestehe aus positiven Werten und
ev. aus 0. Setzen wir ferner f(#) =1, so folgt aus unserer Annahme die
Integrierbarkeit, somit sicher die MeBbarkeit von 4(x). Dann gibt es aber
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auch eine integrierbare Funktion 2*(z), welche nur abzéhlbar endlich
viele verschiedene, ausschlieBlich positive Werte besitzt und welche die
Ungleichung
|h(z) — h*(2)| <e '
befriedigt. Dieser Ungleichung zufolge ist dann auch die Funktion
r

|W#(x) |7~ sicher nicht integrierbar.

Der Wertevorrat der Funktion A*(z) bestehe aus den Werten ay, a,,- - -;
sie nehme den Wert a, auf der Menge 9%, vom Mafle m; an. Dann kon-
vergiert die Reihe

o0

Zaimi =ff*(x) dz,
m

i=1

die dem Integrale
v
ﬁh*(a:)]ﬁ-l dx
it

entsprechende Reihe

i
-1
a; P~ m,
i=1
aber divergiert.
Nach einem Satze des Herrn Landau gibt es nun zu jeder diver-

genten Reihe
> P
E;aip_l m;

=1

eine Folge positiver Zahlen b, derart, daf

©
Srm
i=1

00

E abm;

konvergiert, die Reihe

i=1
aber divergiert.*) Fiir die durch die Vorschrift
flxy=b, fir z in M, (¢=1,2,-++)

erklirte Funktion ist somit die Potenz |f(z)|” integrierbar, das Produkt
f(z) k*(x) dagegen nicht integrierbar. Nun ist aber zufolge der Un-

gleichung
B |£(@) (h@) — h*@) | < f (@)

* E. Landau, ,Uber einen Konvergenzsatz*‘, 1. cit. An Stelle der dort auf-
p—1 1

tretenden GroBen a,, x, sind hier a;m, ¥ resp. b,m zu setzen.
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die mefibare Funktion
&(2) = f(@) h(2) — (@) ¥ (=)
ebenfalls integrierbar. Das Produkt
f@)h(z) = & (=) + fla) b*(2)
wire somit, unserer Annahme zuwider, nicht integrierbar. Damit ist
unser Satz bewiesen.

Bezeichnen wir die Gesamtheit jener integrierbaren Funktionen, fiir
welche die p* Potenz des absoluten Betrages (also auf Grund der Un-
gleichung (10) auch alle niedrigeren Potenzen) integrierbar ist, als Funk-
tionenklasse [L?], so besagen unser Satz und die Ungleichung (5), daB

2
Jede der Klassen [L?], I:Lf?:] genaw aus jenen Funktionen besteht, die mit
Jeder Funktion der andern Klasse multipliziert, integrierbare Produkte er-
geben. Ist p =2, so ist auch i)—_p_ . = 2; die Klasse [L*] hat somit die
Eigenschaft, daB jede Funktion, die mit allen Funktionen der Klasse inte-
grierbare Produlite ergibt, selbst der Klasse angehort. In dieser Eigenschaft
der Klasse [L?] liegt ein Grund dafiir, daB dieselbe in allen Fragestellungen,
in welchen das Produktintegral auftritt, eine ausgezeichnete Rolle spielt.
Sucht man dann die fiir die Klasse [L*] geltenden Resultate auf andere

Klassen [L?] auszudehnen, so miissen die Klassen [L?], I:L,T’_ii] gleich-
zeitig betrachtet werden.

Fiir das Weitere ist es noch wichtig, festzustellen, da8 die Klasse [L?]
alle limearen Verkniipfungen je eimer endlichen Anzahl in ihr enthaltener
Funktionen ebenfalls enthdlt. Dies folgt aus Ungleichung (8). Die Null-
funktionen sind in allen Klassen [L*] enthalten.

§ 4.
Satz iiber die Anniherung der Funktionen der Klasse [L»] durch
streckenweise konstante Funktionen.

Wir setzen nun fiir das Weitere der Einfachheit zuliebe voraus, daf
die Funktionen, mit denen wir arbeiten, auf einer Strecke (a, b) definiert
sind. Als Funktionswerte lassen wir auch weiterhin beliebige komplexe
Werte zu.

Wir beweisen folgenden Satz:

Ist f(x) irgend eime Fumktion der Klasse [L?], O eine beliebig kleine
positive Grifle, so gibt es eine streckenweise konstante Funktion®) o(x) derart,
daf3 die Ungleichung

*) D. i. eine Funktion, die nur auf einer endlichen Anzahl von Strecken ver-
schiedene Werte annimmst.
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b

S 1f@) — p(a) [P dz < o0

a

besteht.

Um eine solche Funktion ¢(z) zu erhalten, bestimmt man zunichst
eine Funktion f, (), die hichstens abzihlbar unendlich viel verschiedene
Werte annimmt, derart, daB — hochstens mit Ausnahme einer Null-

menge —
J

3(b—a)?
also

(11) S @~ @z < (%)ﬁ

sel. Das Integral von |f,(«)|? wird dann durch eine konvergente Reihe
dargestellt, von der jedes Glied nur von einem einzigen Werte von f;(z)
abhiingt; bricht man nach einer gentigend groBen Anzahl von Gliedern

derart ab, daB der Rest < (%)p ausfalle, so stellt die endliche Reihe das

Integral einer Funktion f;(xz) dar, die nunmehr nur eine endliche Anzahl
verschiedener Werte annimmt, und fiir welche

b
)
(12) SIh@ —fi@rae <(3Y
ausfallt.
Wir schreiben die Funktion f;(z) in der Form

12
H@) = Dlnifi(),
i=1
wo jede der Funktionen f; ,(#) nur die Werte 0,1 annimmt und kein
Glied tiberall verschwindet. Nun aber kann man (laut Definition der
MeBbarkeit) die meBbare Menge I, ; der Werte z, fiir welche

f: 2,1’(‘”) =1
ist, in der Form M, + M3, — M darstellen, wo die Menge My, ans
einer endlichen Anzahl von Strecken besteht, wihrend die beiden Mengen

2,i, Mz,; dem InhaltsmaBe nach kleiner als eine beliebig vorgegebene
positive GroBe ausfallen. Wihlen wir diese GroBe gleich

< )

und bedeutet f; ;(2) jene Funktion, welche an den Stellen der Menge s,
den Wert 1, sonst den Wert O annimmt, so ist
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S 1) = @)l da < ()"

Daraus folgt nach (8), wenn wir

Dvifii@) = £,(2)

i=1
setzen,

(18) S1t(@ —fi@ pde < (§)"

Aus (11), (12) und (13) folgt wieder auf Grund von (8)

flf(x) — fs(@)|Pda < o°.

Die streckenweise konstante Funktion f;(x) ist also von der geforderten
Eigenschaft. Damit ist unser Satz bewiesen.

Man sieht auch leicht ein, dall wir die Werte y, rational (d.i. reeller
und imagindrer Teil rational) und auch die Mengen My ; so hitten wihlen
ktnnen, dab die Konstanzstrecken der Funktionen f,,(x) rationale Teile
der Strecke (a, b) seien. Dann wiirde auch die Funktion f; (z) nur ratio-
nale Werte besitzen und ihre Kounstanzstrecken wiren rationale Teile von
(a, B) |

Wir teilen noch ohne Beweis eine interessante Vertiefung unseres
Satzes mit, die wir aber in der vorliegenden Arbeit nicht bentitzen: Man
kann die streckenweise konstante Funktion g(x), die der Forderung des
Satzes gentigen soll, auch auf die Weise bestimmen, daf man die Strecke
(@, b) in geniigend kleine Teilstrecken zerlegt und fiir jede dieser Teil-
strecken der Funktion ¢(x) als konstanten Wert den Integralmittelwert
von f(z) auf derselben Teilstrecke zuordnet. Man gewinnt hiemit, wenn
man noch die Entwickelungen des néchsten Paragraphen beachtet, un-
mittelbaren AnschluB an einen von Hellinger eingefithrten neuen Integral-
begriff.*)

*) E. Hellinger, ,,Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unend-
lich vielen Variablen“. Dissertation, Gottingen 1907.
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§ b.
Das unbestimmte Integral der Funktionen einer Klasse [L¥].

Wir beweisen hier den Satz:
Damit die Funktion F(x) ein Integral einer Funktion der Klasse [L7]
darstelle, ist es notwendig und hinreichend, daf8 die Summe

(14) E llF(ka)_F;szf
& @)
unter einer von der Angahl m der Teilstrecken (y, %,,,) und der Art der
Einteilung unabhingigen Schranke liege.¥)

DaB die Bedingung eine notwendige ist, zeigt folgende Uberlegung:
Wir nehmen an, es gebe eine Funktion f(#) aus [L*] derart, daf fiir
jede Strecke (@, ., ,)

Tr+1

[f@)dz = F(a,,,) — Fz)

ist. Laut Ungleichung (9) ist dann

Th+1 Zk+1

| () —F@lP<[ f F(@)] da [P < (41— )P lf f(@)|? da.

Daraus folgt, daB die Summe (14) < J |f(#)|?dz sein muB. Die Bedingung

ist also eine notwendige.

DaB die Bedingung auch hinreicht, ergibt sich durch folgende Uber-
legung: Die obere Schranke von (14) sei G?. Dann gelten auch die
Ungleichungen

Flote)— F@)| < Glel 7,

m—1 -1

2 | F(@y 1) — Fla)| S G \:2 (@1 — xk):l = G"(b-—a)g?_—l.

Die erste der beiden Ungleichungen besagt die Stetigkeit der Funktion
F(z), die zweite, daB sie beschrinkter Schwankung ist. Hieraus folgt

*) Auch E. Fischer (,Applications d'un théordme sur la convergence en moyenne,
1. cit) gibt fiir den Fall p = 2 Bedingungen an, die sich auf beliebige p > 1 aus-
dehnen lassen. Ihre Begriindung miiBte jedoch gewisse Resultate voraussetzen, die
wir erst spiter entwickeln werden, wobei wir uns eben auf das hier angegebene
Kriterium stiitzen.
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nach Lebesgue, daB F(x) fiir alle # hochstens mit Ausnahme einer Null-

menge eine Derivierte f(x) besitzt*); dieselbe ist im wesentlichen Grenz-

funktion der durch die Vorschrift

F(xn,k+1) —F(xn,k)
Zpkt1 ™ %y

P, (%) =

definierten Funktionen fiir

(x'n,kg z < xn,k+1)

lim ma'x (xn B+l n,k) =0

n =00

Da nun laut der behaupteten Bedingung fiir alle n

[ig.@)2ds < G2

ist, so ist nach einem leicht zu beweisenden Satze von Fatou **) klar, daB auch
die Grenzfunktion der |g@,(x)[?, d. i. |f(«x)|? integrierbar ist, und ihr
Integralwert < G? ausfdllt. Da f(x) auch sicher meBbar ist, so ist sie
eine Funktion der Klasse [L7].

Wir haben noch zu zeigen, daB

ﬁ(x) dz = F(z) — F(a)

ist. Dies gilt a fortiori, wenn wir die Richtigkeit der Grenzgleichung

lim f[f(@) - g,(@)ldz = 0

darlegen. Nun gibt es nach einem Satze von Lebesgue, da die ¢,(z)
durchweg gegen f(x) konvergieren, bei beliebig klein vorgegebenem J
eine Zahl v = v(0) derart, daB fiir alle » > » das Inhaltsmafl der Menge
M, 5[|f() — @,(x)| > 0] kleiner als o ausfilll. Man schitzt nun den
Wert des in der Grenzgleichung stehenden Integrals mit Hilfe der Un-
gleichungen

/i f(x) 0, (@) dr<0(a—b), f f(0)|dz<8 J f(w)l”dm &,

(ayb)-
ﬁqon(x)ldx.gag;[ﬁwn(@ |pdw]7§ 0%
M, 0 My, 0

*) H. Lebesgue, ,Lecons sur l'intégration etc.”, 8.128. Es wiirde auch schon
die Heranziehung des weniger tief liegenden Satzes, nach welchem F'(x) derivierte
Funktionen besitzt, hinreichen.

* P, Fatou, ,,Séries trigonométriques ete.*’, 1. cit., 8. 875.
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ab; w zw. wird
4 2-1
Jif@) — ¢.@)|ds < 3(@—b)+28 7 @

fiir alle » > »(d), woraus, da 0 beliebig klein gewihlt werden darf, die
behauptete Grenzgleichung folgt.

§ 6.
Starke und schwache Konvergenz in bezug auf den Exponenten p.

Wir werden im folgenden das Bestehen der Grenzgleichung

lim [1f(e) —f.(@)l dw =0,

wo f(x) und die f,(z) der Klasse [L*] angehoren, dadurch ausdriicken,
daB wir sagen: die Folge {f,(z)} konvergiert in bezug auf den Exzponenten p
stark gegen die Funktion f(z).%)

Beispiele stark konvergenter Folgen, die nicht trivial sind, liefern die
Entwicklungen des § 4. Ganz trivial ist z. B. die starke Konvergenz bei
gleichmifBig konvergenten Folgen. Man erkennt aber leicht an Beispielen,
daf} stark konvergente Folgen nicht im gewdhnlichen Sinne — selbst nicht
bei Ausnahme einer Nullmenge — zu konvergieren brauchen.

Man schlieft mit Hilfe der Ungleichungen (5), (6) suBerst leicht, daB
aus der starken Konvergenz der Folge {f,(x)} gegen f(x) auch das Bestehen
der Grenzgleichungen

b b b [4
lim [F(@)g(w)dz = [F(&)g(@)da; lim [if@)[dz = [if@)|rde
folgt; in der ersten der beiden Gleichungen bedeutet g(x) eine beliebige

_E
. -1
Funktion der Klasse [Lp ]
Wir fithren nun noch einen umfassenderen Konvergenzbegriff ein.

Auch diese Konvergenz wird noch das Bestehen der ersten Grenzgleichung
sichern, wikrend die zweite Grenzgleichung duwrch die Ungleichung

b b
(15) i [if,@)7dz 2 [if@)rde
2u ersetzen sein wird.

# Fir p==2 ,convergence en moyenne“ bei E. Fischer ,,Sur la convergence en
moyenne¥, 1, cit.
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Zu diesem Zwecke definieren wir: Die Folge {f;(2)} von Funktionen
der Klasse [L'] konvergiert in besug auf den Exponenten p schwach gegen
die Funktion f(x) derselben Klasse, wenn a) die Integralwerte

;ﬁfi@)lpdx

mnsgesamt unterhald einer endlichen Schranke liegen; b) fiir alle Stellen a <z < b

lim tffz(x) dx =([}”(x) dx
ausfallt.*) ’ ’

Jede in bezug auf den Exponenten p stark konvergente Folge kon-
vergiert auch schwach in bezug auf p, und zwar gegen dieselbe Grenz-
funktion. DaB aber eine schwach konvergente Folge nicht unbedingt
auch stark konvergiert, zeigen die Folgen {sin %z}, {cos kx}, die in bezug
auf alle Exponenten p schwach, dagegen in bezug auf keinen Exponenten
stark konvergieren.

Das Bestehen der Grenzgleichung

(16) lim [7,(@)y@)de = [{@)7(@)da

folgt, wenn y(x) eine streckenweise konstante Funktion ist, aus Voraus-
setzung b). Auf Grund der Voraussetzung a), nach welcher die Integral-
werte der |f;(#)|? simtlich unterhalb einer Schranke G? liegen, iibertrigt

man jene Grenzgleichung mit Hilfe des Satzes in § 4 auf simtliche Funk-
»

tionen g(x) der Klasse [L‘” "1]. Denn aus der Ungleichung

Si9@) — y(@) [z < 07

a

folgt auf Grund von (5) nach Beachtung von (16)

<ii | [N o) —piea

ga“ﬁf(x)lpdx]ﬂ G}.

* Flr p =2 steht der hier eingefiihrte Begriff der schwachen Konvergenz in
engem Zusammenhange mit jenem Konvergenzbegriffe, dessen sich Hilbert zur Defi-
nition der wollstetigen Funktionen von unendlich vielen Veriinderlichen bedient; indem
nimlich der schwachen Konvergenz einer Folge von Funktionen jene Hilbertsche
Konvergenz ihrer Fourierschen Konstanten entspricht.

i | [[£(@)~fi@ls(@)da

Mathematische Annalen. LXIX. 31
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Daraus schlieft man, da & beliebig klein gewiéhlt werden darf,

an lim [[f(z) ~ fi@)]o(@)dz = 0%

Um das Bestehen der Ungleichung (15) zu beweisen, erkldren wir
»

eine Funktion g(z) der Klasse LL? *| durch
9(@) = |f(#)|"~" sign f(z).
[f@I" = f(x) 9(a),

Dann ist

und somit nach (17)
S17@)rds = lim [f@)g() ds.

Daraus folgt auf Grund von (5)
d [ 4 & e-tl
Siropa|<im| fir@ra) | oo e

-1

= Tim [f lﬂ-(xﬂf'de [f |£(2) lpdwT :

d. i. Ungleichung (15).

Wir bemerken noch, daB auf Grund der Ungleichung (8) die starke
oder schwache Konvergenz der Folgen {f®(x)},-- - {f®(2)} gegen
fO@), -, f®(x) sich auf die Verbindungen {¢, M (2) + - - - + ¢,f®(2)},
afO@) + - -+ ¢, f O(x) tibertrigt.

§ 1
Hauptsatz iiber schwache Konvergenz.

Wir beweisen den folgenden Existenzsatz, der an den grundlegenden
WeierstraBschen Satz iiber Punktmengen erinnert:

Besitst eine Manwigfaltigheit von Funktionen aus [L*] folgende beide
Figenschaften:

*) Es ist wohl nicht uninteressant zu bemerken, daB auch umgekehrt aus dem
»

-
Bestehen der Grenzgleichung (17) fir alle g(x) aus '_LJD_1 die schwache Konvergenz
von {f;(@)} gegen f(x) folgt. Der Bewels ist leicht zu erbringen. Vgl. fir p =2 die
bereits erwihnte neue Arbeit von H. Lebesgue ,Sur les intégrales singulidres*,
L cit., S. 56.
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1) sie ist unendlich*);

2) sie ist beschrimkt in bezug auf den Emponenten p » @. 1. die Integral-
werte

ﬂf(x)lpdx

liegen fiir alle Funktionen der Mannigfaltigheit unterhalb einer Schranke G,
dann enthilt die Mannigfaltigheit sicher Teilfolgen, die in bezug auf den
Exponenten p schwach konvergieren.

Um eine solche Teilfolge zu bestimmen, bilden wir die Integrale

F(x) =ff(w) dz
simtlicher Funktionen der gegebenen Mannigfaltigkeit. Fiir alle F' ist

p—1

F(0) =0, | F(z) — Flz,)| = <lw—u) ? G

ﬁ(x) az

Somit sind die Funktionen F(z) in ihrer Gesamtheit beschrinkt und
gleichm#Big stetig (également continues). Nach einem Satze von Arzela**)
enthilt daber die Mannigfaltigkeit der JF'(x) sicher eine Teilfolge

{1;4(90) = ﬁ(x) dx}, welche gleichmiBig gegen eine Funktion F*(z) kon-
vergiert. ’
Teilen wir nun die Strecke (a, b) in eine beliebige Anzahl von Teil-
strecken (%, ;,,), 80 besteht fiir alle Funktionen F(z) die Ungleichung
| F@es) — Flap”
T @ —)tT?
Durch Anwendung der Ungleichung auf die Funktionen Fj(z) und durch
Grenziibergang folgt

<firpas<a.

lF*(wm)—-F*ﬁk) P < .
% @ 41— T
Also ist nach § 5 F*(x) Integral einer Funktion f*(x) aus [L*]; und zwar
ist wegen F*(a) =0

x
FH(@) — [ () do.
@
*) Bs darf in der Mannigfaltigkeit dieselbe Funktion mehrfach, ja sogar un-

endlich oft vorkommen, in letzterem Falle ist der Satz trivial )
* (. Arzela, ,Sulle serie di funzioni*, Memorie d. R. Accad. d. Scienze di Bologna,

e )}

gezione d. Sc. Fis. e Mat., serie 5, t. VIII (1899—1900), 8. 3—58, 91—134.
81*
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Man hat also
lim [f,()dz = [f* () de,

und da noch die Integrale der |f;(#)|? unter der Schranke G? liegen, so
konvergiert {f;(#)} in bezug auf den Exponenten p schwach gegen f*(x).

Man sieht auch zugleich, daB, sobald nicht simtliche Teilfolgen der
Mannigfaltigkeit schwach in bezug auf den Exponenten p gegen [*(x)
konvergieren, sicher eine von f*(x) wesentlich verschiedene Grenzfunktion
7**(2) vorhanden ist, usf.

Eine interessante Anwendung gestattet unser Hauptsatz bei der Aus-
dehnung des Fischerschen Satzes*) auf alle p > 1, von der wir jedoch in
der vorliegenden Arbeit nicht Gebrauch machen. Der Satz besagt in dieser
ausgedehnteren Fassung, daB aus der Grensgleichung

" im i@~ f@irdz =0,

wo {f,(z)} eine Folge der Funktionen der Klasse [ L¥] bedeutet, die Existenz
einer Fumktion f(x) derselben Klasse folgt, gegen welche {f,(x)} in bezug
auf den Expomenten p stark kowvergiert.*¥)

Der Beweis gestaltet sich folgendermaBen: Aus (18) folgt leicht, daB
die Integralwerte der |f;(x)|? unterhalb einer endlichen Schranke liegen.
Auf Grund unseres Hauptsatzes erschlieft man hieraus die Existenz einer -
Teilfolge {f(#)}, die in bezug auf den Exponenten p schwach gegen
eine Funktion f(x) konvergiert. Dann konvergiert auch die Folge
{fn(@) — fi(2)} in bezug auf p schwach gegen f(2) —f;(x). Durch An-
wendung von (13) auf diese Folge schlieBt man

b b
J1F@) — @z <Tm [1f,@) — f@)/de;
a =% q
woraus nach Beachtung von (18) die Grenzgleichung
b
lim f[f(@) —£,(@)|rdz = 0
=0 a
folgt.
*) E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne, 1. cit.
**) Vgl. F. Riesz, ,,Sur les suites de fonctions mesurables®, . cit., wo derselbe

Satz (auch fiir 0 <{p = 1) auf andere Weise entwickelt wird. Die Notwendigkeit der
Bedingung folgt (doch nur fiir » > 1) unmittelbar aus Ungleichung (6).
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§ 8.

Bedingung fiir die Losbarkeit eines Systems linearer Integral-
gleichungen. Die Bedingung ist notwendig.

Es liege ein endliches oder abzihlbar unendliches System von linearen
Integralgleichungen

19) S @& do =, (i=1,2,)

vor. Die Koeffizientenfunktionen f,(x) gehoren der Klasse [Lf—”f—l] an.

Wir stellen uns die Aufgabe, Bedingungen zu ermitteln, unter welchen
das System (19) durch eine Funktion £(x) der Klasse [L#] befriedigt
werden kann.

Fiir den Fall p = 2 ist die Aufgabe bereits erledigt. Denn es kénnen
die Resultate von E. Schmidt iiber Systeme linearer Gleichungen wit ab-
zahlbar unendlich vielen Unbekannten, wie wir dies schon in der Ein-
leitung angedeutet haben, in solche tiber das System (19) tibersetzt werden;
man kann aber auch die von Schmidt verwendete Methode unmittelbar
auf unsere Aufgabe iibertragen, indem man seinen Konvergenzsatz durch
den Fischerschen ersetzt. Die Ausdehnung dieser gewissermafen geo-
- metrischen Methode auf beliebige Exponenten scheint dagegen auf unheb-
bare Schwierigkeiten zu stofen. Demgem#f weicht unsere Methode, die
auch im Falle p = 2 manches Neue bieten diirfte, wesentlich von der
Schmidtschen ab.

Eine notwendige Bedingung ergibt sich rasch durch folgende Uber-
legung: Wir nebmen an, das System (19) lasse sich durch eine Funktion
£%(z) der Klasse [L?] befriedigen. Dann erfiillt £°(%) auch jede Gleichung

S| St sz = Sues

Wy, -+ @, sind beliebige reelle oder komplexe Zahlen. Auf Grund der
Ungleichung (5) ist dann

n y4
E ;¢
t=1

Pl

£
p—-1

/ [ ﬁuiﬁ(x>} () ds
<[ fra@ e[| Suie

Wir haben somit die notwendige Bedingung: KEs muf eine endliche
Grbfe M geben derart, da fiir jedes n (resp. wenn nur # Gleichungen

(20) »
=1y,
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vorliegen, fiir dieses n) und fiir jedes beliebige System reeller oder kom-
plexer Zahlen u,, - - -, u, die Ungleichung

En“ici 2” w; f:(%)
i=1 i=
bestehe. '

Wir werden in der Folge zeigen, daB diese Bedingung auch hénreicht.

2
(1) *~ldg

2 _Lf
-1 g M}I—l
p

§9.
Die Bedingung ist hinreichend: Endlich viele Gleichungen.

Wir betrachten zunichst eine endliche Anzahl, etwa n Gleichungen

22) 1@ @ dz=q, (i=1,2,,m)

und nehmen an, daB fiir das System (22) die Bedingung erfiillt ist.
Wir setzen

= 2 e
F@ 00500, =Z”ﬁﬁ(“)7 P(ugs e ) =f|f(xy By, )| 2" da,
=1

Ty, - 7!"1;)" iCs p 7=,

Die Funktion I (u,, - - -, w,) der n Veréinderlichen g, - - -, g, ist iiberall
stetig. Sie ist ferner als Funktion der 2x reellen Verinderlichen

Wiy 805+ Uy o (=) + 4 V=1)

nach jeder dieser Verinderlichen sicher einmal stetig differenzierbar, v.zw. ist

or .
(23) 'éu—i,—i'é'lz:'-—- Cr'}7 s1gn2y,]j

Ebenso ist auch, wenn alle Funktionen f;(z) an der Stelle z ein-
deutig bestimmte endliche Werte besitzen (also hochstens mit Ausnahme

P
einer Nullmenge), die Funktion |f(z, g, -+ u,)|?~* in den Veréinderlichen

Wiy W, stetig und nach den Verdnderlichen i, uf, - -+, tn, un sicher
einmal stetig differenzierbar. Hs ist

_p I’

1
ALY ' g S
lgl!‘z’ lglpb =p£1ﬁ(x>|f($;&“‘u“';[Jf”)lp Lsignf(z, e, -+ vy W)
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Auf Grund des Rolleschen Satzes folgt nun ferner, daB auch die
2n Quotienten

2 _P
G Ty ) P = g [P
Thi ’
_P_ 2
£ u;+hl/:_1,--~)‘t:|'1— JAID Ly

wenn nur |h| << H vorausgesetzt wird, unterhalb einer integrierbaren
Funktion F(z, uy, -+ u,, H) liegen, die man auch leicht angeben kann.
Daraus folgt auf Grund des Lebesgueschen Satzes iiber Integration von
Funktionenfolgen*) die Vertauschbarkeit der Differentiation und der Inte-
gration in den Ausdriicken
b LB b L
o f1f@u, ) P e 8 [\ F@ ) P e
a (7
ou ’ ou” T

Somit ist auch ®(u,, -+ w,) nach den p/, u” sicher einmal stetig
differenzierbar; man findet

b ?
od 3Ty .0® 3", T .
(24) P00t P00t B () o) PSR ) o

0 (l»i’

Wir treffen nun noch fiir den Augenblick die Voraussetzung, die sich
dann bald wieder aufheben 148t, die Funktionen £, (), ---, f,(z) seien
linear unabhingig, d. i. es gibe auBer g, =0, - - u, =0 kein System
der w,, fiir welches f(z, u,,- - - #,) eine Nullfunktion wire. Unterwerfen
wir dann ®(y,, - - -, u,) der Bedingung, unterhalb einer endlichen Schranke
zu verbleiben, so liegen auch die Werte | ;| unter einer endlichen Schranke.
Da noch I und & stetig von den u; abhingen, so erreicht I bei der
Nebenbedingung ® = 1 ihre obere Grenze fiir ein Wertsystem g,, - - - u,.
Mittels des klassischen Verfahrens zur Behandlung von Extremumsauf-
gaben mit Nebenbedingungen ergibt sich nach Heranziehung von (23)
und (24), daB das Wertsystem g, - - -, u, bei einem noch zu bestimmenden
Werte 1 die Gleichungen

1 % b 1
(25) ¢,T'? signZujcj = }"t[‘f;(‘v) (@, gy o 1) | P sign f(z, g, ooy ) A0
j=1 a .
(z =1, ”)
(26) b=1
befriedigt.

*) H. Lebesgue, ,,Sur la méthode de M. Goursat pour la résolution de 1'équation
de Fredholm*, Bulletin de la Société Mathématique, t. 36 (1908), 8. 11; ,Sur les
intégrales singulidres®, 1. cit., 8. 50.
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Durch Multiplizieren der einzelnen Gleichungen des Systems (25) mit
u;, Addition und Einsetzen von (26) folgt

A=T
und somit

n b o
El‘jcjfﬂf(x) TACATREE N ] signf(z, uy, w,) dz = ¢;.
J=1 a
Setzt man also
n 1
(27) E(")(w) =2M¢i\f(x7 Ygy =5 Hn) |p—1 Sign f(x) s 00 Au'n))
i=1

g0 ist £™(x) eine 18sende Funktion des Systems (22).
Auf Grund der Gleichung (27) folgt

n

Zci ;

i=1

»
-1
= [P ,

fl g(")(;p) lPdw =

und daraus nach Heranziehung der Ungleichung (20):

(28) S1E9@) pdo < M2

Letztere Ungleichung kann durch eine Gleichung ersetzt werden. Be-

deutet némlich M®@ die kleinste Zahl, die bei beliebigen u,, - - -, u, die
1

Ungleichung befriedigt, dann ist M™#-1 der Maximalwert von I bei der
Nebenbedingung (26), den dieselbe bei jenem speziellen Wertsysteme der g,
erreicht, welches wir zugleich zur Definition der Funktion £®(z) ver-
wendeten. Es ist also

b
(29) S @)|p da = ().

Da andererseits auf Grund der Ungleichung (20) fiir jede Ldsung ()
des Systems (22)

[le@eds > oy

ist, so ist £m(z) eine solche Ldsung des Systems (22), fiir welche das
Integral

b

[Ie@eas

a

maglichst klein ausfdlll. Man schlieBt auch leicht, daB es keine zweite,

i
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von £™(x) wesentlich verschiedene Lisung £(z) derselben Art geben kann.
Dies folgt sofort durch Anwendung der Ungleichung (6). Danach wire

pdx_g {% [f| £ ()| dx]%—[— _;_[fb!g(x) ipdx]ﬂp: (M @y

b

J

a

EM () +E@)
2

und da auch w)—;_—g—@— das System (22) befriedigt, so kénnte nur das

Gleichheitszeichen gelten, was nach § 2 nur dann mdoglich ist, wenn es
eine Nullfunktion der Form «&®(x) — B&(2) (=0, =0, a+ p>0) gibt.
Infolge von (29) muf dann, wenn das System (22) nicht homogen ist,
£(z) durchwegs = £®(z) sein. Der homogene Fall ist trivial: die Minimal-
losungen sind Nullfunktionen und jede Nullfunktion ist eine Minimal-
16sung.

Wir wollen nun noch die Annahme, die Funktionen f;(x) seien linear
unabhiingig, wieder aufheben. s gentigt zu bemerken, dafl, wenn irgend
eine lineare Verbindung der f;(z) eine Nullfunktion ist, die entsprechende
Verbindung der ¢; zufolge der Ungleichung (21) verschwinden muB. Es
kann daher das System durch Weglassen einzelner Gleichungen in ein
dquivalentes System iibergefiihrt werden, das die obige Annahme erfiillt;
der Minimalwert von M wird hierdurch nicht geindert. Die Minimal-
16sung des reduzierten Systems ist somit auch eine und im wesentlichen
wieder die einzige Minimallgsung des urspriinglichen Systems.

§ 10.

Die Bedingung ist hinreichend: Abzihlbar unendlich viele
Gleichungen,

Es bestehe nun das System (19) aus abzshlbar unendlich vielen
Gleichungen. Unsere Bedingung sei erfiillt; die kleinstmdgliche Zahl 3/
heiBe M*. Dann ist die Bedingung auch fiir die ersten » Gleichungen
erfillt und es ist M® < M* Es sei £7(x) die entsprechende Minimal-
16sung. Dann ist also

[IEm@lde — @y < %y,

Die Funktionenfolge {£™(z)} geniigt- der Forderung des Hauptsatzes
tiber schwache Konvergenz. Es ¢ibt daher sicher eime Folge von Indizes
Wy, g, - - - derart, dofs die Funktionenfolge £ (x), §m)(x), - - - in bezug auf
den Exponenten p schwach gegen eine Funktion £*(x) der Klasse [L*] kon-
vergiert. Auf Grund von (17) ergibt sich dann unmittelbar, daB £*(z)
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eine Lisung des Systems (19) darstellt Und zwar ist £*(z) Minimal-
16sung; denn auf Grund von (16) ist

f{g*(x)k’dx =< Tim (M@ < (M*)

und somit nach Heranziehung der Ungleichung (20)
. b
S1g= @) raz — ary.

DaB E,*(a:) im wesentlichen die einzige Minimallosung ist, folgt durch
dieselbe Uberlegung, die wir bei endlichen Systemen gefiihrt haben.
Hieraus folgt dann weiter, daB nicht nur eine Auswahl (&) (x)}, sondern
die ganze Folge {£™(z)} schwach gegen £*(z) konvergiert. Denn andern-
falls wiirde die Folge eine Teilfolge enthalten, welche schwach gegen eine
von £*(2) wesentlich verschiedene Funktion E**(z) konvergierte, und
§**(x) wire ebenfalls Minimallssung des Systems (19).

Wir fassen von den Resultaten der drei letzten Paragraphen das, was
fiir die Folge wichtig ist, in dem Satze zusammen:

Ein endliches oder abezihlbar wnendliches System von linearen Integral-
gleichungen

JE@E@dz =g, (i=1,2,-),

2
deren Koeffizientenfunktionen f,(x) der Klasse [LP-1] angehdren, lift dann
und nur dann eine der Bedingung

(1e@iras <

gewiigende losende Fumktion &(x) zu, wenn fir alle n bei beliebigen Zahlen

w; die Ungleichung
i=1 i=1
besteht

Ist speziell M* die kleinste Zahl von der geforderien Eigenschaft, so
besitst das System eine eingige der gestellien Bedingung geniigende Losung.¥)

| P
p-ldy

» 1 s
E?iéMp—lf

a

. * Im Falle p = 2 fithrt dieses Kriterium unschwer zu den bekannten Resultaten.
So z. B. 14Bt sich aus dem in (27) angeschriebenen Ausdrucke fiir die §™(z) das Ana-

logon der von Schmidt entwickelten Losbarkeitsbedingung (,Uber die Auflssung

linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten“, 1. c., 8. 74) herleiten.
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§ 11.

Mehr als abziihlbar unendlich viele Gleichungen. Darstellung der
linearen Funktionaloperation durch ein Integral.

Unsere Resultate bleiben auch fiir Systeme bestehen, die mehr als
abzihlbar unendlich viele Gleichungen enthalten. Die ﬁberlegungen des
§ 8 gelten ohne weiteres auch fiir diesen Fall, und es ist daher die Existenz
oiner Zahl M von der Art, daB fiir jedes endliche Teilsystem und be-
liecbige Zahlen g, die Ungleichung (21) statthabe, auch hier eine not-
wendige Losbarkeitsbedingung. Ist diese Bedingung erfiillt, so enthilt
das System endliche oder abzihlbare Teilsysteme, die ihm #quivalent sind.
Dies und mithin das Hinreichen der Bedingung folgt aus dem Satze, daB

P
jede Menge der Klasse [L?'lil endliche oder abzihlbar unendliche Teil-

mengen enthélt derart, daB jedes Element der Menge ein Element jener

Teilmenge ist oder durch solche in bezug auf den Exponenten Fjp_—I

stark approximiert werden kann, Der Beweis dieser Behauptung fiir be-
liebige Mengen bedarf eines viel diskutierten Auswahlprinzips; fiir jene
Mengen jedoch, die wir in der Folge betrachten werden, ergibt sich das
Vorhandensein entsprechender Teilmengen unmittelbar aus unseren friiheren

Entwickelungen.
Ein #uBerst wichtiger Fall ist der folgende: Die Koeffizientenfunk-

P
tionen f(z) machen die ganze Klasse I:L?"l:, aus. In diesem Falle ergeben

nach § 4 jene streckenweise konstante Funktionen, fiir welche alle Kon-
stanzstrecken rationale Teile der Gesamtstrecke sind und die auch nur
rationale Werte annehmen, eine im obigen Sinne tiberall dichte, abzéhl-
bare Teilmenge. Man hat somit den Satz:

P
Wird dwrch eine Vorschrift jeder Funktion f(x) der Klasse [LP*:'
eine Zahl A, zugeordnet, und genigt diese Zuordwung den Forderungen :
Aﬂxf1 + U2 S = ‘LlAfl + M2Af2;
p-1
2

41 fire=as)

wo die Schramke M nur von der Vorschrift abhdngt, so gibt es eine bis auf
eime Nullmenge eindeutig bestimmte Funktion a(x) der Klasse [L?] derart,
daf fiir alle f(z)

(30)

4, = ‘ﬁa(m) f(z)dx

78t
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Fiir p =2 hatte ich den Satz als eine Folge meines Satzes iiber
trigonometrische Reihen ausgesprochen.®) Zu gleicher Zeit hat den Satz
auch Fréechet entwickelt.*¥)

Man kann den Satz (fiir beliebige p > 1) auch ohne Anwendung der
allgemeinen Betrachtungen iiber Gleichungssysteme leicht herleiten. Wir
definieren zu diesem Zwecke zunichst die Funktion A(£) durch die Vor-
schrift:

AQ) = dyn; @5 =, fir oS8,

und behaupten, daB 4(z) ein unbestimmtes Integral einer Funktion a(z)
der Klasse [L”] darstellt. Nach den Entwickelungen des § 5 ist diese
Behauptung begriindet, wenn wir nur zeigen, daB fiir jede mogliche Ein-
teilung der Strecke (a, b) in Teilstrecken (2, 7,,,) (k=0,1,.- ., m — 1)
die Summe

S 4@, — 4@

AN
k=0 (Ic+1 »

unterhalb einer absoluten Schranke liegt. Zu diesem Zwecke definieren
wir eine Funktion f(z) durch die Vorschrift:

| 4@, ) — A@y [P~ diem (@ k) —

A@)
f(2) = -1 D) @B <2 <@y )
. Fppr— %)
Dann ist
A A@)|?
(31) flf(x)lf’ tdz 2' el ,.("1)!
k+1

und zufolge der in (30) ausgedriickten Distributivitélt auch

m-1]| 4 P
(32) 4, =S A= p@l

k=0 ( k+1 )

Aus (30), (31) und (32) folgt

< ‘A($k+1)~ 4A(x) ’p

o p—1
ico @y %)

*) F. Riesz, ,Sur une espéce de Géométrie analytique des systémes de fonctions
sommables*, 1. cit. An Stelle von (30) steht dort die scheinbar allgemeinere Voraus-
setzung, daB Ay, gegen Ay geht, wenn nur f;(z) stark gegen f(x) konvergiert. Man
zeigt leicht fiir beheblge p, daB aus dieser Voraussetzung und aus der Distributivitds
auch (30) folgt. Vgl. das analoge Problem betreffend Linearformen abzihlbar unend-
lich vieler Verinderlichen: E. Hellinger u. 0. Toeplitz, »Grundlagen fiir eine Theorie
der unendlichen Matrizen*, Nachrichten Ges. Wiss. Gottingen 1906, S. 351—355;
E. Landau, ,Uber einen Konvergenzsatz®, 1. cit.

**) M. Fréchet, ,,Sur les ensembles de fonctions et les opérations linéaires®, 1. cit.
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Also gibt es eine bis auf eine additive Nullfunktion bestimmte
Funktion a(z) der Klasse [LF] derart, daB A(z) ein Integral von a(z)
darstellt.

Nun aber folgt unmittelbar aus der Definition der Funktionen A (z),
a(x) das Bestehen der Identitit

4, =b['a(x) o(2)de

fiir jede streckenweise konstante Funktion ¢(z). Auf Grund des in § 4
entwickelten Satzes, nach welchem fiir jede Funktion f(z) der Klasse

B
[Lp‘l] das Integral
4 P
[1f@) - p(@) [+~ da

durch entsprechende Wall von ¢(z) beliebig klein wird, iibertriigt sich
die Identitdt auf alle Funktionen f(z).

§ 12.
Die lineare Funktionaltransformation.

Uber die Funktionaltransformation T[f(x)], welche jeder Funktion
der Klasse [L?] eine Funktion derselben “Klasse zuordnet, setzen wir
voraus, daB sie distributiv und in bezug auf den Eazponenwien p beschriinkt
ses. Die Transformation heiBt distributiv, wenn identisch fiir alle f

Tlefy(@) + afe(@)] = o T ()] + 6T ()]
ist; die Identitit ist so aufzufassen, daB sich die auf beiden Seiten stehen-
den Ausdriicke hochstens um eine additive Nullfunktion unterscheiden.
Beschréinkt in bezug auf den Exponenten p heift die Transformation dann,
wenn es eine absolute Konstante M,*) gibt derart, daB fiir alle Funk-
tionen f(z), fiir welche

b
OIZES!
ist, das mit der transformierten Funktion gebildete Integral
[4
[ir(t@)rde < M2

ausféllt. Hine zugleich distributive und in bezug auf den Exponenten p

*) Wir setzen sofort fest, daB wir in den weiteren Entwicklungen wnter M,
tmmer die kleinstmogliche positive Zahl von der hier angegebenen Eigenschaft verstehen.
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beschrinkte Transformation nennen wir eine lineare Transformation (e,
Klasse [LF].
Es bedeute nun f(x) eine beliebige Funktion der Klasse [L#], 9(z)

-
eine beliebige Funktion der Klasse [Lf"lj. Da auch T[f(z)] eine Funk-
tion der Klasse [L?] ist, so existiert sicher das Integral

' JTIF@)h ) da

und es ist
1 p—1

gMTMdex]’” [ﬂg(x)ﬁdx] "

Hilt man in dem Integrale die Funktion g(z) fest, so stellt es somit
eine auf der Klasse [L*] lineare Funktionaloperation dar. Nach unserem
Satze iiber die Darstellbarkeit der linearen Operation gibt es somit eine
bis auf eine beliebige additive Nullfunktion wohlbestimmte Funktion 3 ()

(36)

STl @)g (@) dw

.
der Klasse [Li"-i:‘ derart, daB fiir jede Funktion f(z)

b b
ST @] 9(@) dw = [7(@) b (@) d
ausfallt. ‘ ' ‘ »
Auf diese Art wird jeder Funktion g(z) der Klasse [LPTi] eine
Funktion (x) derselben Klasse zugeordnet. Da diese Zuordnung, wie
soeben erwéhnt wurde, bis auf eine additive Nullfunktion eindeutig ist,
so folgt aus der Gleichung

ST @ 6t @)+ 0.@)  do=c, [ @) v (@) da+o, [ £(@) ty(s) do

die Distributivitét der Zuordnung. Die Beschrinktheit der Zuordnung in

»
p—1

sichert; auch sieht man sofort, daB die zugehérige absolute Konstante
== MT ist.
Die Vorschrift

ST @9(@) do = [F(x) Tg()] do

bezug auf den Exponenten wird durch die Ungleichung (35) ge-

2
definiert somit eime lineare Tramsformation Tg(x)] der Klasse [Li” "1]; fir
dieselbe st

Mg = M.
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Durch dieselbe Vorschrift wird, wenn die Transformation & die gegebene
ist, die Transformation 7 definiert.
Die Transformation T[g(x)] heilt die Transponierte zur Transformation

T[f(x)); letztere Transformation heillt wieder Transponierte zu T[g(x)].

2
Die identischen Transformationen der Klassen [I*], [Li’—lj sind zu-

einander transponiert.

§ 13.
Umkehrung der linearen Funktionaltransformation.

Es bedeute T'[f(x)] irgend eine lineare Transformation der Klasse

P

[L#], T[g(x)] die zu ihr transponierte Transformation der Klasse [L;?l].
Wir fragen nach der Losbarkeit der Funktfionalgleichung
(34) TE®)] =f(2).
Darin bedeutet f(z) die gegebene, £(x) die gesuchte Funktion aus der
Klasse [L?]. Das Gleichheitszeichen ist bis auf eine additive Nullfunktion
zu deuten.

Laut der Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen ist die
Gleichung (84) gleichwertig dem mit simitlichen Funktionen g(x) der Klasse

o
[LP‘ 1] gebildeten Gleichungssystem

(35) Jt@) Ty @) dz = [f@) 9(2) de.

Das Gleichungssystem kann durch endlich oder abzdhlbar unendlich viele
Gleichungen ersetzt werden; man kann hierfiir z. B. wieder die Gesamt-
heit der in § 12 benutzten speziellen streckenweise konstanten Funktionen
heranziehen; denn zufolge der Linearitdt der Transformation ¥ kann man
jede Funktion T[g(z)] durch jene, die nach Anwendung derselben Trans-

formation aus diesen speziellen Funktionen hervorgehen, <in bezug aufp ﬁ 1)

stark approximieren. Man darf daher das in § 11 formulierte Kriterium
auch auf das System (35) anwenden. Beachtet man noch, dafl das System
der T[g(2)] alle linearen Verbindungen dieser Funktionen mit enthilt,
so ergibt sich:

FEine nmotwendige und hinreichende Bedingung fir die Losbarkeit der
Funktionalgleichung (34) durch eine Funktion §(x), fir welche

JiE@lraz < 2v

a
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ausfillt, besteht darin, daf die Ungleichung

p—1

?

J@ () dz

r 2 P
<u| [izto@)PF- dx}

fiir alle Funktionen g(x) der Klasse [Lp_fi] erfiillt ist.

Auf Grund des soeben bewiesenen Satzes konnen wir nun auch die
folgende Frage beantworten: Unter welchen Bedingungen gibt es eine
lineare Transformation 7'-! der Klasse [L?] derart, daB fiir alle Funk-
tionen f(x) dieser Klasse die Gleichung (34) gleichwertig sei der Gleichung

T=1f ()] = &(@);
mit andern Worten: unter welchen Bedingungen gibt es zu 7' eine lineare
Umkehrtransformation?
In der Zeichensprache der linearen Substitutionen driickt sich unsere
Forderung durch die Gleichungen
(36) ITT-'=T7-T=FE

aus. Bedeutet T-! die Transponierte von 7-% so sind die Gleichungen,
wie aus der Definition der Transponierten unmittelbar folgt, glelchbedeutend
mit den folgenden:

(37) T 1T =TT 1=
Nehmen wir an, es gebe eine Transformation 7~ Hs sei
M= Mr-1 = Mg

die zugehorige absolute Konstante. Dann bestehen sicher die Ungleichungen

Jif@edz < 20 [[ TlF()Pd,

Slg@) i dz < M7 [[Tg(@)] P da,
P

und zwar fiir jede Funktion f aus [L”] und jede Funktion g aus [Lm .
Das Bestehen dieser Ungleichungen fiir eine Zahl M ist somit eine not-
wendige Bedingung fiir die Existenz einer umkehrenden Transformation,
wenn man noch verlangt, daB die absolute Konstante derselben <M aus-
falle. Wir zeigen, daB die Bedingung auch hinreicht.

Durch Anwendung der Ungleichung (5) leitet man aus den obigen

2
Ungleichungen die fiir alle / aus [L?] und alle g aus [L” ‘1] richtigen
Ungleichungen
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[ Slas@i" ldx] )
La

‘B{t-

f f@)g(x)dz| < M { f |T[f(x)]1"dx

Jf@)g(@)dz gM[ﬁz[g@)r*ldx] [ﬁf(x)lpdw]

ab. Auf Grund des oben ausgesprochenen Satzes besitzen somit die Glei--

chungen _

(38) Ln(@)] = 9(=),

(39) T[E(w)] = f(@)

sicher solche Loésungen n(z) resp. &(z), fiir welche
(40) Sin@P " do <277 flg(@)* da,
(41) SiE@pras < fif@)eda

ausfallen. Und zwar besitzt jede der beiden Gleichungen im wesentlichen
nur diese einzige Losung. Denn die Differenz 0(z) zweier Ldsungen
z. B. der ersten Gleichung miiBte die homogene Gleichung

Z[o(z)] =0
also auch das gleichwertige System
b
(42) JTlo@)]8(@) do =0,

wo f(x) die ganze Klasse [L?] durchléuft, befriedigen. Da jedoch, wie
wir soeben gezeigt haben, die Gleichung

Tlo@)] = f(x)
fir alle Funktionen f aus [LF] gelost werden kann, so diirfen wir das
System (42) durch das System

ff(x}&(x) dz =0

ersetzen, wo auch f die ganze Klasse [L*] durchlduft. Setzt man speziell
1

o folgt f(@) =|8()|""" sign d(a),

b 2
Ji3@ Pz =o0;
d. h. 0(z) ist eine Nullfunktion.

Mathematische Annalen. LXIX. 32
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Durch die Gleichungen (38), (39) wird also jeder Funktion f(z) der
Klasse [L*] eine Funktion E(x) derselben Klasse, und auch jeder Funktion

P
9(x) der Klasse [Lm:l eime Funktion n(x) derselben Klasse im wesent-
lichen eindeutig zugeordnet. Die Distributivitiit dieser Zuordnung folgt un-
mittelbar aus der Linearitit der definierenden Gleichungen und der Ein-
deutigkeit der Losung. Die Beschrinktheit der Zuordnungen ist durch die
Ungleichungen (40), (41) gesichert. DemgemiB definieren jene Zuordnungs-
vorschriften awei lineare Tramsformationen T—', T~'; und auf Grund der
Definition dieser Transformationen schlieBt man sofort, daB dieselben zu-
einander transponiert sind und auch die Forderungen (36), (37) erfiillen.

Man hat damit den Satz:

Die lineare Transformation T'{f(x)] der Klasse [L¥] besitst damn und
nur dann eine lineare Tramsformation T~ als eindeutige Umkehrung, wenn
es eine Zahl M gibt derart, daf fir alle f(z) aus [L?] und alle g(z)

r
aus [Lﬁ] 5 5
Jif@ s < e f11(1(@) | da,
a @
b ? ?

Sls@ P ae < w7 f1T[g@)] " dw

ausfallen.*)

Ist diese Bedingung erfillt und bedeutet M, die kleinste Zohl M, bei
welcher noch die erste Ungleichung fiir alle f besteht, M, die entsprechende
Zohl fir die sweite Ungleichung, so ist

M, = M, = My = Myg-1.

§ 14.

Die Funktionalgleichung §(x) — 2K [§(x)] = F(x).
Der symmetrische Fall.

Es bedeute K eine beliebige lineare Transformation der Klasse [L#];
4 sei ein verinderlicher Parameter. Die obige Funktionalgleichung ist
eine Verallgemeinerung der bekannten Fredholmschen Integralgleichung.
Das Problem, die Funktionalgleichung fiir jeden einzelnen Wert von 4
in bezug auf ihre Losbarkeit zu untersuchen, 148t sich bei beliebigem Ex-

*} Den entsprechenden Satz fiir Substitutionen mit abzihlbar unendlich vielen
Vertinderlichen hat im Falle p =2 0. Toeplitz entwickelt: ,Die Jacobische Trans-
formation der guadratischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen*, Gottingen,
Nachrichten, 1907, 8. 101—109. Vgl. auch den #uBerst einfachen Beweis von E. Hilb:
,,Uber die Auflosung von Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten*, Sitzungs-
berichte der Phys.-Med. Sozietat Erlangen 1908, 8. 84—89,
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ponenten p mit unseren Hilfsmitteln vollsténdig erledigen. Unsere Kriterien
liefern eine theoretisch exakte Antwort; und in gewissen, sehr allgemeinen
Fillen geben sie auch die Mittel an die Hand, das Verhalten der Ldsungen
als Funktionen von i in der Umgebung isoliert singulirer Parameter-
werte zu untersuchen.

Wir beschrinken uns hier auf einige Betrachtungen bei p = 2%)
und behandeln auch nur gewisse spezielle Typen der Funktionalgleichung,
bei denen die Anwenduug unserer Resultate sich #uBerst einfach und
natiirlich gestaltet. Wir entwickeln zunichst den folgenden Satz:

Bedeutet My die der Transformation K entsprechende (kleinste) absolute
Konstante, so ist obige Funktionalgleichung fiir alle Parameterwerte A, fiir
welche

[ll<j‘%(

ausfillt, sicher eindeutig 10sbar wnd die Tramsformation E — AK hat eine
eindeutig bestimmte Umkehrung.

Um den Satz zu beweisen, hat man zu zeigen, dall die Bedingungen
des Satzes in § 13 fiir die Transformation 7' = E — 1K, wie auch fiir die
Transformierte T — E — A8 erfiillt sind, sobald 1 der obigen Ungleichung
geniigt.

Da zu den beiden Transformierten K und & dieselbe absolute Kon-
stante gehort, geniigt es, die Bedingung fiir die erstere der beiden Trans-
formationen T und ¥ als erfiillt nachzuweisen. Dies folgt nun unmittel-

bar aus den Ungleichungen
1

{f | Tz = | f‘5 (x)_mg(x)]%}%

2| flspae] - a1 | xionas)

b 1
> (- (419 | fle(o)as)
setzt man namlich ‘
1
T

so erhilt man b 1 b 1
{;/Ti(x)lzdx}?é M{;ﬁT[é(x)]de}?,

d. i. die postulierte Ungleichung. Damit ist unser Satz bewiesen.

*) Diese Binschrinkung ist jedoch nur bei der Behandlung symmetrischer Trans-

formationen wesentlich.
32%
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Uber die Werte 4, fir welche |4] = ist, 138t sich allgemein
K
nichts aussagen. Im reell symmetrischen Falle dagegen kann man sicher
behaupten, daB wenigstens einer der beiden Parameterwerte 1 =j:ﬁ— fir
K

die Funktionalgleichung singuldr ist. Es gilt nimlich der Satz:

Ist K eine reell symmetrische Transformation™), so kann man wenigstens
eine der beiden Funktionalgleichungen

b

S e@ F 5 Ete@n| as =0

a

mit beliebiger Approzimation durch Funktionen £(x) lisen, die noch der Be-
dingung

[lt@has =1

unterworfen sind. Die entsprechende Tramsformation E ;{:]—é— ist dann
X

nicht mittels einer lUinearen Transformation umkehrbar.

Wiire nédmlich unsere Behauptung unrichtig, so wiirde es eine posi-
tive Zahl M* geben derart, daB fiir jede Funktion f(z) der Klasse [L?]
die Ungleichungen

b b
1 12 1
S |f@ g K@) do 2 555 S i@ aa
statthétten. Somit wire auch, wenn K*[f(z)] die durch wiederholte An-
wendung von K entstandene Transformation bedeutet,
b . .
S @) ~ g K@ ae

a

CONNE f 7@ = 3, K@) + 57 K[ @) = 3 KU @] | [

a

1

251 f 7(@) ~ 3, KU@)] | do 2 5 f f(@)Pda.

*) D. i. wenn K jede reelle Funktion in eine reelle tiberfiilhrt und K = & ist.

Die Ausfihrungen tiber den reell symmetrischen Fall gelten natiirlich, leicht
modifiziert, auch fiir den Fall, wo fiir alle reellen Funktionen K =& ausfillt. Vgl
D. Hilbert, ,,Grundziige etc.*, 4. Mitteilung, 1. cit., S. 216.
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Andererseits aber ist
SIE @] de < M3 [1K[f(@)]) fde < Mt [|f(@) ] da.

Ferner gibt es, da K = & und My die zugehorige kleinste Konstante
bedeutet, sicher eine Funktion f(x) derart, daf
f 76

f E*[f())F () dz = j | KT7()] o> M (
ausfillt. Fir diese Funktion f(z) ist dann

f (@) — gz K* @) da
s f |f(@)Fde— 75 f K@ @) ds + 575 fl E*[f(z)] }da

<f[f(x)(2dx[1—2(1—ﬁz)+ 1} =71;[7f|f(m)|2d90~

Dies aber widerspricht der Ungleichung (43). Damit ist die Richtigkeit
unserer Behauptung bewiesen.*)

Man kann den soeben hier bewiesenen Satz auch als eine Weiter-
filhrung und Prazisierung des Hilbertschen Existenzsatzes in der Theorie
der linearen homogenen Integralgleichung auffassen. Jener Satz behauptet
die Existenz wenigstens einer reellen stetigen, nicht identisch verschwin-
denden Losung der Integralgleichung

£@) — 1 K(z,9)k(y) dy = 0,

in welcher A einen verfiigharen, reellen Parameter, K(z, y) eine gegebene,
in den beiden Verinderlichen symmetrische Funktion bedeutet, die stetig
ist, oder wenigstens gewissen, hier nicht ndher zu beschreibenden Stetig-
keitsbedingungen unterworfen wird. **) Wesentlich fiir uns ist nur, da
diese Bedingungen der linearen Transformation

*) Unser Satz 148t sich auch leicht aus der Hilbertschen Normaldarstellung dexr
beschréinkten quadratischen Formen (,,Grundztige IV%; 1. cit), wie auch natirlich
aus dem Toeplitzschen Kriterium mit Hilfe des Satzes iiber die Existenz von Funk-
tionen mib vorgegebenen Fourier-Konstanten ableiten.

*¥) D. Hilbert, ,,Grundziige ete.* 1. Mitteilung, Nachrichten d. Ges. d. Wiss.
Gottingen 1904, S. 49—91.



486 F. Rigsz.

K[f(#)] =f K(z,y)f(y) dy

einerseits die spiter zu definierende Eigenschaft der Vollstetigkeif, anderer-
seits noch die weitere Higenschaft sichern, daf sie alle Funktionen der
Klasse [L*] in stetige Funktionen diberfishrt. Man kann schon jetzt be-
merken, daB es dank dieser letzteren Eigenschaft geniigt, tiberhaupt die
Existenz einer nichttrivialen Losung aus [L*] der Gleichung

E(y) — 2 f K(z, y) E(y)dy = Nullfunktion

zu beweisen, denn die Funktion
b
E*(z) = lf K(z y)§(y) dy

liefert dann eine stefige Losung der urspriinglichen Integralgleichung.
Bevor wir den Begriff der vollstetigen Transformation erkléren, sei
uns noch folgende Bemerkung gestattet, die fiir alle Funktionenklassen
[L?] gilt. Aus der Definition der linearen Transformation folgt unmittelbar,
daB, wenn eine Folge {f,(z)} stark gegen eine Funktion f(x) konvergiert,
dies auch fiir die Folge {Z[f,(z)]} und die Funktion TTf(z)] der Fall
ist. Weniger evident ist, daf bei jeder linearen Transformation auch die
schwache Konvergenz erhalten bleibt. Dies folgt nun aus der Existenz der
transponierten Transformation. Konvergiert ndmlich die Folge {f, (%)}
schwach gegen die Funktion f(z), so gelten fiir jede Funktion h(z) der

: P
Klasse [LP"J die Gleichungen:

S T@h@ dz = [ F@) Th@)] do = lim [F,(2) T[h()]da

=lim [ 7(f, @) h(z) da.

Auf Grund dieser Bemerkung lassen sich unsere letzten Resultate
poch etwas weiter ausbauen. Nehmen wir z. B. an, man konne die
Gleichung

(44 f &) — o= K12 =0

durch Funktionen vom Quadratintegral 1 mit beliebiger Approximation
befriedigen. Es sei also {£,(z)] eine Folge von Funktionen dieser Art,
fiir welche die Grenzgleichung
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(45) }tli f"in(x)—h};l'f[&n(x)]rdx =0

besteht. In dieser Folge ist dann sicher eine Teilfolge {£,(x)} enthalten,
welche (in bezug auf den Exponenten 2) schwach gegen eine Grenz-
funktion £*(2) konvergiert. Dann konvergiert auch die Folge

(@) — 5 K15 @]}
schwach gegen die Funktion £*(x) ——Ml— K[t*(x)]. Aus der Grenz
K

gleichung (45) folgt dann durch Anwendung des Hilfssatzes des § 11 die

Gleichung
b

J

Damit wire die Existenz einer genauen Losung der Gleichung (44)
bewiesen, wenn man nicht mit der Moglichkeit ew rechnen hiitte, daf3 alle
schwach konvergenten Folgen {&.(x)}, welche die Gleichung in der Grenze
befriedigen, gegen Nullfunktionen konvergieren. Dann gibt es eben nur
diese Art trivialer Losungen. Hier greift der Begriff der Vollstetigkeit ein.
Bei vollstetiger Transformation K bleibt diese Moglichkeit ausgeschlossen.

Wir nennen ndmlich eine Funktionaltransformation vollstetig, wenn
bei il jede schwach konvergente Folge in eine stark komvergente tibergeht.*)

Ist nun die Transformation K [f(2)] vollstetig, so konvergiert also
die Folge {K[t.(z)]) stark gegen die Funktion K[£*(z)]. Daher ist

de=0.

£4(s) — 5y~ K[£*(@)]

SIKE @ Pde —lin [ K[g(@)][} dz = Mk

Also ist auch

Jig@rarz gy [1KE@) =1,

Somit ist £%(z) sicher keine Nullfunktion. Man kann noch bemerken,
da8 auf Grund von (16)

b

J1g#@rdr< 1

*) Diese Definition der Vollstetigkeit deckt sich mit der Hilbertschen (,,Grund-
ziige IV, 1. cit). Man zeigt n#mlich leicht, daB eine Transformation in dem oben
erlduterten Sinne dann und nur dann vollstetig ist, wenn die derselben bei Zugrunde-
legung irgend eines Orthogonalsystems entsprechende Bilinearform unendlich vieler
Verinderlichen nach Hilberts Definition vollstetig ausfillt.
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gein muB. Aus den beiden Ungleichungen folgt dann

f| ¥ (2) Pde=1.

Man hat hiemit den Satz: Ist K[f(x)] eine recll symmetrische vollstetige
lineare Transformation der Klasse [ L*}, so erreicht das bei der Nebenbedingung

Slg@pae=1

variierte Integral

b
S K@) i
sicher sein Maximum.¥)
Die vorstehende Betrachtung tiber vollstetige Transformationen gilt

nicht nur fiir die Werte 1 — El" resp. 4 = ——L, sondern fiir sémtliche
K

MK
Werte 1, bei denen die Gleichung

S15@) —2K[E (@) fdz =0

a

durch Funktionen £(#), fiir welche

af |E(2) [Pdz = 1

ausfiillt, mit beliebiger Approximation befriedigt werden kann. Fiir alle
diesse Werte — die sogenannten Eigenwerte — ist die Gleichung auch
genau durch Funktionen derselben Art — Eigenfunktionen — lésbar.
Auf Grund dieser Resultate 1a8t sich die Theorie der reell symmetri-
schen, vollstetigen Lineartransformationen, unter andern der Sataz siber ihre
Zerlegung in elementare Tramsformationen, leicht begriinden. Man folgert
zuniichst auf bekannte Art die Orthogonalitit zweier verschiedenen Eigen-
werten entsprechender reeller Eigenfunktionen. Fiir das Weitere bedient
man sich mit Vorteil der Tatsache, daB jede unendliche Folge von reellen,
sueinander orthogonalen Funldtionen von gleichem Quadratintegral schwach
gegen O konvergiert. Diese Tatsache erscheint als Korollar der bekannten
Besselschen Identitit. Aus ihr folgt, daB sich die Eigenwerte sicher nicht

*) Beziiglich des Zusammenhanges verwandter Variationgprobleme mit der
homogenen Integralgleichung vgl. Hilbert, »Orundziige ete. 1. Mitt., 1. cit., S. 78;
5. Mitt., Nachrichten Ges. Wiss, Gottingen 1906, S. 460; E. Holmgren, ,Sur la
théorie des équations intégrales linéaires", Arkiv fér Matematik, Bd. 8, Nr. 1 (1906);

F. Riesz, ,A linefir homogén integralegyenletrsl*, Math. Termtt. Ertesitd 1909,
8. 220—240. '
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tm Endlichen hdufen, wie auch, daf die Anzahl der ein und demselben
Eigenwerte entsprechenden, linear unabhingigen®) Eigenfunktionen eine
endliche ist.

Man erhdlt hiernach ohne Schwierigkeit den Satz tiber die Zerlegung
der reell symmetrischen vollstetigen Transformation in die Summe ge-
wisser hochstens abzéhlbar unendlich vieler Transformationen elementarer
Art, welcher dem Hilbertschen Satze tiber die Normalzerlegung einer
reellen quadratischen Form entspricht. Man ordnet zu diesem Zwecke
jedem Eigenwerte 1, eine Transformation K, zu; K, wird durch folgende
Eigenschaft bestimmt: sie ordnet jede zu dem Eigenwerte 1, gehorige
Eigenfunktion sich selbst zu, alle zu diesen Eigenfunktionen konjugiert
orthogonalen Funktionen fiihrt sie in O tiber. Durch diese Eigenschaft
werden die Transformationen K, im wesentlichen eindeutig festgelegt. Es
bedeute fO(x), f;P(x), - - -, [)(x) ein System zum Eigenwerte 1, ge-
hérender Eigenfunktionen, die reell, vom Quadratintegral 1 sind, zueinander
orthogonal stehen und durch welche jede zu demselben Eigenwerte ge-
horende Eigenfunktion (bis auf eine Nullfunktion) linear ausgedriickt
werden kann*¥), so ist

K[f@) =/ { Z @9 (y)] f@)dy.

a

Die Transformationen K, sind, wie leicht zu sehen, vollstetig, reell
und symmetrisch. Dasselbe gilt von den Transformationen

S,[f@)] =D T Klf@)],

(46)

R,[f(#)] = K[f(#)] — S,[f@)].
Ferner ist
(47) S,BR,=R,S,=0.

Es bedeute nun Mz, die zur Transformation R, gehorende absolute

Konstante. Dann ist einer der beiden Werte j:j}— ein Eigenwert der
Ry,

Transformation B,; es gibt somit sicher eine reelle Funktion f(z), die
nicht Nullfunktion ist und eine der beiden Gleichungen

* ,,Linear unabh#ngig* ist im Sinne der iiber Nullfunktionen gemachten An-
nahme zu deuten.

*¥) Reeller und imaginirer Teil einer zu einem reellen Eigenwerte einer reellen
Transformation gehdrenden Eigenfunktion sind, wie man leicht erkennt, selbst Eigen-
funktionen; eine derselben ist sicher nicht Nullfunktion, sobald es die urspriingliche
Funktion nicht ist. Demgem#f kann das obige Fundamentalsystem rein reell gewihld
werden.



490 F. Rigsz.

b

@) S F a, Rifen] az =0

befriedigt. Aus (47) und (48) folgt, daB diese Funktion /() durch S, in
eine Nullfunktion tibergefiihrt wird. Daraus folgt weiter einerseits, daB die
Funktion f(«) zu allen Eigenfunktionen, die den Eigenwerten 4, ---, 4,
entsprechen, orthogonal steht, daf sie also unter diesen Eigenfunktionen

sicher nicht enthalten ist. Andererseits folgt auf Grund von (46), daB

im wesentlichen
R,[f(2)] = K[f(2)]
ist, daf also f(x) auch die Gleichung

f 1@ F 5 K@) dz =0

wo dasselbe Vorzeichen wie in (48) zu gelten hat, befriedigt. Der ent-

sprechende Wert + Jy;
By

den Werten 4,, .-, 4, sicher verschieden ist; er ist daher unter den
Werten 4,4, 4,4, -+ - enthalten. Daraus folgt aber, daB Mz, mit un-
begrenst wachsendem w der Grenze O zustrebt, d. h. es ist

ist somit ein Eigenwert von K, der jedoch von

lim [ K[f(@)] - 8,[f @] de = 0

w. 2w. gleichmapig fir alle f(x), fiir welche die Werte

(1@ s

unterhalb derselben Schramke liegen. In diesem Sinne wird die Tranms-
formation K[f(x)] durch die Reihe

> K@),

die iiber alle reellen Tigenwerte A, su erstrecken ist, dargestellt.

Aus der gegebenen Darstellung der vollstetigen, reell symmetrischen
Transformation K folgt unmittelbar, daB jede mit irgend welchem nicht
reellen Parameterwerte 4 gebildete Transformation

E—IiIK
eine beschrinkte Umkehrung besitzt. Dies folgt iibrigens auch fiir alle
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reell symmetrischen — nicht notwendig vollstetigen — Transformationen,
wenn man 1= g + ¢v setzt, aus der Ungleichung

S 176 =t i) KT P o= 499 [ | et @) — K170

ot @ pae 2 2 [ i

a

auf Grund des in § 13 entwickelten Kriteriums.*)

§ 15.
Fortsetzung: Der Volterrasche Typus.

Es bedeute K[f(x)] eine beliebige lineare Transformation der Klasse
[L*]. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Trans-
formation E — 2K bei einem bestimmten Werte von 1 eine lineare Funk-
tionaltransformation als eindeutige Umkehrung besitze, ist nach § 13 die

Existenz einer Zahl M derart, daB fiir alle Funktionen f(x) der Klasse [L?]
die Ungleichungen

S1r@ pae< M [1£@) — 2K[f(=)] Pz,

S1f@ Fas < M [1f@) — 1R @) P da

bestehen. Mit andern Worten: Die Transformation E — AK 1iBt sich
dann und nur dann eindeutig durch eine lineare Transformation umkehren,
wenn keine der beiden Gleichungen

(49) J 8@ — 1K [E (@] [Pdw =0,

(80) S1&@) — 18 [E@)] Fdz =0

a

durch Funktionen £(z), fiir welche

*) Vgl. E. Hellinger, ,,Neue Begrindung der Theorie quadratischer Formen von
unendlich vielen Vertinderlichen, Habilitationsschrift, Marburg 1909, S. 51 [auch
Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 136].
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S1t@ pdz=1

ausfillt, mit beliebiger Anndherung gelst werden kann.¥)

Wir zeigen in diesem Paragraphen, daB, wenn K[f(x)] einer gewissen
Klasse von Transformationen angehort, die obige Bedingung fiir alle end-
lichen Werte 1 erfiillt ist.

Wir entwickeln zu diesem Zwecke zunichst einige Sitze tiber voll-
stetige Transformationen.

Satz I Ist K[f(x)] eine vollstetige Tramsformation, so ist es auch die
Tramsformation R[f(x)].

Beweis. Die Funktionenfolge {f;(#)} konvergiere schwach gegen
die Funktion f(z). Es soll gezeigt werden, daB

tim 81/() ~ fi(a)] [z = 0
ist. o
Nun ist

JS180@) ~ fi@NPda = [ E[RIF @)~ F,@]] 1@ ~ fi@)da
(51) {f |E[RIf (=) — Fi@1]] dx} [f | @) — f,(@) dw]

<@ [f |E[R[F @ — f,@]] dw}ﬁ- G,

wo G die obere Greuze der Werte

b 1
{f]f(x)——f,(x) lgdw]g (7;=1)2)"'>
bedeutet. ‘
Da ferner die Folge {f(x) — f;(x)} schwach gegen O konvergiert, so
ist dies auch, wie wir im letzten Paragraphen gezeigt haben, fiir die
Folge (RIf (x) fi()} und somit auch fiir die konjugierte Folge

*) Man zeigt auch leicht, daB fiir Werte 4, die ausschlieBlich von reguléren
Parameterwerten umgeben sind, beide Ungleichungen zugleich stehen oder fallen.
Fiir solche Werte geniigt somit schon die Betrachtung einer einzigen der beiden Glei-
chungen (49), (50), um tber die Regularitit derselben zu entscheiden. Bei voll-
stetigen Transformationen ist dies fiir alle Parameterwerte der Fall. Daraus folgh
mit Hilfe des Satzes II. dieses Paragraphen die bekannte Tatsache, daf bei vollstetigen
K entweder E-— 31K umkehrbar ist, oder aber die Gleichungen (49), (50) genaue
Losungen zulasgen, die night Nullfunktionen sind.
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{ @[f’ (x) — f ‘(x)} der Fall. Daraus folgt aber, da K eine vollstetige
Transformation ist, daf die Folge { K [_ﬁ [f(x) —F, ,(w)]]} stark gegen O
konvergiert. Somit ist

lim J; =0,

und also auf Grund der Ungleichung (51) auch

J18[F@) ~ fi@)] Pz =0.

Satz 1. Ist K[f(x)] eine wvollstetige Tramsformation wund ist die
Gleichung (49) durch Funktionen §(x), fiir welche

Sle@pdz=1

ausfélls, mit beliebiger Anndherung losbar, so ist sie auch genaw dwrch Funk-
tionen derselben Art losbar.

Der Beweis wird #hnlich gefiihrt, wie jener des im vorigen Para-
graphen entwickelten spezielleren Satzes. Ist (£(x)} eine Folge un-
begrenzt approximierender Losungen, so gibt es nach § 7 sicher eine Teil-
folge {&/(x)}, welche schwach gegen eine Funktion £¥*(x) konvergiert.
Durch Anwendung von (16) folgt dann, dafl £*(z) eine genaue Losung
der Gleichung (49) darstellt. Es ist zu zeigen, daf £*(x) keine Null-
funktion ist. Aus der Ungleichung :

s
3

b hal b ‘l r (3
j) [f | K[t (2)] »wj > [f | & () f dw}‘t [/ |£,(@) — AK[E(%)] [Fdw
folgt, da K vollstetig ist,
14| [f | K[£%(2)] Wx}?; 1.

Also ist &*(z) sicher keine Nullfunktion.

Satz I Ist K[f(x)] eine vollstetige Transformation, c eine von b
verschiedene Stelle der Strecke (a, b), 0 eine beliebig gegebene positive Grofe,
so gibt es eine Zahl d > c derart, daf} fir jede Funktion f(x), fir welche

Sir@ras - [l
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ausfallt (d. 4. welche auf den Strecken (d, b) wnd ev. (a, c) durchweg ver
schwindet), die Ungleichung

SI1E[f@)] 2de < 8 [ |12 da

besteht.

Wiire némlich der Satz nicht richtig, so miiBte es eine vollstetige
Transformation K[f(x)], eine Stelle ¢ < b, eine Zahl 62 > 0, eine Folge
von Stellen @, >dy > d; >+, lim d;= ¢ und eine entsprechende Funk-
tionenfolge (f;(x)} geben, derart, daB fiir alle diese Funktionen die
Gleichungen

S1i@r = 15@par—1
und die Ungleichungen
(52) fl K[f,(@)) dz > 2

statthitten. Zufolge der Ungleichung

Sron@al=| ffon@asls]| fir mxf

miifte die Folge {f;(x)} schwach gegen O konvergieren; dann aber wiirde,
da K vollstetig ist, die Folge {K[f,(#)]} stark gegen O konvergieren.
Diese Mdglichkeit widerspricht jedoch der Ungleichung (52).

Wir wenden nun diese drei Sitze auf eine Funktionaltransformation
K[f(z)] an, welche vollstetig ist und dabei noch folgende Eigenschaft be-
sitet: Ist

JSIf@paz=o0,

so st auch
y
JIE[f(@)]Pdz =0,
Ist K[f(x)] eine solche Transformation, so sagen wir, die Funktional-

gleichung
¢ (@) — AK[E(z)] = f(2)

sei vom Volterraschen Typus. Volterra hat sich nimlich, wie wohl be-
kannt ist, mit Integralgleichungen beschiftigt, die in diese Klassifikation
eintreten. .
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Wir zeigen nun, daB fiir eine Gleichung vom Volterraschen Typus die
sum Anfange dieses Paragraphen auseinandergesetste Bedingung immer (also
bei allen Werten 1) erfiillt ist.

Wire ndmlich jene Bedingung nicht erfiillt, so konnte man wenigstens
eine der beiden Gleichungen (49), (50) mit beliebiger Anniherung, auf
Grund der Sitze I, II also auch genau durch eine Funktion £(z) be-
friedigen, fiir welche

NHOIZES!

wire. Nehmen wir an, es wire dies fiir (84) der Fall. Es sei nun
¢(a < ¢ < b) jene Stelle der Strecke (a, b), fiir welche, wenn a ¢,

JIE@raz =0,
jedoch fiir alle d > ¢

Jle@paz>o

ausfillt. Wir wihlen nun die Stelle d derart, daB dieselbe die Forderung

des Satzes III bei 0 -_-271_2_]
bedeutet, welche auf der Strecke (a, d) = £(z), auf der Strecke (d, b)=0 ist,

erfille. Dann ist, wenn £ (z) jene Funktion

|42 f(KlE@0Pdn = |2 [1KT (@)Pde < 4 6 @) de = 4 [[e@) e

Dies aber widerspricht der Ungleichung

L

4] [ﬁK[&(x)Jlgdw}?g [ ﬁs,(x)l?dx]’ - [ SIe(@) — AETE@)] Izd:c}?

- {ﬁg(x)]gda{\?

Auf shnliche Art wird gezeigt, daB auch (50) nur durch Nullfunktionen
befriedigt werden kann, was ja nach den Sitzen I und II auch die Un-
méglichkeit der approximativen Losung im angegebenen Sinne nach sich
zieht. Bei Anwendung des Satzes III muf man jedoch beachten, daf die

Gleichung
£(2) — AR[E@)] = (=)

nicht von demselben Typus, wie (53), ist; daB aber die Transformation
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&(f(x)], die nach I. ebenfalls vollstetig ist, die Figenschaft besitet, daf,
sobald

[if@)rdz =0

ist, auch ,
JIRlf@pdz =0

ausfallt. Hat man diese Eigenschaft erkannt, so fiihrt die entsprechende
Umgestaltung des Satzes III. zum Ziele. Nun aber folgt jene Eigenschaft,
wenn man
0 o aZlzZly
PO @ ™ y<ogs

setzt, aus den Gleichungen

Si1f@)Pds = [3(@) RIf(@)]dz = [E[5(@)]f()d=
~ [E[¢@)1f(@) dz.
§ 16.

Ubertragung der Resultate auf Funktionen.,. die auf einer beliebigen
meBbaren Menge erklirt sind. Ein Ubertragungsprinzip.

Wir hatten in den §§ 4—15 vorausgesetzt, daB die betrachteten
Funktionen auf einer Strecke definiert werden. Diese einschrankende
Voraussetzung ist keineswegs notwendig. Unsere Resultate gelten fiir alle
entsprechenden Klassen von Funktionen, die fiir eine mefBbare Menge beliebiger
Dimension von wicht verschwindendem Inhalismafe erklirt werden; es ist
natiirlich auch der Begriff des Inhalismapes entsprechend eu deuten.

In meinen ersten Arbeiten iiber den hier behandelten Gegenstand
hatte ich einen Weg angedeutet, der im Falle p — 2 zu dieser Verall-
gemeinerung der Resultate fiihrt.*) In diesem Falle gentigt es nimlich,
auf jener Menge ein einziges vollstéindiges, reell orthogonales Funktionen-
system zu erkliren und auf dasselbe den in der Einleitung zitierten Satz
zu Ubertragen; das tibrige wird dann schon durch die Analysis unendlich
vieler Veréinderlicher geleistet.**)

*) Vgl. F. Riesz, ,Sur les systémes orthogonaux de fonctions et I'dquation de
Fredholm“, 1. cit.

**) Es handelt sich dabei natiirlich zunfichst um die Ubertragung der entsprechen-
den Resultate der §§ 6—15. Will man auch die fritheren Entwicklungen tibertragen,
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Ist p beliebig, so konnte man versuchen, von Anfang an mit be-
liebigen meBbaren Mengen zu arbeiten, was ja auch keine wesentlichen
Schwierigkeiten verursachen diirfte, wenn man nur die grundlegenden
Definitionen und Resultate tiber meBbare Mengen derart umarbeitet, daB
in denselben der Strecke keine ausgezeichnete Rolle zukommt, was) man
z. B. durch axiomatische Grundlegung erreichen kann. Bei einzelnen
Resultaten wird man auch dies vermeiden konnen, indem man dieselben
mittels Methoden begriindet, die sich ohne weiteres auch bei beliebigen
Mengen verwenden lassen.*)

Bei den meisten Resultaten fithrt nun auch das folgende ﬁbertragungs-
prinzip zum Ziele, das wir hier nicht weiter begriinden: Ist eine mefbare
Menge M von beliebiger Dimension und vom Inhalismafe m gegeben, so kann
man diese Menge im wesentlichen ein-eindsutiq auf eine Strecke von der
Liinge m derart abbilden, daf3 jeder mefbaren Teilmenge der eimen Menge
eine mefSbare Teilmenge der amderen Menge, und zwar von gleichem Inhalts-
mape entspreche. Der Ausdruck ,im wesentlichen ein-eindeutig® ist folgender-
maBen zu erkliren: Fir jede der beiden Mengen bilden jene Punkte, denen
in der andern Menge kein Punkt oder mehr als ein Punkt zugeordnet
wird, je eine Nullmenge.

80 ist der Begriff der Teilstrecke durch Auszeichnung gewisser Teilmengen zu ersetzen.
Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir Satz III des § 15 und die nachfolgenden Entwick-
lungen iiber Gleichungen vom Volterraschen Typus.

*) Vgl. meine Arbeit: ,Sur les suites de fonctions mesurables*, 1. cit., wo
unter andern die in § 7 der vorliegenden Arbeit entwickelte Ausdehnung des Fischer-
schen Satzes durch eine Methode begriindet wird, die unmittelbare Ubertragung ge-
stattet. Vgl. auch H. Weyl, ,,Uber die Konvergenz von Reihen ete.“, L. cit.
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