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THIEORIE DES NOMBRES. — Sur la résolution approchée de certaines congruences.
Note de M. Fréniric Rigsz, présentee par M. Emile Picard.

« Onsait que, sil’on part d’un point d’une circonférence et qu’on y porte
1, 2, 3, ... fois une partie irrationnelle de la périphérie, la série infinie des
exlrémités sera dense sur toute la circonférence (1).

» Ce théoréme comporte une généralisation.

» On désignera par () la différence positive du nombre x et du nombre
entier immédiatement inférieur. Pour que, étant donnés les nombres «,,
%ys ...y &z, l'ensemble de tous les systemes (na,), (ray), ..., (o)
(n prend toutes les valeurs entieres positives) soit dense dans tout I'intervalle

{ I! LB | ﬂgwﬂﬂl,

OSa;=1, 0 =2,

A

il faut et il sutht qu’il n’existe pas de relation
(2) Ayot, - @yt =te.e - Aroz=0 (modr)

a coefficients entiers (excepté naturellement le cas singulier

8, —a, —c. ==d; =0}

» On appellera le systeme ,, 8., ..., 8z (0<p;<<1) point limite de I’en-
semble formé par tous les systemes (n«,), (na,), ..., (nag), si, pour
chaque nombre positif : aussi petit que 'on veut, il y a un élément (nz,),
(noy), ..., (noy) autre que 2,, B., ..., Bz, tel que les valeurs absolues des
différences p, — (na,), £, — (noy), ..., &r— (na;) ne soient pas situées
entre e el 1 — =.

» Or s’il ya entre les « une relation (2) a coeflicients entiers (y compris
zero), tout-point limite 2,, 8., ..., B de 'ensemble défini doit aussi satis-

faire a la relation
a,B,+a,f,+...4+ abi=o0 (mod 1).

» La nécessité de la condition est donc évidente.

» D’apres (1), la condition est aussi suffisante pour le cas £ =1. Or, en
raisonnant par récurrence, il nous faut démontrer que, si elle I'est pour
k — 1 nombres o, elle’est aussi pour £ nombres. Etant alors donnés 4 nom-
bres o, «,, ..., «; tels que 'ensemble de tous les ¢léments (nz,), (na,), ...,
(noy) n’a pas tous les points 8,, f,, ..., fx (0= ;< 1) pour points limites,
on distinguera deux cas : ou 'on peut chercher £ —1 des nombres «,,
%3y .4y oz, lels que I'ensemble correspondant n’ait pas tous les points @,
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Bay - -y Bry pour points limiles, cas déja décidé par notre prémisse; ou on
ne le peut pas. Il ne nous faudra montrer que pour ce second cas I'exis-
tence d’une relation (2).

» Dans ce second cas, on démontre par un raisonnement connu que, si
'on donne #—1 des nombres §8,, 8., ..., £x(0=8;<1), par exemple £,
B,y «..s Bs_,, on peut déterminer au moins d’'une maniere le nombre &, tel
que le point £,, £,, ..., Bz, B soit point limite de notre ensemble (3).

» De la définition du point limite il suit que, si les points £,, ..., £,
et v,, ..., i sont des points limites, le point (£, -+ v, ), -5, (Br+ yz) l'est
aussi (4).

» Etant alors défini un nombre &, tel que le point o, o, ..., 0, B; soit
point limite, tout point o, o, ..., o, (nB;) I'est aussi. De la suit que, si @ était
irrationnel, I’ensemble de tous les nombres (n;) étant dense dans tout
I'intervalle (o, 1), chaque point o, 0,...,0,y;(0=y;<1) serait point
limite. Donc, en ce cas, 1l résulterait de (3) et de (4) que chaque point
Bys == -5 Br (02 B;< 1) est aussi, Alors, pour qu'il y ait des points 8,, ..., &;
qui ne solent pas points limites, chaque nombre £, tel que le point o, o, ...,
0, Br soit point limite, doit étre rationnel. Si £, peut prendre d’autres
valeurs que o, I’ensemble de tous ces nombres {; rationnels, différents de o
est fini parce que, autrement, d’apres (4), 1l serait dense dans tout I'inter-
valle (o0, 1). Entre tous ces nombres il-y en a un qui est le plus petit. En
I

| ay |

le désignant par > |ax| doit étre un nombre entier, autrement il y aurait

I

| @ |

un nombre ( ) plus petit que . Tk appliquant le théoreme (4), on

A
I
| ay |
» On déterminera de la méme maniere les nombres |a;| correspondant
aux autres nombres o,.

voit que les 8, sont fournis par les multiples de

» On voit aisément que si, pour un point limite de ’ensemble corres-
pondant aux £ nombres |a,|o,, ..., |ax|2, £ — 1 des coordonnées sont zéro,
la £ est aussi nulle.

» On va démontrer qu'en donnant aux nombres |a,|x,, ..., |a;|o; des
signes convenables, leur somme sera un nombre entier.

» D’abord, ’ensemble correspondant aux nombres o,, ..., o;_, ayant

chaque point li—ll? S Iiﬁl_il

1 o—1
Byy «« s Bi_y I'est aussi pour I'ensemble correspondant aux £ — 1 nombres
@,y -+, |@r_y|ex_. Etant alors donnés les nombres 8,, ..., fz_,1l y a

d’apres (3) toujours un nombre £, tel que le point §,, ..., Pz_s» P& soit

(0=p;< 1) pour poinl limite, chaque point
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point limite de I'ensemble correspondant aux nombres |a, |, ..., |a;|x,.
Mais il n’y en a qu’unj; parce qu’en outre, d’'un point limite ayant (—§,),
(—B.), ..., (—Bx_,) et de deux points limites ayant §,, ..., $;_, pour leurs
k — 1 premieres coordonnées on pourrait déduire d’apres (4) deux points
limites différents, ayant leur A —1 premieres coordonnées égales a zéro.

» Ainsi chaque coordonnée des points limites de notre nouvel ensemble
est une fonction uniforme des autres. Or, cette fonction est continue, car
aux nombres limites correspondent des nombres limites. D’apres (4) cette
fonction continue satisfait a la congruence fonctionnelle

(5) (@23, (Vi Ya)s. oo =S @y Vis oo )+ S (Lo Yayooo) (modr1).

» A fortiort, si k — 2 des coordonnées sTannulent, et s1 I'on fait varier
les deux autres, celles-ci sont des fonctions uniformes continues l'une de
I’autre et satisfont a la congruence fonctionnelle

(5a) Sl +@))=f@)+f(@)  (modr)

n’ayant que les deux solutions continues
(baa) f[(x) =+ (mod 1).

» Alors, deux points limites ayant £ — 2 des coordonnées correspon-
dantes communes, les différences des autres deux a deux satisfont a I’une
des congruences (5aa). Or, du point limite o, o, ..., 0, on peut passer a
chaque point limite par une chaine de points limites, ayant deux a deux
k — 2 coordonnées communes. Ainsi, d’aprés (5aa), st 'on donne aux 8
des signes convenables, leur somme sera un nombre enlier pour chaque
élément de la chaine, et par suite aussi pour chaque point limite. Or, le
point (|a,|«,), (|as|«,), ..., (|ax|z;) étant point limite, pour les nombres
entiers a,, ..., a; de signes convenables,

alﬂi'—}“...-%"ﬂkﬁf.k_:_ﬂ (mﬂ'{l I),

ce qui montre que notre condition est suffisante.
» On établit de la méme facon le théoréme plus général :
» Pour que le systeme de congruences
e (7
Eﬂ.fk.mk: B.,_' (Hl{}(‘] l) ? k'—'

‘;".
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soit résoluble en nombres entiers pour des {§ quelconques, avec une
approximation a volonté, il faut et il suffit qu'on ne puisse pas résoudre
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précisément le systéme de congruences

Z G == 0 (mod 1)

f

en ncmbres entiers non tous nuls. »

MECANIQUE CHIMIQUE. — Surles formules de la Tonometrie et de la Cryoscopie.
Note de M. E. Arriis, présentée par M. Mascart.

« Dans une précéf]ente Communicalion (‘) nous avons montre com-
ment on pmwait tirer de la loi de van’t Hoft I'expression du pﬂtentiel de
chacun des deux corps engages dans une solution diluée. Nous avons

trouvé pour le potentiel %, du dissolvant

h; = H; - =, RT,

z, étant la proportion moléculaire du corps dissous dans le poids molécu-

laire du dissolvant.
» On déduit de cette expression les formules en usage dans la Tono-

métrie et la Cr}foscopie.

» Considérons d'abord un dissolvant trés volatil dent la vapeur, ayant Hj pour
potentiel, soit en équilibre avec la solution. On aura

(1) H;,=— H,— a; RT.

» Si l'on fait croitre de Az, Ia quantité #,, la variation de pression Ap nécessaire au
maintien de l'équilibre a température constante s'obtient en différentiant 'équa-
tion (1) considérée comme fonction de p et de ), ce qui donne

JH oH |
E ~ ) Ap = RT Az,.
ap ap
» Pour se placer dans les conditions limites que tendent a réaliser les expériences
e, ATy : . ; :
de Tonométrie, 1l faut supposer ;= o0, Az, = —> w étant le pords moléculaire du

corps a dissoudre et Awm le poids tres petit de ce corps réellement dissous; la formule
précédente devient alors

: Awm
(2) —(vo—¢9) Ap = RT —;

—

e _—— - = - = — — -

(') Voir Comptes rendus, séance du 8 aotit 1904, p. for.



