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Soit A, = o une valeur Lelle que 2, — = (—;I—) soit constamment positive, Caleu-
VA A\WVA

lons la constante ¢ (Picanp, Traité d’Analyse, t. 111) pour intervalle (a. ¢) et avec

: . = I o l B iy . : s
la fonction By(x) = A l}hu ( ) ] Sil'on ae=1, ), estla valeur cherchée de .
V VA
S1 ¢=1, on peut arriver a ¢ —1 de la maniére suivante : Supposons, par exemple,

—

VA \VA
de 2,, de maniére que B () reste positif dans (a, 4), ce qui est possible; comme pour

¢ >1; alors s1 nous faisons décroitre, dans B(x) — A [1. — ) ]: A a partr

B(z)=o0o0nac—=o, il résulte qu'il y a une valeur 3, pour laquelle ¢ —=1. L'équa-
tion (3) admet pour A — A, une intégrale z(.r) telle que s(a) —o0, z(b) = o et qui ne
sannule pas dans intervalle ; par conséquent (1) admet pour 2 — J, uneintégrale y ()
telle que y'(a) = y'(b) = o et y'(x) ne sannule pas dans (a. b).

Il. On peut employer une méthode encore plus simple et qui ne demande méme pas
que les dérivées de A(a) existent. Je démontre de la méme maniére que M. Picard
qu‘i[‘ y a une valeur 2’ de A pour laquelle (1) a une intégrale y,(z) telle que
Yi(a)=o, y;(b) =o0, de méme une valeur 1" et une intégrale y,(x) pour laquelle
yila) =o0, ya(b)=o0, y,(@), ya(2) ne s'annulant pas dans (a, &). On peut raccorder
ces intégrales en un certain point de (@, &) et pour une méme valeur de A, soit » — 4,.
On aura ainsi une intégrale y () de (1) pour A =1, telle que y'(a) =y'(b) =0 et
s‘annulant une seule fois entre @« et b, donl la dérivée, par conséquent, ne s'annule
qu'en a et b,

III. Nous venons de trouver par deux voies une valeur A, de A pour laquelle (1)
admet une intégrale y () dont la dérivée ne sannule qu’aux extrémités de I'intervalle
(@, ). Je vais prouver qu'il n'y en a pas d’autres. Supposons qu'il y ait encore la va-
leur 2, et I'intégrale y,(x). On a
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égalité absurde si A, =< },.

IV. Arrivés la, il est facile d’etablir, par un proceédé géométrique tout a fait sem-
blable & celui de M. Picard, quil y a une suite de valeurs de & pour lesquelles on a
des intégrales dont les dérivées s’annulent non seulement en @ el &, mais aussi dans un
certain nombre de points intermédiaires,

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur un theoreme de M. Borel. Nole de
M. F. Rigsz, présentée par M. E. Picard.

1. Le théoréme de M. Borel, qu'un ensemble dénombrable d’intervalles,
tel que chaque puint d'un intervalle af est 1ntérieur an moins a un inter-
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valle de I'ensemble, contient un ensemble fini d’intervalles jouissant de I
méme propriété, peut étre énoncé sous une forme plus génerale, en laissant
a part la restriction de la dénombrabilité de 'ensemble. Sons cette nou-
velle forme, le théoréme sert de base commune a plusieurs théorémes prin-
cipaux de la théorie des fonctions de variables réelles.

Pour démontrer le théoréme, soit ¢ un point de l'intervalle ab tel que
pour l'intervalle ac il y ait un ensemble fini, partie de I'ensemble infini
d’intervalles, tel que chaque point de I'intervalle ac soit intérieur au moins
a un intervalle de I'’ensemble fini. ¢ élant un tel point, chaque point de
I'intervalle ac I’est aussi; de méme chaque point intérienr a un intervalle
de I'’ensemble, auquel le point ¢ est aussi inlériear. Le point @ lui-méme
étant intérieur a un intervalle, chaque point intériear en méme temps &
cet intervalle et 4 I'intervalle ab pourra servir de point c. Nier le théoreme.
ce serait affirmer que, dans certains cas, il y aurait des points de l'inter-
valle ab, n’appartenant pas a la classe des points ¢. Or, ces points forme-
raient une seconde classe et les deux classes définiraient une coupure, dans
le sens de M. Dedekind, ayant pour point limite un point p de linter-
valle ab. Done, il y aurait un intervalle de I'ensemble, auquel le point p
serait intérieur; cet intervalle contiendrait des points de chacune des
classes, résultat qui serait absurde.

Applications. — 1. Le théoréme de Weierstrass, que pour chague fonction bornée
définie dans un intervalle ab 1l y a au moins une valeor de l'argument telle que pour
chaque intervalle interceptant cette valear la limite supérieare de la fonction sera la
meéme que pour tout lintervalle @b, résulte immédiatement de notre théoréme; parce
que, s'1l n’en était pas ainsi, chaque valeur de 'argument serait intérieure a un intervalle,
dans lequel la limite supérieure serait inférieure a celle dans 'intervalle @b alors il v
aurail un ensemble fini d'intervalles, recouvrant tout I'intervalle @b, tels que dans cha-
cun d'eux la limite supérieure serait inférieure a celle dans tout intervalle, ce qui
serait absurde.

2. Pour déemontrer le théoréme bien connu que ehaque fonetion continue est uni-
formément continue, on déterminera autour de chaque valeur de 'argument un nter-
valle pour lequel I'oscillation soit plus petite que le nombre donné =. L'ensemble de
ces intervalles contiendra un ensemble fini d'intervalles, tel que chaque point de I'in-
tervalle @b sera intérieur au moins 4 un intervalle de cet ensemble fini. Ces intervalles
auront des parties communes; soit ¢ la longuear de la plus petite de ces parties.
Alors, dans tout intervalle inférieur 3 & 'oscillation sera inférieure 4 =.

Il. Autour de chaque pointde I’ensemble complémentaire d’un ensemble
fermé contenu dans 'intervalle ab, on peut déterminer un intervalle ne
contenant aucun point de 'ensemble fermé. De la il suit que notre théo-

C. R., 1903, 1"r Semestre. (T. CXL, N° 4.) 20)
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réme et ses conséquences restent vrais, si 'on substitue a 'intervalle ab
un ensemble fermé quelconque.

Le théoréeme peut étre généralisé pour des dimensions quelconques. En
raisonnant de z a n + 1, on le démontrera d’abord pour un ensemble fermé
de points et pour un ensemble de domaines par exemple rectangulaires,
chaque point de l'ensemble fermé étant intérieur au moins a un des
domaines. De la, on passera aisément 4 un ensemble de domaines quel-
conques. (On appellera domaine chaque ensemble d'un seul tenant, dont
aucun point n’est point limite de 'ensemble complémentaire ). On énoncera
alors le théoréme :

Un ensemble de domaines tel que chaque point d'un ensemble ferme de
points est intérienr au moins & un domaine de I’ensemble, conlient tou-
jours un ensemble fini de domaines jouissant de la méme propriété.

De li on déduil aisément que, si pour un domaine D il y a un ensemble A
de domaines tel que chaque point intérieur a D I'est aussi au moins a un
domaine de A, l'ensemble A contiendra un ensemble dénombrable de
domaines, jouissant de la méme propriété. En outre, ce théoreme rencdra
des services dans la théorie du prolongement analytique.

MECANIQUE. — Sur la deéviation des graves vers le sud et sur la courbure
des lignes de force. Note de M. Mauvrice Foucui, présentée par M. H.
Poincare.

Dans la séance du 2 janvier, M. de Sparre a communiqué a I'"Acadeémie
des formules relalives a la dévialion des graves. Comme je me suis occupé
autrefois de la question et que je trouve des résullats différents, je demande
a ’Académie la permission d’y revenir.

M. de Saint-Germain (Nouyelles Annales de Mathematiques, 1833 ) et
M. de la Fresnaye se sonl déja inquiétés de 'effet de la courbure des lignes
de force. Le travail de M. de la Fresnaye a fait I'objet, a la Société astro-
nomique de France, d'un rapport de M. Caspari (Bulletin de la Societe
astronomuque de France, 1903, p. 175 et seq. ).

Le mouvement relatif du mobile est déterminé par trois forces : 1° 'at-
traction; 2° la force centrifuge; 3° la force centrifuge composée. Comme
les deux premiéres se composent pour former le poids du corps, il suffira
de considérer le champ de la pesanteur et la force centrifuge composée.
On traitera comme des infiniment petits : 1° la vitesse angulaire » du globe
terrestre; 2° la hauteur /4 et, par suite, la durée de la chute.



