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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les ensembles de fonctions. Nole
de M. Freneric Rigsz, présentée par M. Emile Picard.,

1. La plupart des méthodes fécondes de la théorie des ensembles de
points ne peuvent étre appliquées dans la théorie des ensembles de fonc-
tions. Cependant, en se bornant a4 des fonctions continues et a4 conver-
gence uniforme, deux analogies se présentent. D’abord, 'ensemble des
fonctions continues définies sur le méme ensemble parfait contient un
ensemble dénombrable partout dense, par exemple I'ensemble des poly-
nomes a coefficients rationnels. D’autre part, on peut faire correspondre a
tout couple de fonctions f,, /, un nombre (/,, /,) -0, le maximum de
l.fi *f.-
des deux proprieteés suivantes : a. I'ecart (/,,/,) n'est nul que s1 /| el £,
sont identiques; b. si f,, /., f, sont trois fonctions quelconques, on a
toujours ( f,, fa)=(fiofa) + ( fas 13-

Dans sa These (Paris, 1go6), M. Fréchet montre comment une méthode
bien connue de la théorie des ensembles de points peut étre généralisée

, que nous appellerons I'écart des deux fonctions et qui jouira

pour tous les ensembles présentant avec les ensembles de poluts les deux
analngiea ci-dessus, en particulier pour I’ensemble des fonclions continues
délinies sur le méme ensemble purfai[. Cette méthode consiste a delinir
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un ensemble dénombrable de domaines de fonctions de telle facon que la
condition nécessaire et suffisante pour que la fonction / soil fonction limite
de I'ensemble = de fonctions soit que chacun de ces domaines qui contient
la fonction £ contienne au moins une fonction de ¢ différente de /.

L’application la plus intéressante de cette méthode est, je crois, le
théoréme que chaque ensemble isole de fonctions continues est fint ou de-
nombrable. Le théoréme reste a fortiori vrai, si I'on admet la convergence
la plus générale. |

2. Envisageons l'ensemble de fonctions continues définies sur un en-
semble parfait. On dit que les fonctions f,, f, de I'ensemble sont ortho-
gonales si I'intégrale définie de leur produit pris sur 'ensemble parfait est
nulle. Un systeme orthogonal, c’est-a-dire un systeme de fonctions ortho-
gonales deux a deux, est dit complet, s’il n’y a pas de fonction continue
ﬂrthﬂgnnale par rapport a toutes les fonctions du 5}’5[&111&.

[’année derniére, dans une séance de la Société mathématique, a
Gottingen, M. E. Schmidt a énoncé le théoreme suivant : Tout systéme
orthogonal complet est denombrable.

Etant donné un systeme fint de fonclions continues, on construit aiseé-
ment une fonction continue, orthogonale par rapport a toutes les fonctions
du systeme. Alors un systeme orthogonal complet ne peut étre fini.
Ainsi, pour démontrer le théoréme de M. Schmidt, il suffit de prouver qu’'un
systéme orthogonal est fini ou dénombrable. Or, des propriétés définissant
la notion de systeme orthogonal on déduit que chaque systeme tel constitue
un ensemble isolé. Le théoréme de M. Schmidl est donc une application
du théoréeme sur les ensembles isolés. L.a démonstration donnée par
M. Schmidt, mais qu’il n’a pas publiée, repose, comme il vient de me
I'apprendre, sur des fondements tout a fait différents.

3. En admettant une notion plus générale de fonction que celle de fonc-
tion continue, est-ce que la méthode de M. Fréchet cesse d’étre valable?
Vraiment, si par exemple pour 'ensemble des fonctions de classes o et 1
on introduit la notion de I’écart définie comme pour les fonctions continues,
la notion de I'écart ne peut plus étre utilisée.

Est-ce qu'on doit chercher de nouvelles méthodes? Est-ce que le théo-
réme sur les ensembles isolés n’a pas son analogue pour une classe plus
geneérale de fonctions? Le concept de systeme orthogonal peut étre défini
pour la classe de toutes les fonctions bornées et intégrables sur le méme
ensemble parfait; soit qu'on admette la notion de I'intégrabilité donnée
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par Riemann ou celle de M. Lebesgue, le théoréme Je M. Schmidt peut-il
étre géneéralise?

Pour le théoréeme de M. Schmidt, on voit tout de suite une restriction
a faire sans laquelle la généralisation serait impossible. En admettant la
définition de I'intégrale de M. Lebesgue, il y a des fonctions de I'intégrale
nulle (c’est-a-dire des fonctions dont la valeur absolue intégrée sur I'en-
semble est nulle) sur chaque ensemble mesurable; alors il n'y aurait pas
de systeme orthogonal complet. On voit que, si I'on veut espérer obtenir
quelque résultat, il faut supprimer les fonclions de I'intégrale nulle; il
faul les regarder comme équivalentes a la fonction identiquement nulle.

En fait, si I'on regarde comme identiques deux fonctions dont la diffé-
rence est une fonction de l'intégrale nulle, on peut définir pour les fonc-
tions intégrables une notion de distance, genéralisation de la méme notion
pour les ensembles de points et qui jouira des propriétés analogues a celles
de I'écart. On appellera distance d( /,, /.) des fonctions f, et f, la valeur

absolue de \/ f( f, — /. )%, l'intégrale étant prise sur tout]’ensemble parfait.
On n’aura d( f,, f,) = o que si la différence f, — f, est une fonction de
I'intégrale nulle; et comme on le prouve aisément, pour trois fonctions
quelconques f,, f., fi,onad(f,, f.)=d( [, [3) +d([s, [s)-

Je me bornerai a 'ensemble des fonctions bornées et integrables au sens
de M. Lebesgue, définies sur l'intervalle o...27. Les raisonnements se
généraliseront sans difficulte. Je dirai que la fonction f est fonction limite
de I'ensemble E de fonctions, si la limite inférieure de ses distances par
rapport a I'ensemble E est o. Les fonctions donl la différence est une fonc-
tion de l'intégrale nulle seront en méme temps fonctions limites ou non
par rapport au méme ensemble. En les regardant comme identiques, la
définition donnée de la fonction limite permetira de faire usage de la
méthode de M. Fréchet. En fait, les séries trigonométriques finies de coef-
ficients rationnels forment un ensemble dénombrable partout dense, a
I"aide duquel on définira un ensemble dénombrable de domaines de fonc-
tions ayant, par rapport au nouveau principe de condensation, les mémes
propriétés que celles dont se sert M. Fréchet. Or, en appliquant le mé-
thode de M. Fréchet, on sera en outre conduit au résultat : Un ensemble
de fonctions bornées et intégrables ne contenant pas deux fonctions qui ne
different que pour un ensemble de mesure nulle et ne contenant aucune fone-
tion limute, est fini ou denombrable.

4. Pour généraliser le théoréeme de M. Schmidt, on réservera la défini-
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tion de l'orthogonalité ; on fera la restriction qu'un systéme orthogonal ne
contienne aucune fonction de I'intégrale nulle. On définira le systéme
orthogonal complet, comme un systéme tel qu'il n’y a pas de fonction
autre que les fonctions de l'iul_égrale nulle, orthogonale par rapport a
toutes les fonctions du systéme. Aprés ces restrictions, le théoreme reslera
valable pour notre classe élendue de fonctions.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les equations dyférentielles du second ordre
et du premier degré dont Uintégrale générale est a points critiques fixes.,
Nole de M. Gamsier, présentée par M. Painleve.,

Dans une Note précédente (18 juin 19o6) j'ai annoncé que je proceédais

4 une revision minutieuse des Tableaux dressés par M. Painlevé pour les

équations y"= R(y', ¥, ¥), o R est rationnel en y el y et anal}rtique
[(x)y + m(x)

en x. Je rappelle que, par une transformation Y = —_— y ces
ple)y+q(x)

équations peuvent étre ramenées a la forme
VEERCY, VB (Y, R )Y - C(Y, X)

ou A est l'une des huit Exprus:aimlﬁ quTin{Iir_]ue M. Painlevé dans son Mé-

moire ( Acta mathematica, 1go2, p. 30).
:

l.es Tableaux de M. Painleve relalifs au cas A = o et au cas A = y sont
complets; mais dans l'application de sa méthode, M. Painlevé avait laissé
i . = . | I sy = @ v
échapper certaines équalions du cas A = (l —- }_E) v; J'al énumeéré ces

équations dans deux Notes des Comptes rendus (18 et 25 juin 1906).

Comme les résultats de la discussion de ce troisieme cas jouent un role
essentiel dans la discussion des cinq cas suivants, cetle omission en
entraine d’autres dans ces cinq cas. Je vais les énumeérer ici pour

I I I I I I
AL:E\ : o, f_’:!_ 1—:}(,1:-}'-\__1 -+ \—_H)i-
Casou A(Y, X) = -r]‘i' g '_ s [/ne transformation préalable Y =y,

r=MX)ou Y= ,::?, x — 2(X), ou % est une fonction algébrique des coef-

ficients de I’équation proposée, permel de ramener cetle équation a 'un
C. R., 1906, 2* Semestre. (T. CXLIII, N* 20.) 08



