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Korollar: Fiir ein reelles Klassenpaar (K), (’K) und nur fiir dieses
betrigt die Summe der Anzahlen der 1. u. ,eigentlichen® iberall endlichen
Integrale n(s — 2), oder m. a. W. das Periodenschema wird quadratisch.)

SchiuBbemerkung.

Durch die in § 7 gegebene Charakterisierung ist die wichtigste
und seit dem Erscheinen des Riemannschen Fragmentes: ,Zwei allge-
meine Sitze fiber lineare Differentialgleichungen®, Ges. Werke, 2. Aufl.
1892. 8. 379ff offen gelassene Frage in der einfachsten Weise beant-
wortet und dasselbe zu einem gewissen AbschluB gebracht.

Eine ausfiihrlichere und tiefer eindringendere Theorie der Elemen-
tarfunktionen und Differentiale, bei der sich alle Zusammenhinge zwi-
schen denselben — soweit sie arithmetischer Natur sind — ergeben
werden, fiihre ich in einer Reihe folgender Arbeiten durch.?)

Uber Integration unendlicher Folgen.

Von FriepricE Riesz in Kolozsvar.

Ich teile hier einen elementaren Beweis fiir den Osgoodschen Satz
mit, nach welchem jede beschrinkte Folge von lings eines Intervalls ab
stetigen Fumktionen f,(x), die gegen eine ebenfalls stetige Grenzfunktion
f (%) konvergieren, gliedweise integriert werden darf.®) Ich kam zu diesem
Beweise im Laufe von Untersuchungen fiber die Grundlagen der Le-
besgueschen Integrationstheorie, {iber die ich an- anderer Stelle be-
richte.#) Bekanntlich spielt in dieser Theorie der entsprechend er-

1) 8. A. Hirsch, Uber bilineare Relationen zwischen den Perioden der Integrale
reziproker Formenscharen, Math. Ann. Bd. 54 (1901) S, 241 und O. Haupt, Bemerkung
iber gie Integrale Riemannscher Funktionsscharen, Sitz.-Ber. d. Heidelberger Ak.
d. Wissensch. Math. Klasse, Abt. A. Jahrgang 1914, 8.9.

2) I. Die Elementartheoreme und die Vertauschungstheoreme 1. Ordnung bei
den Riemannschen Transzendenten. Berlin, 6. Juni 1917. — II. Funktionen- und
zahlentheoretische Analogien. Berlin, 27. Juni 1917, — III. Neue Beitriige zur
Charakterisierung der Riemannschen Transzendenten. Berlin, 4. September 1917. —
IV. Die Vertauschungstheoreme bei den Riemannschen Transzendenten. Berlin,
26. September 1917. — V, Die Reduktions- und Reziprozitdtstheoreme bei den
Riemannschen Transzendenten. Berlin, 24. November 1917.

8) W. F. Osgood, Non-uniform convergence and the integration oy series term
by term, American Journal, vol. XIX (1897), p. 166—190. .

4) F. Riesz, Sur Vintégrale de Lebesgue (erscheint in den Acta ma.themahoa),
vgl. auch die Note Sur quelgues points de la théorie des fomctions sommables,
Comptes rendus. le 4 mars 1912,
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weiterte Satz!) eine #uBerst wichtige Rolle; dagegen finde ich, daB dem
Osgoodschen Satze seinerzeit keineswegs jene Wiirdigung und Ver-
breltung zuteil wurde, die eine derart einfache Vera]lgememenmg von
klassischen Sitzen, welche auch noch den Elementen der Analysis an-
gehort, sicher verdient hitte. Es diirfte dies besonders daran gelegen
sein, daB der Verfasser seinen Satz inmitten von verwandten Frage-
stellungen etwas verborgen darstellte.

Um den Beweis zu fiihren, bemerke ich erstens, daB der allge-
meine Fall sich unmittelbar auf jenen zurtickfiihren 1d8t, wo die Funk-
tionen f,(z) simtlich nicht-negativ sind, wihrend f(x) identisch gleich
Null ist. In der Tat folgt aus der Annahme

- @) <@ =13, )
auch |flx) | £ G und somit |f,(z) —f(x) | <2G;
da ferner aus f.(@) — f(z) auch |f,(z) —f(x)|—0

folgt und mit den £,(#) und f(2) zugleich auch die Funktionen
| fo(@) — f(z) | stetig sind, so sind die spezielleren Voraussetzungen
fir die Folge {|f, —f|} erfillt; gilt daher der Satz unter diesen
spezielleren Voraussetzungen, so hilt das Integral von |f,(x) — f(2) |
gegen Null, woraus sich dann auf Grund der Abschitzung

S@ds— [f@is| =| [(fuo — fands| < [1f.0) 1) | o

b b
die Grenzgleichung ﬁ‘" (x)dx — ﬁ' (x)dz  ergibb

Es bleibt uns somit zu zeigen, daB fiir eine beschriinkte Folge
. stetiger, nicht-negativer Funktionen f,(z), die lings des Intervalls ab
gegen Null konvergieren, die Grenzglelchung

ff (x)dz — 0

besteht. Wir machen zuntichst auch noch die weitere emschrankende
Annahme, daB fir alle n £, ,(2) <f,(2)

sei, d. h. daB die Folge monoton abnehme. Dann ist nach einem Satze
von Dini~die Konvergenz eine gleichmiBige und.somit die gliedweise

1) H. Lebesgue, Intégrale, longueur, aire, These, Paris 1902 (emhxen auch
in_den Annali di Matematica, ser. 8, t. 7, p. 231—859); Lecons sur Pintégration
Paris 1904, p. 114. — Fir den Fall Riemannscher Integrierharkeit der apftreten-
den Funktionen wurde der Osgoodsche Satz schon von C. Arzeld vera.llgememert:
Sulle serie di funzioni (parte seconda), Memorie Accad. Bologna 1900, p. 701—744,
vgl. speziell p. 728/4. Der obenstehende Beweis 148t sich leicht auf den Arzeld-
schen Satz ausdehnen.
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Integration gestattet. Ohne den Dinischen Satz kann man so schlie-
Ben: Die Integrale bilden eine monoton abnehmende Folge von
nicht-negativen Zahlen und streben daher einem Grenzwerte I, >0
zu. Teilt man das Intervall ab in zwei gleiche Teile, so gilt das-
selbe fir beide Teilintervalle, und es ist fiir wenigstens eines der-

selben der entsprechende Grenzwert I, g%. Durch fortgesetztes Hal-

bieren ergibt sich eine unendliche Folge ineinander geschachtelter In-
tervalle, die auf einen einzigen Grenzpunkt z* zusammenschrumpfen;
fiir alle diese Intervalle sind die entsprechenden Grenzwerte

I
Lz
Es sei nun andererseits ¢ eine beliebig klein gewiihlte positive GriBe;
dann gibt es infolge der Voraussetzung f,(z) — O eine Zahl » derart,
daB
) ful@) <5

ist; ferner gibt es zufolge der Stetigkeit von f,(#) eine Umgebung
2 —0<x<a*+ 0 von «* derart, daB fiir alle Punkte x dieser Um-

gobung @)~ @ | <5
wird. Dann ist auch fiir alle Punkte « der Umgebung

Nun sind aber die oben betrachteten Intervalle fir geniigend groBe

Werte k& in der Umgebung (2* — 0, 2* + 0) enthalten; daher ist fiir

dieselben I < ab —a

Somit ist auch §°,; LI < s!’—:;kl,

d. h. I, < &(b —a). Da & beliebig klein gewiihlt werden darf, wéhrend
I, eine feste nicht-negative Zahl ist, so folgt hieraus I, = 0. Damit
ist dey betrachtete Spezialfall erledigt.

Es sei nun allgemein {f,(x)| eine beschrinkte Folge stetiger
nicht—negativer Funktionen, die lings des Intervalls ab gegen Null kon-
vergieren.  Wir bezeichnen -mit £, (z) (wo m < n) jene sicher stetige
Funktion, deren Wert an jeder Stelle glemh ist dem groﬁten unter
den Werten f,(2), fp+1(®), ... f,(#). Das Integral lings ab von f (x)
bezeichnen wir mit I),. Halt man m fest und 1Bt » ins Unendliche
wachsen, so bﬂden dxe Zahlen I" eine steigende Folge, die sicher be-
schriinkt ist, da mit den f,(z) zugleich auch die f7(2) un_tor_halb einer
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Schranke G liegen und dsher I < (b — @)@ ist. Somit hilt jeme
Folge gegen einen Grenzwert J,,. Da nun f, <f ist, so ist auch ihr
Integral <I"<J, . Gelingt es daher zu zeigen, daB

J,—0,

b

so folgt daraus auch ﬁ‘m(w)dac — 0,

d. i. die Behauptung unseres Satzes.
Es sei nun o eine beliebig kleine positive GriBe, und es sei

n == n, eine Zahl, fiir welche I > J;, — % ist, z. B. die erste solche Zahi,

es sei dann # = #, eine auf m, folgende Zahl, fiir welche I > J; — %

ist und so fort, allgemein n=mn, eine auf n,_, folgende Zahl, fir
welche r>J — 2,,. wird. Endlich bedeute g, (x) jene sicher stetige

Funktmn, die an jeder Stelle 2 gleich dem Kleinsten unter den Wer-
ten /7'(2), f3*(2), ..., fi"(«) ist. Ich behaupte, daB

fgm(w)dw>J (1 —0) > T

xst Fiir m =1 ist die Behauptung auf Grund der tiber I;* gemachten

Voraussetzung richtig, da doch g¢,(z) = f;*(x) ist. Es geniigt somit,
von m — 1 auf m zu schliéBen. Nehmen wir also an, es sei

fym 1(2)de > J,y — (1"27.1-‘-'1')'

Da die Funktlon 9n(@) an jeder Stelle z gleich dem kleineren unter
den beiden Werten g, ,(z) und f;"(), also auch gleich der Summe
der beiden Werte vermindert um den groBeren unter ihnen ist, wih-
rend dieser groBere Wert wegen g _, («) <[~ («) keinesfalls den
groBeren der beiden Werte /™7 '(x) und f,™(x), das ist den Werd
von fom (x) iibersteigt, so ist

In(®) 2 9y (@) + (@) — £, (2);

die entsprechende Ungleichung besteht auch fir die Integrale dieser
Funktionen, woraus auf Grund der Ungleichungen

b
fgm-1(5)dw>qm—1“6(l*§a'1:?)’ I”m>J '"2m’ m;ng 1
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die zu beweisende Ungleichung folgt:
fym(w)dx> m—-1" (1 '_'2,,,1_1) +Jm’°’2_6r;g~Jm-l

_Jm-a(1—£n-,)>.7m--a.

Nun aber bilden die Funktionen g, (%) eine monoton abnehmende
Folge, und zwar da g, () < f,™(x) = f,(x) ist, wo » fiir jeden Wert
« eine (im allgemeinen von z abhiingende) Zahl > m, nimlich eine der
Zahlen m, m + 1, - - -, n, bedeutet, so folgt aus f, () — 0 auch

In(®) — .
Wir befinden uns daher in dem oben erledigten Spezialfall, und das
Integral von g, () hilt daher gegen Null. Auf Grund der soeben be-
wiesenen Ungleichung folgt daraus, daB auch

J,—a
unter _]ede positive Zahl, speziell also auch unter ¢ herabsinken muB,
daB somlt flir geniigend groBe m sicher

J, <26
wird. Da die J,, nicht-negativ sind und 6 beliebig klein gewshlt werden
darf, so folgt schlieBlich J,—0

und damit die Richtigkeit des Osgoodschen Satzes.
Der Beweis gilt auch, ohne wesenthche Anderung, fiir Funktionen
von mehreren Vera.nderllchen

Einfaches Beispiel einer stetigen, nirgends differenzier-
baren Funktion.
Von KonNrap KnoPP in Berlin-Lichterfelde.

G. Faber hat im 16. Bande dieser Berichte (1907; S. 538) ein
iberaus einfaches und besonders fiir Vorlesungszwecke geeignetes Bei-
spiel einer stetigen nirgends differenzierbaren Funktion gegeben. Immer-
hin hat es gegeniiber dem klassischen Beispiel von WeierstraB den
Nachteil, von einer kiinstlichen Funktion, nimlich der durch

z, m 0Lz}
v fla) = [l—x, in 1g,aa<1
und die Perlodlzxtatsbedmgung f(z + 1) = f(x) definierten Funktion
auszugehen. Faber zeigt dann ndmlich, daB -

L y=F@= )
v=1

durchweg stetig, aber nirgends differenzierbar ist.



