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A tétel alkalmazhatosdga kiilonosen nyilvanvalo a fiiggvény-
analizis azon problémdindl, melyek természetszeriien vezetnek
egy orthogonalis fliggvényrendszerhez ; ilyen problémdk példdul
azok, melyek egy-egy els6 vagy mdsodfaju linedr integrdlegyen-
letlel fiiggnek ossze.® A tétel alkalmazasi kore azonban sokkal
tagabb. A tétel ugyanis tdkéleles kapcsolatol lélesil az dssze-
tarté nigyzetdsszequ, megszdmldlhaltoan véglelen sok wvdltozo
elmélele és a fuaggvényanalizis megfeleld feladatai kizl. Ennek
a legulolsé néhdany évben hatalmasan kifejlodott elméletnek *
minden egyes eredménye egy tetszésszerinli normailt, orthogo-
ndlis, teljes fiiggvényrendszer kozvelitésével tételiink alapjan
egy egy, a négyzetiikkel egyiitt integralhato fiiggvényeket illei6
eredménybe viheté 4t.®

Ezen az alapgondolaton épiilt fol a tételnek az az elsé
bizonyitasa is, melyet idézett dolgozatomban vazoltam. Fél-
hasznillam ugyanis azt a tényt, hogy a megszamlilhatéan
végtelen sok vdltozo analizisének egy, az orthogondlis szub-

1 L. E. PicArRD : Quelques remarques sur les équations intégrales de
premiére espéce et sur certains problémes de Physique mathématique,
Paris, Comptes Rendus, 14 juin 1909; Sur les équations intégrales de
premiére espéce, C. R. 28 juin 1909 ; Sur un théoréme général relatif
aux équations intégrales de premiére espéce et sur quelques problémes
de Physique mathématique, Palermo. Rendiconti, t. XXIX (1910). G. LAcrI-
CELLA : Sull’ equazione integrale di I° specie, Roma, Rendiconti Accad.
dei Lincei, vol. XVIIL, serie 52 (1909) pp. 71—75.

2 D, HiLBERT : Grundziige einer allyemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen, 4. u. 5. Mitteilung, Géttingen, Nachrichten 1906, pp.
157—227, 439—480; tovabba HELLINGER, ToEpPLITZ, ScHMIDT, HiLB, WEYL stb.
dolgozatai.

3 F, Rigsz: Uber orthogonale Funktionensysteme, 1. cit.; Sur les systé-
mes orthogonaux de fonctions et I'équation de Fredholm, Paris, Comptes
Rendus, 8 avril 1907 ; Sur wune espéce de géométrie analytique des fonc-
tions sommables, C. R., 24 juin 1907 ; M. FrécHET : Sur les ensembles de
‘fonctions et les opérations linéaires, C. R., 24 juin 1907; Essaw de Géo-
métrie analytique @ une infinité de coordonnées, Nouvelles Annales, S. 1V.,
t. VIII (1908), pp. 91—116, 289—317 ; M. PLANCHEREL: Note sur les équa-
tions intégrales singuliéres, Pavia, Rivista di Fisica, Matematica e Scienze
Naturali 1909, pp. 37—53; Uber singulire Integralgleichungen, Mathe-
matische Annalen, Bd. 67, pp. 5b15—518.
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sztituezio megforditasat illeté. szép eredménye alapjan a tétel
barmely orthogonalis fliggvényrendszerre érvényes, ha csak ér-
vényes egyetlenegy teljes rendszerre. Teljes a rendszer, ha nin-
csen olyan fiiggvény, melynek négyzetintegralja =0 és a mely
a rendszer minden fliggvényére orthogonédlis. llyen rendszert
alkotnak példaul a (0, 27) szamkézon az

E COS & 2x - sin 2x
— COS &, 2% —= 1 i
vz 1/ 7 1/ ™ VvV
a Fourier-féle sorokndl szereplé figgvények; tgy hogy vég-
eredményben a tétel bebizonyitisa arra redukalodott, hogy az

Osszetarto négyzetosszegli egyitthatokkal formadlisan képezett
Fourier-féle sor szamdra valamely dsszegezd eljdrdst taldljak,
mely azutdn az illet6 egytitthatokhoz tartozo figgvényt szol-
galtassa. Két ismert eljarasra sikeriilt megmutatnom, hogy az
adott esetben czélra vezetnek. Az egyik a Riemann-féle: a sor
formalis integralisa, az integralfiggvények Osszegezése és az
osszegfiiggvény differenczialisa; a masik pedig a

Z (ay cos g+ by, sin ne)

harmonikus faggvény az = =1 koérén valo hatarértékeinek
képezése.

Kevéssel a tételre vonatkoz6 els6é dolgozataim megjelenése
utan FiscHer, a ki a tételt tolem figgetleniil ismerte f6l, annak
egy 0j, egyszeri ¢s érdekes bizonyitasit kozolte." Fiscuer a
tételt mint a 6. fejezetben ismertetendé tétel egy esetét fogja
fol; ez a tétel egyébként, bar tételiinknél bizonyos tekintet-
ben dltalanosabb, arra kénnyen visszavezethetd. Fiscuer bizo-
nyitasa kiilonben lényegben tigy jellemezheté, hogy 6 LeBescuk
egy kevéssé ismert tételének alkalmazasdval megmutatja, hogy
a Riemanx-féle eljards (integraczié, osszegezés, differenczidlas)

1 E. FiscHER : Sur la convergence en moyenne. Paris, Comptes Rendus
13 mai 1907.

12*
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bizonyos a Fourier-féle sorokat feldlelé dltaldnosabb sortypus-
nal is czélra vezet.

Jelen dolgozatban a vazolt eredményeket 1j vilagitisban
mutatom be. Kiilonosen két, itt még f6l nem emlitett fogalom
jatszik majd fontos szerepet. Az egyik a négyzetiikkel egyiitt
integrdlhato fiiggvények osztalyara értelmezett linedris fiigg-
vényoperdczto  fogalma. A linedris fiiggvényoperdcziorol a
4. fejezetben bebizonyitom azt a kiillonosen a fiiggvénytransz-
formdcziokrol késébb kozlendd  vizsgdlataimban fontos tételt,
hogy annak értéke mindig muint eqy csupdn az operdezictdl
figgd figgvény és az operdczid tdrgydt képezd figguény szor-
zatdnalk integrdlja dllithaté el6. Ebbol a tételbdl, mely kiilén-
ben tételem segitségével ugyancsak a végtelen sok valtozéd
analizisének egy megfelelé eredményébdl is? szdarmaztathats,
konnyen kovetkezik a Fiscuer-féle és vele az abban foglalt
speczidlisabb tétel is. A masik fogalom, mely a teljesen foly-
tonos fliggvényoperdcziok vizsgdlatanal jatszik donté szerepet,
az integrdlra (egyszeriien) vald dsszelartds fogalma (7. fejezet).
Erre nézve 16bhek kozt egy a Borzano-WEIERSTRASS-féle tételhez
hasonlito [élezési tétell szarmaztatok, melybél a Fiscuer-féle
tétel ismét nagyon egyszerti modon kovetkezik. Taldn f6los-
leges is mar kiemelnem, hogy ez a tétel ismét csak szarmaz-
tathatd ngy is, hogy elsé téleliinkel a végtelen sok valtozo
analizisének egy megfelelé6 eredményével kombindljuk.

A jelen dolgozatban alkalmazott mdédszerek egymishoz valo
viszonya kiilonésen akkor domborodik ki, ha eredményeinket
olyan [LP] figgvényosztilyokra akarjuk kiterjeszteni, melyekre
|f(x).7’ integralhato. Ha p>1, ugy ezen modszerek segitségé-
vel 6sszes eredményeink — a dolgozat élén allo tétel kivéte-

lével — megleleld értelmezéssel az [L.P] osztilyra dtviheték.
A mi azonban a megszimlalhatéan végtelen sok viltozo ana-
lizisével valo kapesolatot illeti, az a mint p==2, mar csupdn

1 E. Heuinger u. O. Toepnirz :  Grundlagen fiir eine Theorie der umn-
endlichen Matrizen, Gottingen, Nachrichten 1906, pp. 351— 335.
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az analogidra szoritkozik és az analog eredmények tébbé
egymasba kozvetleniil at nem viheték.

A dolgozatunkban ismertetett eredmények egyébként kiter-
jeszthetok tobb valtozo fiiggvényeire is;* kiterjeszthetok tovabba
valos viltozok Fkomplex fiiggvényeire is, mindenesetre csak
olyképen, hogy a négyzel helyébe az abszolut értél négyzete
lép és az orthogonalités is ennek megfeleléen ugy értelmez-
tetik, hogy az egylk fiiggvény és a masikhoz konjugydlt figg-
vény siorzatintegrélja 0. Erre az utébbi, semmi nehézséget
nem okoz6é dlaldnositasra egy kévetkezd alkalomnmal lesz kiilo-
nosen sziikségiink, a midén majd az dltaldnos linedris integral-
egyenletrendszer targyalasdval kapesolatosan egy a FrepmoLm-
féle egyenlet dltaldnositisat képezé | komplex paramétertél
fliggé fiiggvényegyenletet vizsgalunk.

1. Egyenlétlenségek és integralhatosagi tételek.

Jelentse [L?] azon az (a, b) kozon értelmezett fiaggvények
osszessoget, melyek négyzetiiklel eqyutt lereseur szerint in-
tegralhatok.

A

E n n n

(Yab2=>a} Y b}

=1 i=1  i=1
Cavcuy-féle egyenl6tlenség segitségével az integral értelmezé-
séb6l konnyen kovetkezik barmely két az [L*] osztilyba tar-
tozo [(x). g(x) figgvényre az f(x)g(x) szorzat integrdlhato-
sdga és az

[ f f@) g (@) de)* = f [f @) | [y () 2d, )
m

az (¢, b) koz barmely mérheté M részhalmazira érvényes
Scuwarz féle egyenlétlenség. A szorzat integralhatosigdabol
kovelkezik azutan, hogy az [L®] osztilyba tartozo fiiggvények

1 L. pl. idézett dolgozataim kozill a Sur les systémes orthogonaux de
fonetions et U'équation de Fredholm czimiit.
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barmely homogén linedris kapesolala is az [L*) osztdlyba tar-
tozik. A Scuwarz-féle egyenl6tlenség alapjan kénnyen szér-
maztatjuk a linedris kapcsolat négyzetintegraljanak értékelésére
szolgalo :

[[(Sefi@rdalf <3 o] [ [ i @dalt (2)
o 1=i i=1 T

egyenlétlenséget. A (2) alatti egyenl6tlenség speczidlis esete
(n=2; c,=c,=1; f,(@={f(x)—g (), f,(@)=g(@)) az

[ @—g @l =[ [(f@)dal — [ [ [g@rdzl  )3)
M. S m : m

egyenldtlenség.”

2. Integralhato figgvények sorozatai. A hatarfiggvény
integralhatosaganak foltételei. Alkalmazasok.

Ha az (a, ) kézon értelmezett [, (), f,(x), ... fiiggvények
mérhel6k és az {f.- (a;)} fiiggvénysorozat &ltaldban, vagyis leg-
feljehb egy O-mértéktd halmaz kivételével, az f(x) fiiggvény
felé konvergdl, akkor ez az utobbi figgvény is mérhet6.? Ellen-
ben az f;(x) fiiggvények integrilhatdo voltabol még nem kovet-
kezik, hogy az f(») hatarfiiggvény is integralhato.

A hatarfiiggvény, illetéleg a fiiggvénysorozat integralhato-
sagdnak azok a kritériumai, melyeket maga Lesescue”fejtett ki,
ezen dolgozat czéljaira talsziikeknek bizonyultak. LEBEsGuE leg-
altalanosabb kritériuma, melyben a tébbi bennfoglaltatik, fél-
teszi egy integralhatd majordns figgvénynek, vagyis egy olyan
pozitiv integralhato fiiggvénynek a létezését, melynél (abszolut
értékre nézve) a sorozat egyetlen fiiggvénye seholsem (illetéleg
legfeljebb egy O-mértékii halmazon) nagyobb.?

Dolgozatunk czéljaira nagyon hasznédlhatonak bizonyul a

1 L. E. FiscHER : Sur la convergence en moyenne, 1. cit.

2 H. LEBESGUE: Legons sur lintégration ete. p. 111,

3 H. LeBesGue: Sur la méthode de M. Goursat pour la résolution de
I'équation de Fredholm, Bulletin Soc. Math., t. 36 (1908), p. 11.
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kovetkezé tétel, mely azonkiviil, hogy a hatarfiiggvény integral-
hatosdganak egy elegendé krilériumat adja, egyszersmind meg-
engedi a hatarfiiggvény integraljanak egy, bar nem pontos, de
sok esetben kielégité lebecslését.

Ha a nem megativ, integrdalhatd [;(x) [agguvények sorozata
dltalaban az f(x) figguényhez tart és ha e mellett létezik
olyan G szdm, hogy valamennyi f;(x) figguényre

b
ffi (de= 16,
akkor az f(x) figguény is integrdlhato és
b
f flydre= (G

Ezt a tételt — kissé mds formdaban — elészér Farou fogal-
mazta meg és bizonyitotta be és pedig azzal a, mint latni
fogjuk, folosleges megszoritissal, hogy az f[;(x) fiiggvények
hatdroltak; az [(x) figgvény hatarolt voltdt azonban Fatou
sem tételezi fol."

Egyébként tételiinket ugyis félfoghatjuk, mint tetszésszerinti
integralhato fuggvényekre vonatkozo tételt, a melyek tehat
nincsenek a «nem negativ» foltételnek alavetve ; azonban ebben

az esethen az fi(x) és f(x) fiiggvények abszolut értékeinek
b

integraljai szerepelnek; természetesen f[f(/t;) dx megbecslése
b

a fortiori ]ff(x) dz| megbecslését is szolgiltatja.

Miel6tt aa tételt bebizonyitjuk, elére bocsatjuk a kovetkezd
megjegyzést : Minden mérhet6 fiiggvény, ha egyszersmind hata-
rolt is, okvetlentl integralhaté; ellenben a nem hatdrolt mér-
heté fiiggvények nem mindig (mondhatndank: altaldban nem)
integralhatok. Annak a foltételét, hogy valamely mérheté nem
hatdrolt fiiggvény integralhato, valamint integraljanak értel-

1 P, Fatou : Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Mathe-
matica, t. 30, p. 375.
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mezését sokkal egyszeriibben fogalmazhatjuk meg. ha a hata-
rolt fiiggvényekre értelmezelt integralfogalombol indulunk ki,
mintha csupan a mérheté halmaznak és mértékszamanak fogal-
mat veszsziik alapul. Ha ¢>d és f(¢, d; @) jelenti az

i f (@)= c,
fle, d; ) =) d=f@) =c,
d f(x) <d,

eldirasok dltal értelmezett f(x)-szel egyidejileg mérhetd, de
mindenesetre hatdrolt fiiggvényt, akkor f(x) integralhatosiga-
nak foltétele a

llm ff i) da

d——oc

hatdrérték létezése; egyszersmind ez a hatarérték értelmezi
az f(x) fiiggvény integraljat. Nem negativ fiiggvény esetén ez
a hatarérték azonos a

hm ff 0; a)de

értékkel.

Tételiinket ezek utdn a koévetkezé modon bizonyitjuk be:
Az [i(c, 0; x) fiiggvények dltaldban az f(c, 0; x) fliggvényhez
konvergdlnak. Mivel tovabba az fi(c, O; x) fiiggvények Osszes-
ségukben hatdaroltal és igy Leseseue kritériuma alkalmazhato,
azért

b
[fi 0; ) de=1lim [fic 0; 2)dz= G,
és pedig ¢ minden értékére. Vagyis
b
ff(c, Ozt
c-nek monoton, G-nél sehol sem nagyobb fiiggvénye. Tehat a

b
lim [, 0; x)dx
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hatarérték létezik, = G; ennélfogva f(x) integralhatd és inte-
grilja = G.

Alkalmazzuk tételiinket a {_f/i (m)} fliggvénysorozatra, melyrél
folteszsziik, hogy négyzetiikkel egyetemben integralhaté fiigg-
vényekbdl all, hogy ezen fiiggvények négyzetintegriljai mind
= egy G* szamnal; és végre hogy a fiiggvénysorozat altala-
ban (vagyis legfeljebb egy O-mértékéi halmaz kivételével) egy
g (x) fiiggvény felé tart. Akkor tételiink szerint a [g(x)]* fiigg-

vény integrdalhato és
b

f[g @))% dxe = G2
Maga a ¢(x) fiiggvény mérheté fiiggvények hatarfiiggvénye,
tehdt szintén mérheté fiiggvény; és mint ilyen, minthogy négy-
zele integrilhaté, maga is az.
Meg fogjuk mutaini, hogy bdrmely az [L?* osztalyba tar-
tozo h (x) fuggvényre
b b
j g @) h (@) dz =lim | g; (@) h («) da. (%)
a =y
Jelentsen ¢ tetszésszerinti pozitiv szamot. Mivel a ¢| h (@) |
fiiggvény, mely az Osszes

gile, —c; @) h(x)

fiiggvények majordans fiiggvénye, integralhato, azért Lepescue
kritériuma alapjin

b
lim [[g(c, —¢; ®)—gi(c, —¢, 2)] h (@) da = 0. (5)

Jeldljik Me-vel, ill. M,, -vel a [|g @) |> ¢, ill. [|gi @) |> ¢

halmazokat. Mindkét halmaz mértéke = Pk A Scuwarz-féle
és a (2) alatti egyenl6tlenségek alapjan tehat
b
[Jlg@—g, —c; @ h@de] =<
= [lg@—g(e, —c; 2)Pdx [ (h(@)*de =4G* [[h@)dz ()
Me Me Me
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és

b
[ [lgi@—ygi(c, —c; )] h(@) da S 4G [[h @))*de.  (7)

Me, §

Jelentsen ¢ tetszésszerint kicsiny pozitiv szamot. Hatarolt
h(x) fiiggvény esetén trividlisan kéznélfekvo, ellenkezd esetben
pedig az integrdal fenti értelmezésébél konnyen kovetkezik,
hogy ha csak c¢-t elegendé nagynak valasztjuk, tigy minden

=

olyan halmazon, melynek mértéke ;z;-, a [h(x))* fiiggvény

integrélja <<e. Jelentsen ¢ ilyen elegenddé nagy, meghatédrozott
értéket. Az (5) alatti hataregyenléség folytan akkor megadhatéd
olyan % szém, hogy minden i>/-ra

b .
U [g(c, —¢; ®)—gile, —c; 2)] h(x) (,I:w:]2 < e, (8)

«

(6), (7) és (8)-bol a (2) alatti egyenlétlenség alapjan, mivel még

f (h(@)]%dx < e, f [h @)i%dz < e
Me Me,
az

b
[ [ 19 @)—gi @) h @) de] < (1+46)%

a

minden ¢>/ta érvényes egyenldtlenség és ezzel a (4) alatti
hatdregyenldség is kovelkezik.!

1 A (4) alatti hataregyenldség kiillonben Viraur egy tételének alapjan,
mely konvergens sorok tagonkint val6 integralhatosaginak foltételét szabja
meg, szintén konnyen igazolhato. ViTanr tétele szerint a konvergens sor
akkor és csak akkor integralhat6 tagonkint minden rézhalmazon, ha min-
den pozitiv & szamhoz megadhaté olyan pozitiv §, hogy ha csak az
(g, by)seen, (o, by) "'k6z6k hosszainak Osszege <4, ugy barmely részlet-
osszegnek e kozokon vett integraljainak Osszege abszolut értékre <&

Virawr tételét csak hatarolt fiiggvényekre fogalmazza meg és bizonyitja
be; ez a megszoritas azonban épen nem lényeges és a bizonyitasbhol
kénnyen kikiiszobdlhetd.

Annak a ténynek a bebizonyitasara, hogy a g (x) hatarfiggvény az [L%]
osztalyba tartozik, Vitani kritériuma természetesen nem alkalmazhato.

G. Viranr: Sull’ integrazione per serie, Palermo, Rendiconti, t. 23.
(1907), pp. 137—155.
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All tehit a kovetkezo tétel:

Ha o négyzetikkel egyitt integrdlhato g¢;(x) figguénuek
dltaldban a g (x) figgvényhez konvergdlnal és ha van olyan
G szdm, hogy valamennyi g;(x) filgguényre

b
[l @rde = 6,

akkor a g (x) fuggvény is néyyzeldvel eqyiitt integrdlhatd, négy-
zetintegrdlja szintén = G* és minden az [L* oszldlyba tartozo
h (x) figguényre ;
b b
Jg@h@de=1lim [ g @ h@) d.
a P e
Konvergenczia-kritériumunknak egy masik alkalmazasa, me-
lyet a legkdzelebbi fejezethen hasznalunk f6l, a kévetkez6:
Legyen f[(x) az (a, ) szimkozon értelmezett, négyzetével
egyutt integralhato fiiggvény. Oszszuk az («a, b) kozt m, tetszés-
szerinti részre; jeloljik az osztopontokat rendre x,= a, x,,
Doy oo vy Lmp—ts Tmp—=b-vel. Krtelmezziik a ¢, (@) figgvényt a

kovetkez6 elbirassal
Lryq

| ;
On () = mi{;/ () dy.

(@) S << gy q)

Akkor

b b b -
JIf @PPda— [lon@)Pda = [ [f @0)—¢n @)%z Z0;

a

tehat h
Jlon@Pdz = [ (f (@)*de. 9)

Legyen {0, (®)} az igy értelmezett fiiggvények végtelen soro-
zata; az értelmezésiikre folhasznalt beosztdsokrol csak azt
teszsziik fol, hogy névekvo n-nel az 0sszes kozok telszésszerint
kicsinyek lesznek. Akkor

f @) = lim o, (@)

n=oco
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legfeljebb egy O-mértéki halmaz kivételével, t. i. okvelleniil
minden olyan helyen, melyen f(x) integralfiiggvényének diffe-
renczidalhanyadosa.

Azt dllitom, hogyy

b b b
lim j [f (@) —n (@))dx = f {f (®)]*dr— lim ’ [@n (@)])2dx = 0.
Ugyanis (9)-bol azt latjuk, hogy a ¢, (x) figgvények négy-
zetintegrdljai véges fels6 hatar alatt fekiisznek. Ennélfogva, ha
allitasunk helytelen, akkor az

b
J lon @)

értékeknek van olyan stris6dési értékiik: I, mely kisebb mint

b
f (f (@)]%dx.

Vagyis a {¢n ()} sorozatban foglaltatik olyan |g;: (@)} soro-
zat, melyre

b b
lim [ [} @) do =1< [ [f (0)da.

 Congil

De a ¢n(x) sorozat is altaldban [(x) felé tart és igy kri-
tériumunk alapjan az kovetkeznék, hogy

b b
Jf@rde=I< [(f@)d;

vagyis foltevésiink ellenmonddsra vezet.

Az imént bebizonyitott tételnek, mely egyébként a LEBESGUE-
féle integrdalfogalomnak egy HeLLiner altal alkalmazott érdekes
integralfogalommal * valo kapesolatat allapitja meg, fontos
korollariuma a kovetkez6, az inlegralfogalom értelmezése és a
mérheté halmazok sajatsagai alapjan koézvetleniil is konnyen
bizonyithato tétel:

1 E. Hewinger : Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von
unendlich vielen Variablen, Dissertation, Géttingen 1907.
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