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Dans ce qui suit, les fonctions & variation bornée vont jouer un role
principal. On connait bien Pimportance de cette classe de fonctions
definies par M. Jordan, dont la plupart des propriétés remarquables
deviennent presque évidentes aprés en avoir énoncé une seule : savoir
que toute fonction réelle & variation bornée est la différence de deux
fonctions bornées jamais décroissantes.

Posons le probléme suivant : Iitant donnée une fonction A(x), il faut
reconnaitre s'il extste ou non une fonction a vartation bornée o.(x) dont
elle est U'tniégrale indéfinie ? '

La question analogue portantsur 'une ou 'autre classe de fonctions
se pose toujours, quand il s’agit de déterminer une fonction, solution
de n’importe quel probleme, et il est plus facile de calculer d’abord sa
fonction primitive. On y connait la réponse pour certaines classes :
ainsi par exemple, grice & des résultats développés par plusieurs
géometres pendant ces dernitres années, on sait reconnaitre les inté-
grales indéfinies des fonctions sommables, de celles de carrés som-
mables, etc. Quant aux fonctions & variation bornée, j'ai énoncé il y a
quelque temps une condition nécessaire et suffisante (V)5 j’y reviens

- dans le présent Mémoire.

(V) Sur les opérations fonctionnelles linéaires (Comptes rendus, 29 novembre 190g).

Ann. Fe. Norm., (3), XXVII. — JANVIER 1g11, 5
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Cherchons d"abord & développer une condition nécessaire. Suppo-
sons que A(a) est Uintégrale indélinie de la fonction réelle (), a
variation bornée, définie dans Uintervalle («, )5 dailleurs «(.r) peut
otre continue ou non. Décomposons Uintervalle (@, &) en un nombre
fini d’intervalles particls (@, @, ) (k== 0, 1, m 152, = a2, b)
et envisageons I'expression

1L e |
S| Az ) —Alae)  Alay) — Al )]
(l) ,)l‘ Lpogg = L X S A O R
ko=t
On a .
Xkt
/ o) de
Alwpn) = Alen) - b
& feogy = Lfe T @y &y, ”

B désigne une quantité déterminée, située entre les limites inféricure
et supéricure de a() dans Uintervalle (2, 244, ). I en résulte que
la valeur de la somme (1) ne peut pas surpasser la variation totale
de a(x). Cest-a-dire toujours, quand A(x) jouil de la propriété
exigée, la somme (1) ne surpasse pas une certaine borne finie, inde-
pendante du nombre des intervalles partiels et de la manitre de
décomposition. Yoila done une condition nécessaire ; nous allons voir
que cette condition est en méme temps suffisante.

Supposons la condition remplie ; soit G la borne supérieure, Gher-
chons & déterminer une fonction « () a variation bornée dont A (a)
est Uintégrale indéfinie.

En réalité, la fonction A(x) admet des dérivées i gauche etivdroite.
Quant & notre but, il nous suffira de démontrer qu’elle admet 'un
quelconque des quatre nombres dérivés, et que celui-ci représente une
fonction & variation hornée. Car toute fonetion a variation bornée est
intégrable au sens de Riemann, et quand un nombre dérive est inté-
grable, sa fonction primitive en est 'intégrale indéfinie (1),

. ., .. [/ . ,
Or, soit A une (quantité positive < et notre condition étant rem-

'y ai annoncé briévement les résultats que jo développe dans les paragraphes 1 4 11 du
présent Mémoire; lo contenu des paragraphes IV 4 VI tail résumé dans une seeonde
Note : Sur certains systemes d'équations fonctionnelles et Iapprovimation des SJonetions”
continues ( Comptes rendus, 14 mars 1910).

(1) Poir W. Lesrsuve, Legons sur intégration et la recherche des fonetions primitives,
p- 8r.
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plie, on en déduit aisément que pour x quelconque el | 4| <4, le rap-

port A(x+h2, —A@ pe peut pas surpasser en module la plus grande

des quantités

L |AlaR)—Ala)

G h

i

- A(b—h)— A(D)
(1—5—1 h .

-On en conclut que la fonction A(x) admet des nombres dérivés
bornés. Soit «(x) un des nombres dérivés, par exemple le nombre
dérivé supérieur i droite; la fonction () étant ainsi déterminée pour
aZx < b, complétons sa définition en posant «(4) ¢gal au nombre
dérivé supérieur & gauche en b.

La fonction « (x) est & variation bornée ; sa variation totale ne sur-
passe pas G. En effet, décomposons lintervalle (@, ) d’une maniére
quelconque en un nombre {ini d’intervalles partiels

( @y Zpyy) (k=o0,1, ..., m-—1; ry==a,x,=b

nous aurons & prouver que la valeur de la somme

me—1

() Dl e(@p) —a(@p) |

k=0

ne surpasse pas G. Or, pour avoir une valeur approchée de cette somme,
n’en différant qu’aussi peu qu’on veut, on va remplacer «(x;) par
Az, + Nhp)—
Iy,

pour £ =m, étant choisies d’'une maniére convenable; en méme temps,
on peut les supposer assez petites pour que les intervalles (2, ), + /A)
n’empietent pas 'un sur 'autre. Or, il est ¢vident que la somme (2)
ainsi modifice ne surpasse pas G; I'approximation étant aussi grande
qu’on veut, on en conclut que la somme (2) elle-méme ne surpasse
pas G. Ce fait ne dépend point de la maniere de décomposer U'inter-
valle (a, b); par conséquent, la fonction () est i variation bornée
et sa variation totale ne surpasse pas G. On en conclut aussi, en appli-
quant le théoréme déja cité, que la fonction donnée A(x) est Uinté-
grale indéfinie de a(z).

Dans ce qui précede, nous avons supposé que les fonctions A (x),

(24), les quantités 4y, positives pour £ <m, négative
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a(a) sont réelles. Nos conclusions s’¢lendent au cas général de
fonctions & valeurs complexes. Pour s’en rendre compte il ne faul que
décomposer les fonctions en partie réelle et imaginaire ; toujours que
a notre condition par rapport aux bornes G,, G, la fonction A(x)
elle-méme y satisfera el G, + G, donnera une borne convenable.
D’aulre part, A(x) elle-méme vemplissant notre condilion par rapport
a une borne G, sa partie réelle et le coefficient de v la remplissent
aussi par rapport & la méme borne.

Enoncons notre résultat: A ce que la fonction A(x ) definic dans ['in-
tervalle (a, b), réelle ou non, soit Uintégrale indefinie d’une fonction a
variation bornée, il faut et il suffit que la valeur de la somme (1) ne sur-
passe pas une certaine borne finie, indépendante du nombre des inter-
valles partiels et de la maniére doni on décompose Uintervalle (a,b).

D’une fagon plus précise, la fonction A(z) est Pintégrale indéfinie
d’une fonction dont la variation totale est ¢gale a la plus petite de ces
bornes supérieures. Quant aux fonctions réelles, ce fait découle imme-
diatement des considérations ci-dessus; on pourrait aussi adapter ces
considérations au cas général. Pourtant, le fait énoneé suit aussi, dans
toute sa généralité, des développements du paragraphe 11,

qI.
Considérons I'intégrale de Stieltjes
b
(3) / Slx) do ().
o
Nous y entendons, quand eclle existe, la limite de la somme

(4) 2/(5/:)[.“("’/:»1) —a(xy)],
T

correspondant & une décomposition de Pintervalle (¢, ) en un nombre
fini d'intervalles partiels; &, désigne un ¢lément dailleurs quelconque
de lintervalle (), 2., ). Le passage a la limite n’est assujetti qu'a la
seule condition que la longueur des intervalles partiels tende unifor-
mément vers zéro,
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Supposons f (=) continue, o (x) & variation bornée. En ce cas l'vnte-
grale (3) existe et l'on a

b
(5) f f(@) do()

2 maximum de | f() | X< varialion totale de a(z).

En effet, si I'intégrale (3) existe, I'inégalité (5) suit immédiatement
de U'inégalité analogue portant sur (4), d’ailleurs évidente. Or, dans
les conditions posées, 'intégrale (3) existe. Car la différence de deux
sommes comme (4) correspondant & deux décompositions ne peut
pas surpasser en module la valeur

| €] > variation totale de « (z);

nous y désignons par e l'oscillation la plus grande en module de /()
dans les intervalles dont la longueur ne surpasse pas le double de celle
du plus grand intervalle entrant dans nos deux décompositions. La
fonction f(a) étant supposée continue, € tend vers zéro, pendant que
'on passe de (4) & la limite (3). On en conclut que I'intégrale (3)
existe.

En appliquant une transformation bien connue remontant Abel, on
voit sans peine que dans les conditions posées, I'intégrale

b

(6) [ @) dr )

«a

existe aussi; en méme temps, on établit la relation
b b
(7) f J(z)do(z) +'f a(z)df(z) = f(b)a(b) — f(a)u(a) (').
Introduisons encore la fonction

A(x) —_—/hrcc(x)dm-i—A(a),

a

(1) Cf. le Mémoire de Stisuriis, Recherches sur les fonctions continues ( dcadémie des
Sciences : Mémoires présentés par divers savants, t. XXXII, n° 2; dnnales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, t. VIII, 1891).
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intégrale indélinie de w(2). La somme

Loy = L fe

Z [ flxp) — ()] | ACe,) — A (Jf/.f)l,
&

correspondant & une certaine division de (@, &) et la somme corres-
pondant & la méme division

S ennn) = S (i)
:

qui sert & définir U'intégrale (6), ne different que d’une quantité * en
module que

maxitoum de | f(@per) — f(25)] X variation totale de a(r).

Par conséquent, ces deux sommes tendent vers la méme limite (6)
qu’on pourra aussi désigner par

b df dA
1 dz

En vertu de (7) on aura

N2

:1[(1) dA (12

o

b

(&) [ S du(z)= 1) a(h) - flayala)--
« Ju
Quelques remarques nous seront utiles. Examinons d’abord si 'on
peut modifier lafonction (), sans moditier en méme temps les valeurs
des intégrales (3). Ce qu’on voit immédiatement, ¢’est que si Lon
ajoute a a.(x) une constante, la valeur de (3) ne change pas. Grice i
la continuvité des /(«), on voit aussi sans peine que si on attribue
a «(x) en un nombre fini de points a intéricurs i (a, b) des valeurs nou-
velles quelconques, ce changement ne portera pas non plus sur la valeur
de notre intégrale. Mais on ade plus : L'ensemble des points ot 'on mo-
difie « () peut devenir infini dénombrable, sans que cette modification
entraine quelque changement des valeurs (3). Le théoréme qui suit
mettra en évidence (outes les modifications permises : 4 ce que U'inté-
grale (3) s'annule pour toute fonction continue f(x), il faut et il suffit
que la fonction a variation bornée o.(x) soit constante sur tout linter-
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valle (a, b), sauf au plus sur un ensemble dénombrable, ne contenant
pas les points a, b.

En effet, supposons la fonction a(a) d’étre telle que toutes les inté-
grales (3) s’annulent. Posons dans (7) successivement f(x)==1;
f(z) = x pour aZxli, f(x) =E&pour z >&. Il en résulte

a(a)=a(b), fma(x)d.z:a(a)x;

a

\

on en tire (les fonctions a variation bornée devant étre continues,
sauf au plus sur un ensemble dénombrable) que sauf cet ensemble
w(x) = a(a) = a(b). D’autre part, pour voir que notre condition suffit,
supposons que «(a)=a(b)=o(x), sauf au plus sur un ensemble
dénombrable ; dans ce cas on a

A(z) :fxo:(x)dx: ala)z,
et de I'identité (8) découle immédiatement
b
f S(2)do(z) =o.

Voila une conséquence remarquable de ce théoréme: En tous les
points de discontinuité de o(x) intérieurs a lintervalle (a, b) on peut
remplacer «(x) soit par «(x — o), soit par «.(x + 0), soil par une quel-
conque des valeurs Bo(rx—o0) + (1 —0) o (2 +0) [o <O < 1], sans
modifier en méme temps les valeurs (3). Certes ce procédé n’augmentera
pas la vartation totale de «.(x); au contraire elle la diminue toujours que
x(x) n’dgale H a(x — o) + (1 — 0) (@ + o) pour aucune valeur o =0 1.

Quant aux fonctions «(x) telles qu’en tout point intérieur a (a,b),
a(x) coincide avec une des valeurs Ou(xz— o)+ (1 — 0)a(x + o),
0 variant de o jusqu’a 1, la variation totale de «(x) ne pourra pas étre
diminuée sans que 'une ou Pautre des valeurs (3) change. Ce qui suit
de I'inégalite (5), si on y ajoute la remarque suivante : Quant a ces
Jonctions o.(x) on peut choisir f (x) de telle sorte que

Wb
l / S(x) do(x) l > maximum de | f(x)| > [—e + variation tolale de a(z)];
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e désignant une quantite positive aussi petite qu’on veut. lin effet, par
définition,fon peut approcher la variation totale de o (x) i 5 pres
par la somme

=1

2 l“(mlml) — o ()| (g~ <y, )
fz=0

on n’a qu'a choisir convenablement les points de division a5 dans
les conditions actuelles, on pourra, quant au chotx de ces points, se borner
auzx points de continuilé de o.(x). En délimitant autour de ces points de
division des intervalles assez petits, dans lesquels Voscillation de o.(ixr)

e 14
ne surpasse pas en module la quantité - —> on pose dans les
intervalles (i, z) qui restent

Sflz)y=signa(z)—a(y)] (*);

pour accomplir la définition de la fonction continue f(2), on la sup-
pose linéaire dans les petits intervalles exclus,

I,

Envisageons la totalité (2 des fonctions continues /(x), réelles ou
non, délinies pour Uintervalle («, ). Pour la classe Q, nous définis-
sons la notion de foncrion limite par 'hypothese de la convergence uni-
Jorme. L'opération fonctionnelle A /()| faisant correspondre
chaque ¢lément de Q an nombre déterming, réel ou non, sera dite
continue si f(x) élant fonction limite des /;(x), A| /;] tend vers A] /].
Toute opération distributive et continue sera dite lnéaire.

Par exemple, « () désignant une fonction quelconque sommable
sur (a, b), laloi

13
(9) A [ ato) i) de

o

(1) Tei, ot dans la suite, nous posons sign z == e¥¥ 1, 8ign o = ¢ PV 1, ol 5 = pep¥ i,
7> 05 8ign o == 8ign o = o.
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définit une opération linéaire. D’autre part, l'opération linéaire
A[f(2)] =f(x,), olt v, désigne un point déterminé sur (a, &), ne
peut pas étre mise sous la forme (9). M. Hadamard avait démontré le
fait remarquable que chaque opération lindaire est la linute d’une suite
d’opérations de la forme (9); d’une facon plus précise, le théoréme
de M. Hadamard affirme 'existence d’une suite de fonctions continues
ta,(x)] telles que

b
AL/ (@)= lim [ a, (@) f(@)dz (1),

Nous allons montrer que toute opération linéaire s exprine par une
intégrale de Stieltjes. Le réciproque suit de Uinégalite (5): a(a) dési-
gnant une fonction & variation bornée bien déterminée, Uintégrale (3)
definit une opération lincaire.

Commencons par ¢tablir le lemme suivant : A f(x)| désignant une
opération linéaire quelconque, on y peut atiacher un nombre positif M,
tel que pour toute fonction continue f(x)

(10) |A[ /()] |ZMy < maximum de | f(z)].

Iin eflet, au cas contraire, il existerait une suite infinie de fonctions
continues | /3 ()1, telles que

| fule) |21, [A[fa(z)]|> 2
Or, la série

Efl%;ﬁ_)?gg’,]A[ﬂ(f)]

k=1

converge uniformément vers une fonction continue f*(2); et 'opéra-
tion A[ /] étant supposée continue, il faudrait avoir

AL/ (=] :2]_/\_[//,_2(?1!

k=1

(1) Sur les opérations fonctionnelles (Comptes rendus, 9 février 19o3). Cf. aussi
M. Fricuer, Sur les opérations linéaires (Lransactions of the American Mathematical
Society, 1.V, 1904, p. 193-499); J. HApAMARD, Zegons sur le calcul des wariations, re-
cueillies par M. Fréchet. Paris, 1g910.

Ann. Ec. Norm., (3), XX VIIL. — JANVIER 1971, 6
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Mais la séric i droite diverge évidemments par conséquentnotee lemme
est ¢labli. |
Aprés cos preliminaires, dant donnée Popération linéaive A /() ],
AHTY ' ; / o or R |4 Al /(. ¢ m
on déliniva la fonction A () par la formule A(z) A /e, 9.
I'on designe par /(x, £) la fonction égale e poura” e el pout

&> % Ceei posé, decomposons Pintervalle (a, &) en un vombre fini
dintervalles partiels (g, ) (b o, 1,0 m— 15, =, 0, h)
et définissons les e — 1 fonetions continues [ (o) (k=1 ooom 1)

en posunt./,,(.x:) =20 poura s ay et gy,

....... “\ Alay,) ALy MG — Al )

By g A A A

() lincaive dans les intervalles (ayy, a0y ), (g 4y ). Posons
m -1
. '{1
Sy Y Sl
koo

on aura évidemment | /()| 1. Appliquons & /() Pinégalité (10);
il en résulte

n =1
Z Al 1 Y Ay n \{{/.”)" ';Hl ) ! \ l ./.( " )] “4\.
oy Ay l'—“"./r

Nous en concluons qu’il existe des fonetions i variation bornée dont
A(x) est intégrale indéfinies on en délinira une, en posant pour les
points & intéricurs & (a, b)

ACo ot Iy — A 1)

o ()= /“l' 1: - —r
L 0 ]

7

quant aux points a et b, posons 2(bh)== o, a(a)—=Alulx)|, «(x)
désignant la fonction de valeur constante 1.

La fonction 2 () étantivvariation bornée, intégrale (3) existe pour
toute fonction continue /(). En particulier, lorsque la fonction /)
se compose d’un nombre fini de traits linéaires, Ia formule (8) nous
apprend immédiatement que Pintégrale (3) donne A [ /Cx)]. En
remarquant que chaque fonction continue est fonetion limite de telles
fonctions, eten s’appuyant sur les inégalités (5) et (10), on conclut que
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le méme fait subsiste pour toute fonetion continue /(). Ce qui donne
le théoréme suivant :

Etant donnée I'opération linéaire A| f(x)|, on peut déterminer la
Jonction & variation bornée u(x) telle que pour toute fonction continue
f(x)on ait

A0

Alf(e)] = / Jx)yda ().

Ca
Ajoutons quelques remarques concernant la variation totale de

« (). Cetle variation tolale égale la limite supericure de

bl

Wb
I / Slx)yda(ir)

la fonction f(x) variant sous la condition ]/( x| e Eneffel, Pine-
galité (5) nous apprend que la variation (otale de o(re) n'est pas
moindre que cette limite supérienre; d’autre part, elle ne peat Ta sur-
passer, car en vertu des remarques terminant le paragraphe 11, la
fonction f(a) peut étre choisie telle que | /() |2 1, et que en méme
temps dans la formule (5) le signe = (ienne & € pres, e désignant une
quantité positive aussi petite qu’on veut.

V.

Envisageons le systéme d’équations
]
(11) / Ji(x)da(x)=cp (h=1x,2,...);

les fonctions données /i () sont supposces continues; uant i la
fonction cherchée o (), nous exigeons qu’elle soit & variation bornée.

Supposons qu’il existe une fonction 2 () dont la variation totale ne
surpasse pas M et qui satisfasse & notre systeme d’équations; dans ces
conditions, I'inégalité (5) nous apprend immédiatement que Piné-

galité
t Z e S & (-1")1

M < maximum de

(12) lzy.,, Cr
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alicu quels que soicnt le nombre entier 2 et les nombres réels ounon
v Ansi la validité de ‘inégalité (12) est une condition nécessaire dece
que le systéme (11) admetie une solution dont la variation totale ne sur-
passe pas M.

Nous allons voir que cette condition est aussi suffisunte.

Remarquons que ce que nous tentons & démontrer n’est quiune
extension du théoreme concernant les opérations linéaires, developpe
au paragraphe précédent ; ce théoréme correspondant au cas particu-
lier d’un systéme (11) tel que toute fonction continue sur (e, &) y peul
étre approchée indéfiniment et uniformément par les /i(x) on par
leurs combinaisons linéaives. La méthode appliquée était adaptée i la
nature de ce cas particulier et ne peut pas ¢tre ¢tendue au probleme
général.

V.

Précisons encore le probleme & traiter. Nous supposons notre con-
dition remplie ; soit M la plus petite valeur telle que (12) tient pour
tout 7 et tous les p. L'inégalite (5) nous apprend que toujours,
lorsque o (@) résout le systéme (x1), sa variation totale <M. Nous allons
montrer que le signe == n’est jamais exclu, ¢ est-i-dive qu'il existe
une solution de (11) dont la variation totale == M.

En préliminaire, envisageons le cas particulier d'un nombre fini
d’équations

b
(13) / Se(a)e(a) de == ¢y (k=1,...,n)

Nous supposons les fonctions continues /), (a) d'étre lincaivement
indépendantes. Le systéme (x3) admet une infinité de solutions £ (),

» X
et toute fonction o () ::.-/ §(x)de résoudra le systéme (11) corres-
“a ‘

pondant. Mais nous nous sommes proposé de déterminer une solution de
ce dernier sysiéme dont lavariation totale soit la plus petite possible ; parmi

3
. - ? 0 “ . ’ ’ ’ A
les fonctions / S(x)dx, iln'y aura pas, en general, de telle solution.
' o “ . H
En général, aucune des fonctions E(m), solutions de (13), ne rend
b N

. . ."
minimum la valeur/ |&(2)|dx = variation totale de [ E(x)de. Co

144 «
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b
qui est sur, c’est que les valeurs/ |E(@)| dx ontune limite inférieure

a .
ZM; nous allons montrer que cette limite égale précisément M. Bien
entendu, ce ne sera qu'un premier pas vers la solution du probléme.
A ce but posons

o(p,2) = D pafi(®)s 9l @) =X pafe(®);

k=1 k=1
7 (1) ZZ Pete Cles () = Wrcrs
k=1 k=1

ou nous avons surligné les quantités conjuguées. Soit 272 un nombre
pair d’ailleurs quelconque. Nous envisageons le probleme de rendre
maximum la valeur de I'expression

L(p)=]7(p) =7 () 7()

en variant les p., réels ou non sous la condition
b b _
D(p) = [ o (p, z) | dx ::f Q@ ([ &)™ @12y XY™ dix == 1.
“a I

Or nous avons supposé les fonctions f; () d’étre lincairement indé-
pendantes; on en conclut aisément que les quantités p, admises ne
peuvent pas surpasser en module une certaine borne finie. En effet, an
cas contraire, il en existerait une suite indéfinie de fonctions de laforme
o (p., o) telle que ® () tende vers zéro et que dans chacune d’elles au
moins un des nombres g, = 1; on en tirerait, en vertu du théoréme
Bolzano-Weicrstrass, une suite partielle tendantuniformémentversune
fonction de la méme forme et qui jouirait de la méme propriété; quant
a cette fonction, on aurait ® (1) = o sans que tous les py s’annulent.
Mais @ (1) == o entraine 3(p., x)==o0; les fonctions /() ¢tant linéai-
rement indépendantes, nous voili arrivés & une contradiction.

D’autre part, ['(p) et ®(p.) sont des fonctions continues des ..
Nous en concluons qu’il existe au moins un systtme de valeurs
Pe = - qui résout notre probléme de maximum. Quant a ce probleme,
on peut y appliquer la méthode classique fournissant des conditions
nécessaires d’un extremum relatif. En effet, les fonctions I' (), @ (1)
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admettent des dérivées continues par rapport aux 2n variables réelles
Wiy o (P == iy =+ 1 V1), dont elles dépendent. Par conséquent, fes
an dérivées de 1"+ Ad sannulent pour pge " el pour une valeur
convenable du multiplicateur &. Poursimplilier Ie caleal, nous envisa-
geons les n combinaisons
J 0 e

ces combinaisons sannulant en méme temps que les dérivees elles-
mémes. Nous serons conduits au systéme d’équations

W
cpf () + 7./)Lf Sty ol a)Pr=to(p, w)yde —o (7 1,...,n);
‘ D) =1

En éliminant A, notre systéme devient

Wb
7((*)/ Sila) [ oQu, @) |t g () da ey (f 1y on),
o
Les valeurs .y = p” devant satisfaire & ce systéme, on en conelut que
la fonction

(14) Em) () == POy [ (), @) [z :’,;(p_(o)’ £

sera solution du systéme (13).
Ge qui nous intéresse le plus, ¢’est la valear de Uintégrale

NG

/ li{?/ll;(.,,')l(/.l‘.,

“u

L
c'est-i-dire la variation totale de «*" () “;..»;/ B ydor
Y )

On en frouve aisément une borne supérieure. En vertu de (14)
on a »
1 b

b
/ [§2m (@) [dw = Doyt | o (plo), z) 2 1 e,

4 o

On en tire, en appliquant I'inégalité
1o 1

1
e o T
2 [‘A ],’,’(.l‘)]/’(,wl l ../,, RACNG ‘(/"] ),

1 ) — . . s . 0] . . ‘
(1) Pour p =2, ¢'ost V'inégalité bien connue de M. Sehwarz, que on déduit aisément

N
/ () h(x) de

o
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aux données particulicres g () =1, £ () =|o(p, ©)|, p=2m,

b 1 1
13 [ 130 (@) dz (b — oL (o
[£1 '
S(b—a)* M x maximum de [o(p®,z)].

Eliminons encore la valeur : maximum de | ¢(p®, «)|. Soit 0 une
quantité positive < 1; désignons par {(f,0) la longueur du plus
grand des intervalles sur lesquels

| f(2)][20 maximum de | f(2x)];

et soit £(0) la limite inférieure de Z(f, 0), quand f(x) parcourt toutes
les combinaisons linéaires des f;(«). Ona

1 1
[L(5)]P 0 maximum de | @ (@, 2) | < (), z) " =13

ce qui donne avec (15)

1
. 1
[)——(l 2/111\1
(2m) — —_—
(16) f It (x)[(l.z:<[ - ] ’

Jusqu’ici 27n désignait un nombre pair d’ailleurs quelconque. Envi-
sageons maintenant les grandes valeurs de m. Supposons [(0) =~ o;
du reste /(0) ne dépend pas du choix de m; par conséquent, si I’on

fait croitre 7 indéfiniment, le membre & droite en (16) tend vers%-

Pour en conclure que m croissant indéfiniment, la valeur de 'intégrale
a4 gauche devient inférieure & toute quantité M' > M, il suffit de montrer
que [(0)=£ o0, quel que soit § <1. D’autre part, comme nous I'avons
vu, la valeur de notre intégrale surpasse toute quantité M"<<M; il
s’ensulvra
b
lim f [eem) (z) | de =M.
a

m =

de P'inégalité de Cauchy
n n

)
P S
Z”z‘]’i ':-;-Z[a,‘ll Z |0:]2.
(=1 i=1 i=1
Nolre indgalité générale, valable pour tous les p > 1, résulie & 'aide d'un raisonnement
analogue de I'inégalité de M. Holder (Ueber einen Mittelwertsatz, Nachrichten Ges. 1 iss.
Gattingen, 1889, p. 44) qui est U'extension de celle de Cauchy.
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Il nous reste a prouver que [(0)=~o. Or, il existe par définition
une suite de fonctions g, (), combinaisons lin¢aires des o fonctions

fi(x), .., fi(2), telle que

i (o, 0)={(0);
L ]

de plus, £(/,0) ne changeant pas, quand on multiplie /() par un
nombre quelconque, nous pouvons supposer

maximum de |9z (2) | =1 (hea, 0,000,

Les fonctions g4 (), combinaisons lintaires du méme nombre fini de
fonctions, étant bornées dans leur ensemble, on en penttiver une suite
partielle | 9, ()|, tendant uniformément vers une fonetion 2" (). Le
maximum de | 9" ()| = 1. Or, pour que sur intervalle (e, o) on ait
|o" ()| >0">0, il faut aussi y avoir & partic d'un / suffisamment
grand, [0 (2)| > 0. Ce qui donne pour tout 0" >0
L(g", 0") L L(D).

Supposons {(0)=o; il s’ensuivrait /(2",0")== 0; la fonction 3* ()
élant continue, ce résultat est contradictoire.

En résumé, nous avons défini une suite de fonctions 52y, solutions
du systeme (13), telles que

N/
lim / [EGm (&) | d == M,
mepwy/,

ot l'on a désigné par M le plus petit nombre tel que

n n
. Ql
Z el S M < maximum de Z i fx(ix)

=8 k=t
P()l”' tout Sy&'l(-"fn(f (IC’S IL()In[)/'C.V E.L/:, /'(f'(f/S ou non. Posons

X
f EAm) () doe = a2 ()3

a

les fonctions a*™ (z) satisfont au systéme
]

/ Ji(a)da(x) =c,. (=1, ..., n),

X v .
el quand ~=>0, leur vartation totale tend vers M.
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Jusqu’ici nous avons supposé que les fonctions 7y («) sont linéaire-
ment indépendantes. Cette restriction n’est nullement essentielle. Pour la
lever, il suffit de remarquer que 'on peuttirer de toutsystéme (r1) qui
ne contient qu'un nombre fini d’¢quations et qui remplit notre condi-
tion, un systéme partiel équivalentremplissantla méme condition (par
rapport au méme M) et tel que les fonctions coefficients y sont linéai-
rement indépendantes.

VI.

Les fonctions o*(x) satisfont au systéme (11); leur variation
totale tend vers M; mais, en général, elle ne l'attecnt pas. Pour en lirer
unc solution z(a) dont la variation totale égale M, il nous faut
encore appliquer & la suite [ & () | un principe de choix.

Passons d’abord de la suite jz® (a)| & la suite des opérations
linéaires

b b
ACMT fr)] = [ Sy dami(a) :»:/ Sy 2B (g o,

De plus envisageons un ensemble dénombrable de fonctions continues
sur (@, b) tel que toute fonction continue en soit fonction limite.
C’est par exemple que les fonclions composées d’un nombre fini de
traits linéaires, & valeurs rationnelles pour les 2 rationnels, constituent
un tel ensemble dénombrable ; nous les supposons numérolées en les
désignant par r, (z), r,(x), ....

Les valeurs M,.., restant inférieures a une bhorne linie, ce fait
subsiste pour les valeurs | A®™ [r,(2)]|. Par conséquent, de notre suite
d’opérations on peut tirer une suite partielle A}, A}, ..., telle que la
suite Al [r, (x)], Aj[r ()], ... converge. De celte suite, par la raison
analogue, on peut tirer une sceconde A}, A%, ... felle que la suite
Allro(x)], Aj[r. ()], ... converge aussi, ete. La suite des opéra-
tions A7, A%, A7, ... est contenue (saul toujours un nombre fini de
termes ) dans toutes ces suites partielles; appliquéed 'une quelconque
des fonctions r;(z), elle fournira une suite convergente. Quant aux
valeurs limites A" [r; ()] de ces suites, on a

[A*[7r;(2)][EM > maximum de|r;(x) |3

on en conclul gue pour loutes les fonctions f(x) continues sur (a, b, les
Ann. Ee. Norm., (%), XXVII. — FivRIo 1gir. 7
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suites N[ JCe )|, AL /Gl AJLS (oo ondent cors des vadewrs limites
A S ()|, et que ces ealears limites definissent une opération lincaire
A* telle que MM B particulier, quanti /i (), toules Tes operations
Aem v appliquées fournissant la méme valeur e, on anra aussi

(17) AN[fe(e)] e (ot n)

Or, appliquons le théoréme du paragraphe THL D%apris ee théoreme
il existe une fonetion a variation bornée 2* () dont la variation totale

My oM, el telle que

W
A fCe)] /./‘(‘r-wm.r).

Bn vertu de (17), cette fonction 2" () résout notre systeme (oo elle
sera la solution eherchée, paree que sa variation totale ne surpasse pas
M. D'unc fagon plus préeise, cetle variation totale égale Ms car M
etant suppose d’étre le plus petit nombre qui satisfait & (o, L varia-
tion totale de " () ne peat etre, dapres (5), moindre que M.

En résumé, on avait a résoudre le systéme

b
/ Sy dala) - ¢ [ A B

A ce quecela soit possible, 1l Jullait et i suffisait Ucvistence d'un nombre
M tel que powr tout sysiéme des valewrs Wy réelles ow non,

71 n

al , . Y .
12‘ o Ca | M maximuim de 2‘ AR
ko

kot

Cette condition élant remplie, ( exdste au moins une solution 2.2 ) dont la
varcation tolale ne surpasse pas s de plus, M étant choisi le plus petit
possible, o en cxiste une dont la variation totale égale précisément M,
etiln’y en a pas de solution a vartation tolale < M.

On peut encore remarquer que, tandis que la détermination des
fonetions 227 () par le problime d’extremum corvespondant est tou-
jours unisoque, le procédé fournissant =’ () permet, en général, plu-
sieurs déterminations.
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VII.

Quand le systéme (11) se compose d’une infinité dénombrable d’ équa-
tions, on appliquera le résultat que nous venons d’établir aux sys-
temes partiels finis de (r1). La condition (12) supposé¢e remplie, il
existe pour chaque ~ une solution «,(x) des n premiéres ¢quations
dont la variation totale ne surpasse pas M. On passera de nouveau
aux opérations

N/
ML) = [ f(2) don(a)s

et par un procédé analogue & celui que nous venons d’employer, on
tirera de la suite des A, une suite particlle qui convergera vers 'opé-
ration linéaire

b
AL = [ Syt ().

La fonction & () ainsi définie salisfait aw systéme complet (11) et sa
vartation totale ne surpasse pas M. De plus, le nombre M étant choisi le
plus petit possible, la vardiation totale de 2™ () dgale précisément M.

On sait aussi bien que le cas d’une infinité dénombrable d’équations
represente le cas général. Cela revient au fait que chaque ensemble
infini, non dénombrable de fonctions continues contient un sous-

ensemble dénombrable tel que toute fonction de P'ensemble primaire
en est fonction limite.

VIIT.

Notre résultat contient en particulier la réponse 4 un probléme bien
intéressant, posé¢ par M. Erhard Schmidt. On sait depuis Weierstrass
que toute fonction continue dans un intervalle («,b) y peut étre
approchée indéfiniment et uniformément par des polynomes ou aussi,
quand b — a < 27, par des sommes trigonométriques. La question se
pose : Etant donné un systéme dénombrable de fonctions 2, (),
2, (x), ... continues sur Uintervalle (@, b), commen( reconnaitre si
Pon peut ou non approcher indéfiniment et uniformément toute
fonction f(x), continue sur (a, b), par les 2(2) ou par leurs combi-
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naisons linéaires ? Cest ce que se demande M. Schmidt et il doune
deux conditions. L’une, nécessaive, mais pas suflisante, exige qu'il
nexiste pas de fonction continue, différente de zéro, orthogonale &
toutes les fonctions z,(x). L'autre, suflisante, mais pas nécessaire,
suppose que les fonctions 5,(x) admettent des dérivées secondes conti-
nues et qu’il n’existe pas de fonction continue, différentede zéro, ortho-
gonale & toutes ces fonctions dérivées; dans ces conditions, d"apres
M. Schmidt, toute fonction continue sur («, b) peut étre approchée
uniformément par les combinaisons linéaires des fonetions 1,0, 4, ()
<l:— 1,2, ) <l>

On peut bien approfondir les résultats de M. Schmidt en se servant
de la notion d’intégrale de M. Lebesgue. Cest par exemple que, quant
4 la condition nécessaire, on peut aussi exiger qu'il nexiste pas de
fonction sommable, bornée ou non, orthogonale a toutes les fonetions
o;(2); on exclura naturellement les fonctions qui ne dilférent de zéro
que surun ensemble de mesure nulle. J'ai aussi réussi, il ya quelques
années, d’élargir la condition suflisante de M. Schmidt, en ne supposant
que ce que les fonctions 2,(x) soient des intégrales indélinies de fone-
tions ; () sommables et telles que [;Ce)[* soit sommable et qu'il
n'existe pas de fonetion /() sommable, telle que | £ ) [* soil aussi
sommable, qui soit orthogonale en méme temps i toutes les b, (r);
dans ces conditions, toute fonction continue sur («, b) y peut étre
approchée uniformément par les combinaisons lincaives des fone-
tions 1, o,(x) (F==1,2,...) (*).

On pourrait aller encore plus loin et ne supposer que ce que les
fonctions g,(x) soient des intégrales indélinies de fonetions sommables
Yi () et dont la pime puissance du module est sommable, p désiguant
une quantité quelconque > 1 et qu’il n’y ait pas de fonetion sommable,

. ) N\ ieme B}
orthogonale & tous les 4, (x), et dont la <}TL"T) puissance du mo-

(V) LEnwwickelung willkirlicher Funktionen nach Systemen worgeschrichener ( Inaugu-
raldissertation, Giltingen, 1905; Math. dnnalen, Bd. LXI, p. 453-476 ).

(*) Sur une espéce de Géométrie analytique des systémes de fonctions sommables
(Comptes rendus, 24 juin 1907). Jo 0’y avais envisagé que des fonctions réelles; ci-dessus
la rédaction de la condilion est adaptée au cas général de fonctions quelconques, cotbo
extension ne comportant 'ailleurs aucune difficulté nouvelle.
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dule est sommable; ce qui donnerait toujours une condition suffi-
sante. Mais pas une de ces conditions n’est nécessaire. Ce n'est qu'en
appliquant intégrale de Stieltjes que nous réussimes a donner unce
condition & la fois nécessaire et suffisante.

Envisageons le systéme d’équations

f flz)yda(x)=1,

b
( / o;/(x)da(x) =0 (f=1,2,...).

Pour qu’il admette une solution «(a) & variation bornée dont la

.. 1. . ye .
variation totale =—. il faut et il suffit que I'inégalité

n

| ol :ls > maximum de |, f(x) +Z P 9i ()

=1

tienne pour tout n ct tout systeme des p; ou, de méme, que les
fonctions

—pl-,;Ell-ift(x)

i=1

n"approchent la fonction f(«) que d’une erreurZe. On pourra aussi
exprimer ce fait en disant que pour que f(x) puisse étre approchée
a = prés par les combinaisons linéaires des o;(x) il faut et il suffit que le
systeme (18) n’admette pas de solution dont la variation totale < ie En
particulier, pour que f(a) puisse étre approchée indéfiniment et uniformeé-
ment par les combinaisons linéaires des o;(x), Ul faut et il suffit que le
systéme (18) n’admette aucune solution a variation bornée.

En corollaire, pour qu’on puisse approcher toute fonction continue
sur (a, b), il faut et il suffic que toute fonction a variation bornée o (x)
qui salisfait au systéme homogene

b
f<p,-<x>da<x>=o (i=1,3,...)
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soil constante sur tout U'intervalle, sauf aw plus sur un ensemble dénom-
brable de valeurs x, différentes de el b,

IN.

Quant au systéme (1), nous avons développé les conditions de ce
que ce systéme admette une solution i variation bornée dont Ta varia-
tion totale “ M. Mais on peutaller plus loin, en imposant i la solution
quelques conditions restrictives ; on pourra par exemple exiger qu'elle
soit réelle, ou de plus qu’elle soil monotone.

En ce qui concerne les solutions réelles, voila une condition suffi-
sante : st les données du systéme sont reels, il en eaiste ausse e solution
réelle ; de plus on peut aflivimer que la partie réelle de chague solutron
résout elle-méme le systéme. Bien entenda, on suppose remplic la condition
portant sur les inégalités (12)5 pourtant, dans le cas actuel, il suffit de se
borner aux valeurs réelles des p,. Pour en tirer une condition néeessaire
et sulfisante, portant sur le systeme (1) dans toute sa généralité, il ne
faut que séparer dans les données les partios réclles el imaginaives, ce
qui conduira au systeme réel

N W
/‘/';,(At:)r/a(‘l‘)‘ s /./"k(,/')r/z(.r') o

e O R S A R A AL L R IRV I

Cherchons maintenant les conditions de ce que le systéme (11)
admette de solution monotone, cette recherehe nous ¢lant suguéroe
par plusieurs problemes bien connus de Panalyse qui y sont lids s il
suflira de citer le « probléme des moments » o stieltjes, fes recherches
fondamentales de M. Hilbert concernant les formes quadratiques d'une
infinaté de varcables (1) el les heaux et importants travaux de M. Cara-
théodory qui se rattachentau théoréme de Picard-Landau,

La recherche de ces conditions se raméne au probléme suivant

Déterminer les conditions de ce que le systéme (11) a données réelles

(v) Cf. ma Note Ucher quadratische Formen vor unendlich wviclen Ferandertichon
fui paraitra prochainement ( Giittingen, Nachrichten der k. Gesellsehaft d. 11 ., 1910 ).
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admette une solution o (x) jamais décroissante et dont la croissance
totale 2.(b) — o (a) = 1. Or la relation

N
a(b)—a(a)= / do(2) = variation tolale de o (.r)
“ua
caractérisant tout & fait les fonctions jamais déeroissantes, notre pro-
bléme revient & déterminer les conditions de ce que le systéme

b

/ dea{x) =1,

(19) .
[ Sr(x)da(x)=cy (f=1,2, ...)

Ya

admette une solution «(x)dont la variation totale Z1. En vertu de notre
théoréme général et la remarque faite ci-dessus concernant les sys-
temes réels, la condition nécessaive et suffisante s’exprime par 'iné-

galite
n n
- . Wl R
(20) Mo 4«2 P €| S maximum de |y, »i—z Per S ()|,
k=1 =1

cetle inégalite ayant lieu quels que soient le nombre entier 2 et les
nombres réels u;. ,

Fixons un instant les nombres 7, ., ..., w, et ne faisons varier que
o3 linégalité (20) ne tiendra pour toute valeur de w, que sila
valeur

n
(21) Z 21 Cle
k=1

est située entre le mintmum et le maximum de

n

(22) EIJ-/:.//;(-”)-

k=1

Nous y avons une nouvelle forme de la condition nécessaire et suffi-
sante de ce que le systéme (11) & données réelles admette une solution
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jamais décroissante dont la croissance (otale == 1. Ce n’estque le para-
motre g, que nous avons ¢liminé 5 pour donner i notre condition une
forme finale, nous allons en ¢liminer tous les .

Or, le fait que la valeur (21) est située entrele minimum e le maxi-
mum de la fonction (22) s’exprime aussi comme suit: L'dquation en v

n

Z Pl fel®) = cpl=0

k=1

admet au moins une racine x située entre acl b, Or, envisageons Lespace
& n dimensions ; lorsque  parcourt Uintervalle («, 4), le point

Yo fl('r)! R Ynoo _/u(J')

y déerit une courbe I', et en langage géométrique, notre condition se
traduit en ce que tout sous-espace linéaire i 22— 1 dimensions de notre
espace passant par le point G,

Y17 Cy v Y= Cp

coupe ou touche la courbe 'y, Désignons par £, le plus petit ensemble
convexe de notre espace qui contient I, notre condition équivaut i
ce que le point G, appartient & ensemble £,.

Enoncons le resultat trouvé : Pour que le systeme (11) a donndes
réelles admette une solution z.(x) jamais deerofssante et dont laerofssance
totale 0. (b) — % (a) == 1, ol faut et il suffit que pour tout n le point

J1==Cy vy Yn=o Oy

de Uespace & n dimensions appertienne aw plus petit ensemble conee.ee
qui contient la courbe

o=z fi(ax), PN Yuo fulr) (et _cr” by,

Remarquons que ce n'éait qu'une forme bien particalicre de notre
théoreme général dont nous nous sommes servis; en ellet, onpeut s’en
débarrasser tout i fait, en suivant une voie plus directe. De ce point
de vue, ce n’est que la suffisance de notre condition qui mérite d’étre
traitée; car ce n’était que la suffisance de la condition portant sur
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le systéme général (11) qui nous causait des efforts; [anécessité décou-
lait immédiatement de I'inégalité (5).

Voila une démonstration plus directe de ce que notre condition por-
tant sur le systéme (19) suffit. Supposons notre condition remplie,
c¢’est-a-dire supposons que pour tout », le point (y, =¢,, ..., Ypo=2¢y)
appartient 4 I’ensemble convexe %,. En formules ce fait s’exprime en
ce que le systéeme

n
DN fu(wi)=Tex (=1, .., 03 NP 20;5 aSalh),

i=1

n
(n) ——
E)\i =1,

i=1

contenant les inconnues A, 2/ (i =1, ..., n) peut &tre satisfait. Sup-

i

posons le systéme résolu et posons

AW f(@)] == 3 W0 fl@i);

i=1
nous y avons défini une opération linéaire telle que
A1) =13 AP fr(x)] =ck (k=1, ..., n), Mym=1;

ou plutot nous avons défini une suite de telles opérations. On passera,
comme au paragraphe VI, a 'opération limite

O
NN = [ fla)da (),
telle que
A*[[]:Ia A*[f/t’(.xﬂ:ck (/(:172: "-)7

et on conclura aussi M,.Z1. La fonction «* () résout le systeme (19);
de plus elle ne décroit jamais, parce que sa variation totale ne surpasse
pas la quantité « (b) — « (@) = 1. La suffisance de notre condition est
donc établie.
Naturellement, quand on n’a qu’un nombre fini d’équations, le pas-
sage a la limite A"[ /| n’intervient pas dans le raisonnement. On peut
Ann. Ee. Norm., (3), XXV — FEvRIER 1911, 8



58 FREDERIC RIESZ.

aussi remarquer qu’on n’a nullement besoin de marcher pas a pas, en
traversant tous les 7, quand on énonce la condition trouvée, soit qu’il
s’agisse d’un nombre fini, soit d"une infinité dénombrable déquations.
Dans le premier cas, il suffit d’énoncer la condition en y faisant seule-
ment intervenir 'espace & n dimensions, n désignant le nombre des
équations. Dans le second cas, on pourra introduire 'espace & une
infinité de dimensions. Nous n'y insislons pas.

Nous terminons par établie les liens qui joignent nos résultats
ceux de M. Carathéodory. Rappelons britvement lordre d'idées de ses
recherches. D’aprés le théoreme classique de M. Picard, coute fonction
enticre, qui n’est pas constante, prend au motns une fois U'une desvaleurs
zéro ou un. Ce théortme était complété par M. Landau d’une facon
bien subtile; M. Landau démontrait que powr déterminer un cercle
|z| <R, a@l'intérieur duguel lu série enticre

gt (g5~ .. (w574 0)

supposce convergente, prend aw moins une fous Uune des valeurs scro on
un, i suffit envisager les deua coefficients a,, a,. Cest M. Carathéodory
qui a donné¢ Ueapression précise de R oen fonction de a,, a,; de plus,
dans le Mémoire ot il développait ses idées, il abordait une grande
classe de problemes analogues ('), Tous ces problémes se raménent
au suivant : On se donne les n —+ 1 premiers membres de la série enticre

= C1 8 = o2 d=\ s oot Cp ™ epe. . .

et une quantité positive R peut-on compléter la série d’'une fugon telle
qu'elle congerge dans tout Uintéricur du cercle | 3| < R et que la partic
réelle de la fonction qu'elle y représente n'y desienne jamais négative?
Voila [a réponse de M. Carathéodory = Pour qi’il existe une telle sérice,
i faut et il suffit que le point

vl

rhi=Re), Y= - R, R Yno R, Yoo — Rre,

(23) R
((;,L.:_: Clot Ch\)=1)

de Uespace réel a on dimensions appartienne aw plus petit domaine

(1) Ucber den Variabilitatsbereich der Koeffizienten won Potenzreihen, die gegebene
IV erte nicht annchunen ( Matematische Annalen, t. LXIV, 1907, p. 95-115).
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convexe qui contient la courbe

yi==2c085, y,=2sin%, ..., y,=2cosn3, y,=2sinn3
(0£5Z2m).

(24)

Dans l'ordre d’idées indiqué par ce théoréme, M. Carathéodory
pousse encore plus loin I'étude de son probléme. Evidemment, quand
le point (23) se trouve dans I'intérieur du domaine convexe, on peut
faire agrandir R sans sortir du domaine. C’est donc le cas ou le point (23)
se trouve sur (a surface du domaine qui mérite le plus d’attention.
Dans ce cas, continue M. Carathéodory, ¢/ n’existe gu'une seule fonction
répondant au probléme; celle-ci est rationnelle et du degré n au plus.

Cherchons & attacher le probleme de M. Carathéodory a nos résultats.
Envisageons la série entiére

L4 C 5+ Co3 ...

convergente dans tout I'intérieur du cercle
réelle y reste positive. Posons pour » <R,

z|<<R et dont la partie

0

S(ry3) =1+ l'kZ(C/,,: coskT — ¢ sin kF),
k=1

T
o (r, 3):/ F(r, 3) 5.

La fonction «(r, ¢) est monolone, sa croissance totale = 1, et elle
satisfait au systéme

W 2TC 21
1 1 . .
7—1_/ cos kT da(r, 7) = rkc); — = / sinkJ do(r, 3)=rkc,
T
0 ]

(k=1,2, ...).

(25)

On en conclut que pour tout n, le point de I’espace réel & 2n dimen-
sions

AN | N S e "o gt p
yl_’cn 3’1-——’Cu AR )n"‘" cln .7,;—’ Cn

appartient au domaine #,, qui contient la courbe (24), et cela quel que
soit 7 << R; or le domaine formant un ensemble fermé, il contiendra
encore le point (23). En d’autres mots, la condition de ce que le sys-
teme (25), ou onremplace r par R, admette une solution a(R,8) = «(2)
monotone et de croissance totale 1, est remplie. On peut aussi remar-
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quer que, grace i ce que le systéme soit complet, sasolution estunique
2 une constante additive prés et i son indétermination dans ses points
de discontinuité. A laide de cette fonction «(3), la fonction repre-
sentée par notre série entiére s’exprime par

RS T 5 J (2
(26) \/o -l—i-‘{‘jt;-;/:_lr'---—: ( C’.(.J )-

Soit, inversement, a.(8> une fonetion jamais décroissante, de crois-
sance totale = 1, d’ailleurs quelconque. La fonction en s

régulivtre dans tout Uintérieur du cercle || <R, y a aussi la partie
réelle positive, et pour z= o, elle prend la valeur 1. Par conséquent,
Pintegrale (26) définit une fonction régulicre et de partie réelle posi-
tive dans tout Uintérieur du cercle [z | <R, et qui en s o prend Ta
valeur 1.

En résumé, a toute fonction régulicre et de partie réclle positive: pour
|=| <R, et =1 pour = =0, correspond une fonction en 5 (0" 5 on
monolone et de croissance lolale == 1, bien déterminée « une constanie
additive pres el awr valears qu'elle prend dans ses points de discon-
tnuilé; ineersement toule fonction telle de s détermine d' une manicre
unique une forction régulicre et de partic réelle positive pour |2 <R, @

= 1 pour 5 == 0. Chercher la fonction en s de la nature indiquée recient
donc a chercher la fonction en 5 qui y correspond.

Dans cet ordre d’idées, le probleme de M. Carathéodory n'exige que
la solution du systéme

0((271') a(()) merel

I 2 270 I »27C
7?/ CoSskT da(T) == Richs e :/ SinA%T do(7) == REc),
0 [

3

(h=1, oo, n);

et en appliquant notre condition a ce cas particulier, nous retrouvons
celle de M. Carathéodory. Aussi, au cas ot le point (23) se trouve sur
la surface du domaine £,,, notre condition nous assure encore 'exis-
tence d’une solution «(Z) et alors d’une fonction analytique quiy cor-
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respond ; pourtant elle ne nous rend pas compte de 'unité et du
caractére simple de cette solution. En introduisant I'intégrale (26),
nous pouvons aborder des problémes bien plus généraux que celui de
M. Carathéodory; par exemple, nous pouvons nous donner en avance
une infinité de coefficients de la série entiére ; mais ce que nous avons
gagné de généralité, nous le perdimes dans les détails.

X.

Toutes ces considérations s’étendent presque immédiatement aux
fonctions & plusieurs variables, définies dans des domaines rectangu-
laires. Mais lorsque le domaine de variabilité devient de forme moins
simple, 1l se présente des difficultés assez graves. Nous n’insistons
pas aux détails. Observons seulement que jusqu’a un certain point,
toutes ces difficultés peuvent étre évitées. En effet, ce n’est que le
théoréme du paragraphe III, dont 'extension au cas général aboulit &
des obstacles; or ce théoréme n’entre qu’au dernier moment aux déve-
loppements des paragraphes IV-IX; il n’y entrera plus si, au lieu de
chercher 4 résoudre un systéme d’équations intégrales, on se contente
de déterminer une opération linéaire A[ /], faisant correspondre des
valeurs données a des fonctions données et ’'on ne se demande plus s’il
existe ou non une fonction «(z) qui y correspond. Bien entendu, il
faudra aussi modifier ’énoncé des résultats. Par exemple la condition
de ce que toute fonction continue puisse étre approchée indéfiniment
et uniformément par les fonctions g, ou par leurs combinaisons
linéaires, s’énoncera comme suit : I/ faut et il suffit que toute opéra-
tion linéaire qui fait correspondre a chaque o la valeur zéro, s’annule
identiquemendt. :

Il me faut encore mentionner une autre facon d’étendre mes résul-
tats, s’attachant & un ordre d’idées indiqué par M. Lebesgue. C’est &
propos de mon théoréme du paragraphe III que M. Lebesgue, dans une
Note tres intéressante, se mit a établir les liens qui joignent sa notion
d’intégrale a celle de Stieltjes; et il réussit A réduire ces derniéres inté-
grales aux siennes (*). M. Lebesgue observe, et c’est cette remarque
qui nous intéresse i cet instant, que la maniére dont il interpréte

(1) Sur les intégrales de Sticltjes et sur les operations fonctionnelles linéaires;
( Comptes rendus, 10 janvier 1910). '
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Pintégrale (3), s"étend immédiatementi toute fonetion /.y sommable
et bornée. Il en conclut que toute opération linéaire, définie seulement
pour les fonetions sur Uintervalle (e, b) peut efre prolongee jusqu’a
ce qu'elle porte b la totalité des fonctions, bornées et sommables sur le
méme intervalle.

La question se pose: Hst-ce que si Pon interpréte Pintégrale (3)
comme le fait M. Lebesgue, nos résultats s'¢tendent & la totalite des
fonctions, bornées et sommables sur Uintervalle («, )2 Par exemple,
est-cc quon peut exprimer par (3) toute opération lindaire, ¢’est-i-
dire distributive et continue, portant sur cette classe de fonetions?
Avant 4’y répondre, il faul préciser ce quon veul entendre par opéra-
tion continue; il y a plusieurs facons d’é¢tendre celte notion, deéfinie
jusqu'ict pour la classe Q, & la classe envisagie plus riche, Glest Ta
notion de fonetion limite qui y intervients on la définiva soit par Phy-
pothese de la convergence uniforme au sens strict, soit en admettant
des points d’exception qui peuvent former un ensemble de mesure
nulle. En tout cas, la réponse sera négative; il est bien aisé de con-
struire des exemples qui nous en assurent (1),

Malgré cela, dans des conditions plus restrietives, Pinterprétation
de (3) par M. Lebesgue rendra de hons services. Envisageons latotalite
des fonctions scmplem: nt discontinues sur Uintervalle (o, by, ¢ est=i-dire
telles que /(2 - o) ot f/(-+ o) existentet o/ () [ o)+ flr v o).
En interpretant Vintégrale (3) comme le fait M. Lebesgue, toute la
théorie développée ci-dessus §'étend @ cetie classe assez riche. Cela revient
principalement au fait que cetle classe contient une infinité denom-
brable de fonctions dont toute fonetion de la classe est fonetion limite.

Remarquons encore que pour cette classe la délinition primitive de
Pintégrale (3) peat étre maintenue; en assujeltissant seulement la
décomposition de I'intervalle («, &) et la formation de la somme (4)

a quelques restrictions. Juin 1g1o.

(1) Un des plus simples ost lourni par Popération réelle

ALfCay] = = [ lim sup f Gy Bimoinf [(a) ),
2wy ey R
‘(:glecf(.to) pour fes fonctions continuos ou simplement diseontinues. On peut interpréter

les sigues lim sup, lim inf au sens strict, mais on peut aussi exeluro en passant o la
limite tout ensemble de mesure nulle.



