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grafikai alkalmazas, térlatas, A térlatas fejlesztése mar az alapiskolatol kezdve sziikséges, a
optimalizalasi feladatok, 3D tanulméanyban ramutatunk arra, hogy hogyan fejleszthetjiik
kivitelezes mindezt szamitégépes programok segitségével és gyakorlati
Keywords: kivitelezésben a gépészeti és grafikus kbzépiskolai szakokon.
graphic application, spatial vision, A geometria  jelent6sége fokozottan megnyilvanul  a
optimization tasks, 3D kbzgazdasagi szakokon is, igy masik példaként a fejlesztési
implementation lehetbségeket az optimalizalasi feladatokon keresztiil probaljuk

megkoézeliteni. A megoldasokat nemcsak virtualisan, de végil a

Cikktorténet. v

Beérkezett 2024. augusztus 8. gyakorlatban, modellként is megalkottuk.

Atdolgozva 2024. oktéber 30. Abstract

Elfogadva  2024. november15.  The development of spatial vision has been necessary from

primary school onwards. This paper shows how it can be
developed using computer programs and practical applications
in engineering and graphic design secondary school courses.
The importance of geometry is also evident in economics
courses, so we try to show how it can be developed through
optimisation tasks. The solutions were created virtually and,
finally, in practice as physical models.

1. Bevezetés

Az oktatas kulonbdz6 szintjeit tekintve altalanosan elmondhatd, hogy a tanuldk nem
rendelkeznek megfelel6 szintl térlatasi képességekkel [1]. A tanulmanyban bemutatunk néhany
lehet6séget, melyek ennek javitasat segithetik el6. Mindezt a jol ismert, de esetleg a kevésbé
ismeret geometriai mddszerek hatékony alkalmazasara, illetve a didkok munkaira épitjik fel. A
tanulmanyban azt vizsgaljuk meg, hogy az emlitett mddszerek 6tvozésének az alkalmazasa segit-e
a térlatas fejlesztésében. A Szlovak allami oktatasi program ugyan tartalmazza a térgeometriat, de
ugy gondoljuk, hogy a didkok tudasa nem medfelel, hiszen az orakeret sem teszi lehetévé
mélyebben megalapozni ezt a tudast. A kdzépiskolasok hidnyos geometriai tudasat felmérés is
alatamasztja [2].

Célcsoportunk egyik részét a gépészeti és miszaki jellegl kdzépiskolak, valamint a digitalis
médiagrafika szakos diakok alkotjak. Tapasztalataink azt mutatjak, hogy a feln6vé nemzedék nem
igazan kapcsolja 6ssze a virtualis vilagot a valés vilaggal. A szamitégépes programok megjelenése
el6tt elészor laboratériumi, majd kistermelési szinten lehetett megtapasztalni a muiszaki rajz
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pontossagat, illetve pontatlansagat, majd nagylzemi mddban legyartani az alkatrészeket. Az
ezredforduldn jelentek meg azok a szimulaciés lehetéségek, amelyek segitségével mar egy-egy
koztes lépés kihagyhatd volt. Térszemléletfejlesztés szempontjabdl hatasos lehet, ha 6tvozzik az
euklideszi szerkesztéseket és gyakorlati kivitelezéseket a szamitdégépes grafikai abrazolassal.

A tanulék térgeometriai tudasa rendkivil hianyos, ennek ellenére elmondhatjuk, hogy a helyzet
nem reménytelen. Lehetséges, hogy tradicionalis, régi formaban kellene ujra tanitani az abrazolo
geometriat [3] a fels6bb tagozatokon, és a megfelel6 éraszamban oktatni a kozépiskolas tananyagot,
beleértve az analitikus geometriat is. Ugy gondoljuk, hogy fontos az, hogy a diakok
megismerkedjenek a konkrét gyakorlati alkalmazasokkal. Az el6z6 generaciok térlatasat példaul
segitette a piros-z6ld szemuveggel kialakitott térhatas [4]. Mindennek jelentésége éppen a gyakorlati
alkalmazasban van, hiszen anaglif képeket a diakok is sajat maguk létrehozhatnak, melyek
segitségével elérhetik a térhatast. Ez példaul jol beilleszthet egy grafikus szakoraba CoreIDRAW,
Inkscape vagy Abode Photoshop programok alkalmazasaval [4], a gépészek esetében pedig pl. a
Solid Edge 2D/3D CAD tervezd szoftver segitségével Iétre lehet hozni kilonbdzé térbeli elemeket
(pl. sakkfigura). A tervezést egyedil kellene kiviteleznitik a méretaranyok megtartasa mellett. A Solid
Edge program dsszeszerelési moduljaban pedig egyesitenitk kell az dsszes figurat a sakktablara.
Tovabba, megtervezhetéek sajat alkatrészeik is, megtervezhetéek a laza, az atmeneti és merev
illesztések. Ezaltal akar lehetévé valik szimulacidoban kiprébalni, de esztergapadon, illetve
mardégépen legyartott formaban is azt, hogy pl. az adott tliréshatarral megtervezett alkatrész
mozogni fog-e vagy sem.

Ugyancsak megemlithetd, hogy térgeometriai tapasztalatszerzés sajatithato el példaul ugy, ha
az iskolai 3D nyomtato és a gravirozo lehet6ségeit kihasznalva sajat elképzeléseket valdsitunk meg.
Kézzelfoghatoan, targyi kivitelezésben, térhatasu képként készitink, pl. zarébmunkakban a
megalmodott cégtablak, reklammakettek, névjegykartyak és brosurak formajaban [5].

Kifejtjlk azt is, hogy miért gondoljuk sziikségesnek a (tér)geometria ismeretét az egyetemek
kdzgazdasagi szakjain [6], [7]. Ramutatunk arra, hogy bizonyos feltételes optimalizalasi feladatok
geometriai Uton kdnnyebben oldhatéak meg, mint a Lagrange-egyenletek segitségével [8]. A sikbeli
feladatok megoldasa j6l szemléltethetd GeoGebra segitségével, de a térbeli megoldasok
kivitelezései még varatnak magukra a GeoGebra 3D Graphing (esetleg mas programok)
segitségével [9]. Ezt a problémat athidalva az optimalizalasi feladatoknal a konkrét térbeli, kdnnyen
vaghato elemek segitségével modelleztink. Ha nem all rendelkezésuinkre olyan program, amely
képes a térrészeket eltavolitani, felvazolunk egy mdédszert, hogy hogyan tudnank ezt helyettesiteni
léptetbmotorok és pontos energidju Iézerkard segitségével, azaz hogyan vaghato ki egy konvex
poliéder. Mindez arra j0, hogy ehhez az alakzathoz a koltségek célfiiggvényének a sikjaval
kozelitink. Abban a pontban, ahol a sik eléri a poliédert, a gyakorlatban szemléletes mddon
megkapjuk a maximalis nyereség, illetve minimalis veszteség vagy kiadas értékeit, és igy talan
kdnnyebben érthetévé valnak ezek a fogalmak is.

A felsoroltak alapjan fontosnak tartjuk, hogy beszamoljunk a j6 gyakorlatainkrél, konkrétan
arrél, hogy hogyan és mivel sikerilt felkelteni a felnévé generacio érdeklédését ezen a téren.

2. Gyakorlati alkalmazasok a kozépiskolakban

Igyekeztiink leirni a tobb évtizedes tapasztalatainkat, amelyek ramutatnak arra, hogy a
gépészetben és a médiagrafikus szakok tanterveiben a kuldonbség ugyan nagy, de a cél ugyanaz:
fejleszteni a sikbeli elképzeléseket és térbelilatast. A didszegi Magan Szakkdzépiskolaban a
gépészeknél sokat segitett a térbeli alakzatok, makettek alkalmazasa [5]. A gyakorlatban
alkalmazott térbeli alakzatokat vilagitottuk meg a soététkamaraban, konkrétan a hasabokat,
félhengereket, a kupot és azok csonka darabjait. igy valt szemléletessé az alaplapra, héatlapra és
oldallapra szort arnyék — vetulet.

Matematikaban és informatikaban a gépészeten belll, a gyartasi folyamatokban tokéletesen
hasznat vehetjik kilonbdzé 2D és 3D tervezé programoknak, melyek lényegesen megkdnnyitik a
grafikusok és mérnokok ezreinek munkajat [10]. A médiagrafikusok mar a kozépiskolaban
megismerkedhetnek a CoreIDRAW, Inkscape és Abode Photoshop programokkal, a gépészek pedig
a 2D és 3D CAD Solid Edge tervezd programmal. A legtdbb program hatékony kezeléséhez
szikséges az angol nyelv ismerete, a matematikai €s azon belll is a geometriai ismeretek egyarant.
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A Siemens PLM Software altal fejlesztett Solid Edge egy nagy teljesitményl 3D-s CAD szoftver
(SOVA DIGITAL 2020), amely a didszegi kdzepiskolaban hasznalt programcsomag része.

2.1 A Solid Edge 3D modellez6é program gyakorlati felhasznalasa gépész szakon

A mai tervezd programok allando fejlesztés alatt alinak, emellett a hardveres teljesitmény is
folyamatosan né, igy a felhasznaldk szamara olyan ergonomikus programkérnyezeteket hoztak létre
a fejleszték, melyeket a felhasznalok sajat beallitdsok altal tudnak testreszabni. Ezek kozé
sorolhatjuk a Solid Edge 3D modellez6 programot is, melynél a diakok hasznosnak itélték meg
példaul azt, hogy az képes elforgatni az alkatrészeket ugy, hogy az egyes nézetek altal
leolvashatéva valnak a méretek. Az 1. abran talalhaté néhany példa a diakok altal készitett gépészeti
jellegli formatervezésekre.

(Forras: a diészegi Magan szakkbzépiskola diakjainak munkaja)

Masik példaként emlithetlink egy egyszeriinek t(ind, de bonyolult feladatot is: a diakoknak egy
sakktablat kellett megterveznilk, ugy, hogy nem kaptak semmilyen tovabbi adatot a kivitelezéshez.
Ugyelnilik kellett viszont a sakkfigurak méretaranyainak megtartasara, hogy a sakktablara
felférjenek. Utana létre kellett hozniuk magat a sakktablat. Végul a program 6sszeszerelési részében
egyesiteni kellett az 6sszes figurat a sakktablan (2. abra).

2.abra: Klilbn-kiilén a sakkfigurak megtervezése forgatassal, majd egy ésszeszerelt sakktabla az 6sszes
figuraval (Forras: a dibszegi Magan szakkézépiskola diakjainak munkaja)

A diakok minden bemutatott feladaton kitartdan, szorgalommal és igyekezettel dolgoztak. A
felmeril6 problémak megoldasakor megmutatkozott a problémamegoldé gondolkodasuk,
kreativitasuk és leleményességik. A végeredménynek egyitt Ordlhettlink, hiszen hosszu
gondolkodas, tdbbszori illesztés és sok kis apré lépés utan volt 6sszerakhatd egy-egy szerkezet. A
méretaranyokat betartottak, a szinkombinaciokat is helyesen tudtédk hasznalni, kreativ volt a formai
kivitelezés, és az 0sszeszerelési részben a koordinacio is megfelelt. Sajnos azonban ezt tiz diakbadl
maximum ketté tudta gond nélkil kivitelezni a tervezéssel egyutt. Az el6z6ekben szemléltetett térbeli
feladatoknal a legtébb gond a térben lévd koordinacional jelentkezett, féleg, ha ugy kaptak a
feladatot, hogy konkrét értékek voltak megadva.
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2.2 A Solid Edge 3D modellezé program gyakorlati felhasznalasa médiagrafika szakon

A Solid Edge 3D modellezd program segitségével a diakok a legegyszerlibb alakzatoktol
kezdve a bonyolult, 6sszetett testekig képesek modelleket alkotni. Ezt kdvetéen egy 3D nyomtatéd
segitségével azok fizikailag is létrehozhaték. [11] A didészegi szakkdzépiskola egy Creality Ender 3
pro 3D nyomtatdval rendelkezik (3. abra, jobboldal). A nyomtatas inditasa el6tt konfiguralni kell a
nyomtatét. Be kell allitani a flithet6 asztal és a nyomtatofej hBmérsékletét. A motorok altal mozgatott
asztal hémérsékletét 60°C-ra, a nyomtatofej hémeérseékletét pedig 200°C-ra allitjuk be (az értékek
valtozhatnak a hasznalt filamentt6l figgéen). Ezen kivil nagyon fontos a nyomtaté asztalanak
pontos vizszintbe allitasa is. Figyelni kell tovabba arra is, hogy a fej legalacsonyabb szintjének és a
mozgd asztal fellletének tavolsaga minimalisra legyen allitva. A jobb oldali abran (3. abra) a
nyomtatas folyamatanak mozzanata lathato.

3.abra: A gereblye fejének és nyelének kivitelezése merev illesztéssel, egy ang
(Forras: a diészegi Magan szakkbzépiskola diakjanak munkaja)

r; nyh7tatésa

A gereblye kis méretekkel van tervezve. A diak a program tébb funkciojat is alkalmazza, mint
a kihuzas, fellletalkotas, levagas, lekerekités stb. A gereblye nyelét ugy méretezi, hogy a
kinyomtatasa utan a gereblye fejével 0Osszeilleszthetd legyen. Természetesen a program
lehet&séget kinal a modell forgatasara is. A 3. abran (a baloldali és a k6zépsé része az dbranak) a
tervezett és dsszeszerelt modellt lathatjuk.

A 4. dbran egy keréktarcsa és egy szamitdogéphaz Solid Edge programmal készitett kicsinyitett
modellje lathatd. A keréktarcsa makettje esetében a modell f része tébb henger segitségével
képezhetd, melyet ivelt killék megrajzolasaval zarunk le. A tarcsa kdzepére helyezett kdrlapon 4
rogzitést segité furat kapott helyet. A térbeli alakzat megalkotasakor, a diak felhasznalta a kor
rajzolasara vonatkozo utasitast; a henger létrehozasat, levagast, furat készitését és a lekerekitést.
Ezutan a modellt 3D nyomtato segitségével kinyomtatta.

4.abra: Szamitbgéphéaz és eqy keréktarcsa tervezete
(Forras: a diészegi Magan szakkézépiskola didkjainak munkaja)

A didk a 4. abra bal oldalan lathaté szamitdgéphazat egy téglatestbdl kiindulva, kivagasokkal
és kihuzassal hozta létre, valamint a racsokat és a csatlakozdhelyeket is megtervezte. Szinezé
eszkbz segitségével élethlivé alakitotta részleteiben is a modellt. Sajnos a nyomtatashoz a 3D
nyomtatonk csak egyszinl filament szalat tudott hasznalni, igy az elkészilt végtermék is ennek
megfeleléen egyszin( lett.

A geometria és informatika altal biztositott abrazolasi médok segitségével és ezek gyakorlati
alkalmazasaval 6szténozni lehet a kreativitast, az 6nallé6 gondolkodas fejlesztését, az ebbdl
kovetkezd kommunikaciét, érvelést, logikai és matematikai szamitast [5]. Természetesen nem utolsé
sorban a térlatas javitasat is el6segiti.
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3. Optimalizacids feladatok geometriai megkozelitése

Nemlinearis optimalizalas
A kovetkezdkben meghatarozzuk az (x — 1)% + (v — 3)? celfuggvény minimumdt az x + y < 2;
¥ = x; x 2 0,y = 0feltételek mellett, azaz

minGe — 1)% + (y — 3)2 {""')’52-

yax xz0y =20

aL

—=2x—1)+ 24 -1, =0
ar ax
—=2x=1+i, +4,=0 Mlxt+ty—-2)=0
i ol =y =0

b.abra: Feladatok a linearis és nemlinearis optimalizalasra
(Forras: [11])

A tanulék geometriai kompetenciain észreveheté kapcsolat van a térbeli és a sikbeli geometriai
készségek kdzott [12]. A kdvetkezbkben az egyetemi kbzgazdasagi szakokra dsszpontositva pont
ezt az atmenetet fogjuk szem el6tt tartani. A kézgazdasagi feladatokban altalaban ketté vagy harom
feltétel adott, amelyek legtébbszor energiaar fuggék. A koltségfiggvény (kiadas vagy befektetés) a
feltételek halmazahoz igazodik és ezt Langrange-egyenletek segitségével oldjuk meg. A 2 feltétellel
adott feladatok megoldasa altalaban egyszeriibb és geometriai uton jél szemléltethetd; a 3 feltétellel
adottak azonban mar bonyolultabbak. Ezt egy konkrét példan szeretnénk bemutatni.

Az 5. dbran egy optimalizacids feladat feltételei halmazanak k6zds metszetét lathatjuk, amihez
koncentrikus kérokkel kézelitiink. A megoldas (min-max) a k6zés halmaz alsé és felsé cslicske, ami
kénnyedén megszerkeszthetd, igy van helyettesitve a bonyolultabb Lagrange-egyenletrendszer.

Linearis optimalizalas

30u; + 70u; +90u3 = 30
80u, + 50u; + 40uz = 30"’

z

min 2400u, + 3500u;, + 3600u;, ha {

O Yy S 4

N B S
\ = ~. i

6.abra: Feladatok a linearis és nemlinearis optimalizalasra
(Forras: [11])

A 6. abra balfelsé sarkaban egy kétismeretlenes maximalizalasi feladat talalhatd, jobb oldalon
pedig egy minimalizalasi feladat, ami sikban kénnyen abrazolhatd és megoldhaté. Mindezt azonban
sajnos mar nem tudjuk megoldani harom ismeretlen esetében, hiszen a feltételek halmaza két sik
metszete lesz. A sikok térbeli metszetét sajnos nem tudjuk Iétrehozni, hiszen a két sik alatti térrész
adja meg a feltételek k6zds halmazat. Tovabba az sem mindegy, hogy a testet hogyan forgatjuk be
a térrészbe, hiszen a célfiggvény (koltség, befektetés) sikjainak a parhuzamosaival kell
kozelitenlink, parhuzamos sikokkal a feltételek kdzds halmazahoz, ami sokfajta alakzatot
eredményezhet [13]. A feladat geometriai uton megoldhato, transzformalas segitségével is, azaz

X
1:0:0)
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térbdl sikba valé atmenettel — ekkor megallapitjuk, hogy melyik fliggvény inaktiv, majd
visszatranszformaljuk a térbe.

7. abra: Két sik metszetének a megvaldsitasa: parhuzamos sikokkal valo kbzelités; az optimalis megoldas a
fekete szinii pont
(Forras: szerz6)

Az ilyen jellegli feladatok megoldhatdak akar valés modellek segitségével is. Ennek megfeleld
megoldas lathatd a 7. abran, ahol a megoldas 2 sik metszetének a megvaldsitasaval torténik. A
sikok pontjainak a berajzolasa utan levagjuk a polisztirol oldalait, majd a méreteinek megfeleléen
elhelyezzik a hasabot az origbba. Mivel a koltségfiggvény is 3 dimenzidés, igy a sikja
tengelymetszeteibdl kiindulva parhuzamos sikokkal kozelitiink a k6zds térrészhez, a megoldas a két
sik k6zds halmazanak a jobboldali pontja (a fekete szinl pont a megoldas a 7. abra jobboldali
képén).

8.abra: A 3D nyomtato léptetd motorjainak a beéllitasa a sik adatai szerint; és a gyakorlatban kivitelezett
poliéder, amelyhez sikokkal kézelitink.
(Forras: szerzé)

Mivel mar rendelkezunk bizonyos tapasztalatokkal a 3D nyomtaté és a lézer gravirozo
alkalmazasat illetéen, igy felmertlt az otlet, hogy a 3D kézgazdasagi feladat megoldhato lenne az
emlitett két berendezés segitségével is (8. abra). Gyakorlatban még nem kiviteleztik, de belatasunk
szerint beallithatd 3 léptetdbmotor segitségével a sik, majd megfelelé energiaju lézersugarral
levaghato és eltavolithatd a nem kivant rész. A 6 (kéltség)fliggvény pedig ugyszintén beallithaté a
Iéptetébmotorok segitségével — attdl fliggden, hogy az milyen meredekségl az egyes tengelyekhez
viszonyitva (kilénb6z6 délésszogl sikok lehetnek a kéltségfiggvények), ezzel kdzelitve a feltételek
k6zds halmazahoz (8. abra, jobboldali kép).
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4. Befejezés

A kozépiskolakon és az egyetemeken is javitani lehet a térlatast, ha felkeltjik az érdekl6dést
kilénb6z6 a gyakorlatban kivitelezhetd példakkal. A tanulmanyban keveredik a virtualis és a valds
vilag. A sikbeli feladatoknal kdnnyen megallapithatd a két félsik altal bezart k6zos halmaz. A térbeli
alakzatoknal azonban a sikok altal bezart térrészt tudjuk abrazolni, de a kézbs halmaz feletti (vagy
alatti) térrész nem tavolithaté el latvanyosan. Amig a 3D tervezd programok ezt nem teszik lehetévé
[9]; azt javasoljuk, hogy fizikailag hozzuk létre a modellt. Az iskolaknak mar altalaban elérhetdk,
beszerezhetbk Iéptetémotorok, melyek segitségével beallithatjuk a sikokat, igy a felesleges
térrészeket eltavolithatéva tehetjik, ha lézerkard segitségével atvagjuk az adott hasabot a feladat
szerint. Eredménylil csak a k6zds halmazt hagyjuk meg. Az a tapasztalatunk, hogy a kdzépiskolasok
a sajat munkajuk, tervezésuk, valamint azok fizikai megvalositasa révén segitik a térlatas
fejlesztését. A féiskolakon pedig érthetébbé valnak a kézgazdasagi feladatok a probléma vizualis
megvaldsitasa altal. A problémak geometriai megoldasan keresztil csdkkentjik azt a tudashatranyt,
amelyet hianyoltunk a tanulmany elején.
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