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A nullhipotézis szignifikanciateszt alapvetd problémaja, hogy nem ad valaszt az
empirikus kutatok szamara a kovetkezd, igazan fontos kérdésre: milyen valdszinii-
séggel tévediink, ha egy becsiilt pozitiv (vagy negativ) kiilonbség alapjan arra kovet-
keztetiink, hogy a valosagos kiilonbség pozitiv (vagy negativ). A bayesi statisztikai
irodalomban azonban ismert az az allitas, miszerint a p-érték felfoghat6 kiilonbségek
¢és hatasok eldjelére, iranyara vonatkozo hipotézisek poszterior valdsziniiségeként is.
Jelen tanulmanyban bebizonyitom, hogy a p-érték fele annak valdsziniiségét méri,
hogy a valdsagos Osszefliggés iranya ellentétes a becsiilt 0sszefiiggés eldjelével.
A tanulmany végén amellett érvelek, hogy ez az erdmény jelentds mértékben hozza-
jarulhat a becslési eredmények értelmezéséhez.

A nullhipotézis szignifikanciateszt elméletét és gyakorlatat évtizedek ota vitatjak
a statisztikusok, pszichologusok ¢és tarsadalomtudosok. Bardits, Németh ¢és
Terplan [2016] szisztematikusan attekintették a nullhipotézis szignifikanciateszttel
és a p-érték hasznalataval kapcsolatos problémakat. Ezek koziil néhanyat Hunyadi
és Vita [2016], illetve Vargha [2016] is megvizsgalt. Jelen tanulmény kizardlag egy
problémara fokuszal: arra a gyakori félreértésre, hogy a p-érték a nullhipotézis vagy
akdr az alternativ hipotézis valoszinliségét fejezi ki.

Vajon mi csabitja az empirikus kutatokat erre a tévedésre? A kutatdsokat motiva-
16 hipotézisek valamilyen kiilonbség vagy hatas eldjelérdl, iranyardl tesznek allitast,
az érdekes tudomanyos vitak pedig kiilonbségek, valtozasok, hatasok iranyara vonat-
koznak. Kiilondsen a tarsadalomtudomanyokban tipikus tapasztalat, hogy egy adott
hipotézis tesztelésével foglalkozo kutatasok eredményei vegyesek: egyes becslések
pozitivak, masok negativak; egyes becslések kismértékii, masok nagymértéki hatast

* Szeretnék koszonetet mondani a kézirat anonim biraldjanak a hasznos tanacsokért.
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mutatnak. Ilyen koriilmények kozott az empirikus kutatok érdekeltek abban, hogy
megbecsiiljék annak valoszinliségét, hogy az adott eredmény alatamasztja a kutatast
motivald hipotézist (Hempel [1966], Garcia-Pérez [2017]).

A p-érték els6 latasra nem hasznalhato fel a kutatast motivalo hipotézis valoszi-
nliségének mérésére. A bayesi statisztikai irodalomban azonban ismert az az allas-
pont, miszerint a p-€érték felfoghato a szoban forg6 tartalmi hipotézis poszterior vald-
szinliségeként is (DeGroot [1973], Pratt—Raiffa—Schlaifer [1995]), és a p-érték fele
azonos annak valoszinliségével, hogy a paraméter eldjele ellentétes a becslésével
(Lecoutre—Poitevineau [2014], Marsman—-Wagenmakers [2017]." Jelen tanulmany-
ban el6szor ezt az allitast bizonyitom. A bizonyits az integralas Laplace-médszerére
(Raftery [1995], Kass—Raftery [1995]), valamint Pratt—Raiffa—Schlaifer [1995]
valoszinliségszamitasi gondolatmenetére tamaszkodik. A széban forgd elemek kom-
binalasa azonban — reményeim szerint — ijszerli. A masodik fejezetben amellett érve-
lek, hogy a p-érték poszterior Ujraértelmezése lehetévé teszi a kutatdsi eredmények
vilagos és kozérthetd értelmezését, és kikiiszobolheti a szignifikans kiilonbségek
vagy hatasok nyelvén megfogalmazott hibas értelmezéseket.

1. A p-érték mint poszterior valosziniiség

Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy a kutatast egyetlen hipotézis motival-
ja: egy adott véltozo hatasa® pozitiv (vagy negativ). Az empirikus kutatds célja igy
egyetlen paraméter, f becslése. A becsléshez hasznalt mintat — pontosabban, annak
relevans megfigyeléseit és valtozoit — D-vel jeldljiik. Legfontosabb feltevésiink, hogy
a paraméter becsléséhez a maximum likelihood modszert hasznaljuk, és igy a becslés

utan a paraméter tetszoleges értékénél értelmezhetd az L(D| ) likelihood fiiggvény.
A kutatast motivald elméleti hipotézis szerint S pozitiv (vagy negativ). Mivel

a mintabol levont kdvetkeztetések bizonytalanok, a P( p> O|D) és P( p< O|D)
poszterior valoszintiségeket is becsiilni szeretnénk. A bizonyitas soran a P( p< O|D)

valdszinliség helyett a P ( p< O|D) valdszintliséget hasznaljuk. Ezzel a cserével termé-

! Vargha [2015] kdnyvében is szerepel egy hasonlo tétel: az un. harmadfajii hiba valdszinlisége nem lehet
nagyobb a valasztott szignifikanciaszint felénél. Vargha allitdsa véleményem szerint nyilvanvaldan igaz — ezzel
szemben a bayesi allitas igazolasra szorul. Tovabbi kiilonbség, hogy Vargha érvelésében olyan feltételes valo-
szinliségek szerepelnek, melyek a nullhipotézis igazsagat feltételezik. A bayesi megkozelités ezzel szemben
poszterior valosziniiségekkel dolgozik.

2 A hatés terminust lazan hasznélom: az olvasé ,,hatas” helyett batran gondolhat dsszefiiggésre vagy kii-
lonbségre.
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szetesen azt is feltételezziik, hogy P ( b= O|D): 0. Ez a feltevés realisztikus, hiszen

végteleniil kicsi annak a valosziniisége, hogy a paraméter értéke pontosan nulla.
Az érdeklédés kozéppontjaban szerepld P( £> O|D) és P( p< 0|D) poszterior
valészinliségeket a Bayes-tétel segitségével definidlhatjuk (lasd Hunyadi [2011]):

P(> 0|D)= TL D|ﬂ dﬂ/
’ 1/
ﬂ<0|D=fLD|ﬂ dﬁ/

ahol L(D|,b’) a f paraméter melletti hipotetikus likelihood érték, n( ﬂ) annak

a priori valdsziniisége, hogy az ismeretlen paraméter értéke f, P(D) pedig a minta
eléfordulési valoszinisége.
A prior valosziniiségekkel kapcsolatban a legegyszertibb feltevéssel éliink: n( ﬁ)

konstans, vagyis nem fligg £ -t6l. A prior valdszintiségek tehat nem informativak.
Ez a feltevés lehet6vé teszi a prior valdszinliségek kikiiszobolését. Emeljiik ki
a n( ﬂ) tényez6t az integralokbdl, majd osszuk el a két poszterior valdszinliséget

egymassal. Ekkor n( [)’) -vel egyszertsithetjilk mind a szamlalot, mind a nevez6t.

A pozitiv kimenet poszterior esélye tehat:
P(p>0|D]) o
@: | L(D|ﬂ)dﬁ/f L(D|,B)dﬁ
P(p<o|p) o o

Egyszerisitett jeloléssel:

(ﬁ>O|D TL dﬁ/f 12/
Ppzop) o

A jobb oldalon szereplo integralokat a Laplace-modszerrel kozelitjiik. Ehhez elo-

szOr a L(D| ,B) hipotetikus likelihood logaritmusat a kdvetkezé Taylor-sorfejtéssel

kozelitjiik:
log L( 8)~ log L(b)+ log L(b) (B —b)+ log L(b)’ (,B—b)z/z,
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ahol 10gL(b)' és 1ogL(b)” a log-likelihood fiiggvény b szerinti els6é és masodik
derivaltjait jeloli. Mivel b maximum likelihood becslés, az elsé derivalt és igy
a 1ogL(b)’ (b—ﬁ) szorzat is zérus. Vezessiik be tovabba az s* = —1/logL(b)” jelo-

1ést, amely azt fejezi ki, hogy a becslés variancidja a masodik derivalt reciprokanak
— tobbvaltozos esetben a Hesse-matrix inverzének — minusz egyszerese. Ekkor

log ()~ logL(6)—(—b)’ /25°

és

crer

likelihood a maximum likelihood becsléshez tartozo likelihood és egy normalis elosz-
last stirGiségfliggvény szorzataval ardnyos. Ha ezt a striiségfiiggvényt f ( B, b, s) -sel

jeloljiik, akkor a hipotetikus likelihood értéket kozelitd képlet felirhato
L(B)c L(b) f(B, b, s) /3/

formaban is. A /3/ egyenletben szereplo Osszefiiggés segitségével a /2/ egyenletben
szereplo poszterior esély a kovetkez6 egyszerii formaban adhat6é meg:

P(p> 0|D)

P(p< 0|D):jof(ﬂ’ b’s)dﬁ/if(ﬁ, b, s)dp .

Mivel a JO f ( B, b, s)dﬁ integral az F (0, b, s) kumulativ eloszlasfiiggvényt de-

finidlja, a poszterior odds tdmoren felirhat6 a

P(B>0[D) 1-F(0,b,s)

P(p<op)  F(0.b.3)

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 8. szém 799-806. oldal



A szignifikanciatesztet elhagyni nem kell félnetek, j6 lesz, ha a p-értéket Ujraértelmezitek 803

formaban. Ebbdl pedig kénnyen kiszamolhatjuk a P(f> 0|D) és P(f< 0|D) valo-

sziniségeket:

P(>0|D)=1-F(0,b,5),
14/
P(p<0|D)= F(0,b,s).

A normalis eloszlas képletében szerepld S —b kiilonbség felirhato a —b—(—ﬂ)
formaban is. Emiatt tetszéleges f8, b, s értékekre teljesiil az f (3, b, s)= f(~b, — B, )
azonossag. Igy tehat a /4/ jobb oldalan szereplé F (O, b, s) valoszinliség F (—b, 0, s) -

sel azonos. Ha még azt is felhasznaljuk, hogy a kumulativ normalis eloszlas szimmetri-
kus, azaz 1- F (—b, 0, s)= F (b, 0, s) , akkor a /4/ egyenlet atalakithato a

P(f> 0|D)= F(b,0,s),
P(p<0|D)=1-F(b,0,5)

formara.

A p-érték definicioszerilien annak valoszinlisége, hogy a nullhipoztézis fennalldsa
esetén a mintaban az aktualis vagy egy annal extrémebb becslést kapunk. Ez a valo-
szinliség természetesen az 1—F (b, 0, s) kiilonbség. A poszterior valoszinliségek

tehat a p-értékek fiiggvényei. A kapcsolat pontos leirdsdhoz definialjuk az [ () indi-

katorvaltozot: ennek értéke 1, ha a zardjelben szerepld kifejezés igaz, kiilonben
az értéke nulla. A szokasos kétoldalu statisztikai teszteknél azonban a p-érték
az 1-F (b, 0, s) kiilonbség kétszerese. A poszterior valosziniiségek és a p-értékek

kapcsolata tehat:

P( > 0|D)= 1(b> 0)(1- p/2)+ 1(b<0) p/2,
/5/
P(p<0|D)=1(b> 0) p/2+ 1(b< 0)(1-p/2).
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Az /5/ egyenletben szereplo eredményt a kovetkezd egyszerlibb formaban is
felirhatjuk:

P(p eléjele = b eldjele)=1-p/2,
16/
P(p eldjele = b eljele)= p/2.

A /6/ egyenlet lizenete egyszeri: a p-érték fele annak valosziniiségét méri, hogy
a valosagos 0sszefliggés iranya ellentétes a becslés eldjelével.

A képlet értelmezéséhez vegyiink egy példat! Bdardits—Néemeth—Terpldan [2016]
nyomdn képzeljiik el, hogy egy kisérleti kutatdsban a ¢-probastatisztika eredménye
t=2,7, az empirikus szignifikancia p = 0,01. Tegyiik fel azt is, hogy a kisérleti cso-
portban kedvezdbb eredményt kaptunk, mint a kontrollcsoportban. A kisérleti és
a kontrollcsoport 6sszehasonlitdsa tehat azt sugallja, hogy a beavatkozas hatasa pozi-
tiv. Ekkor a /6/ egyenlet alkalmazasaval a p = 0,01 empirikus szignifikanciabdl arra
kovetkeztethetiink, hogy 0,995 annak a valdsziniisége, hogy a beavatkozasnak tény-
leg pozitiv a hatdsa. Masképp fogalmazva: 0,005 valészinliséggel tévediink, amikor
a pozitiv eredményt altalanositjuk, és a beavatkozas pozitiv hatdsara kovetkeztetiink.

2. Kovetkeztetések

Az el6z0 részben bizonyitottam, hogy a p-érték a tartalmi szempontbol fontos ha-
tasok iranyéval kapcsolatos hipotézisek poszterior valdszinliségét méri. A /6/ egyen-
letben megfogalmazott eredményiink szerint a p-érték fele annak valdsziniiségével
azonos, hogy a valosagos 0sszefiiggés iranya ellentétes a becslés eldjelével. Az ala-
csony p-érték arra utal, hogy a hatas valos irdnya nagy val6szinliséggel megegyezik a
becslésével. Ekkor a kutato szinte biztos lehet a dolgaban, amikor a mintabeli pozitiv
(vagy negativ) hatasbol arra kdvetkeztet, hogy a valdsagban is pozitiv (vagy negativ)
a hatds. A magas p-érték viszont azt sugallja, hogy nagy valdsziniiséggel tévedhe-
tiink, amikor egy pozitiv (vagy negativ) becslési eredménybdl egy pozitiv (vagy
negativ) Osszefiiggésre kovetkeztetiink. Extrém esetben, ha p =1, a kutaté akar
pénzdobassal is valaszthatna a tartalmi hipotézisek koziil, anélkiil, hogy gondosan
szemiigyre venné a becslések eldjelét és nagysagat.

Ugy vélem, hogy a p-érték bayesi tjraértelmezése jelentés mértékben egyszeriisiti
a kvantitativ kutatdsi eredmények értelmezését. Egyrészt konnyen értheté az
az eredmény, hogy a p-értékek a tartalmi kovetkeztetésekben rejld tévedés esélyét
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fejezik ki. Ez az eredmény azt az {izenetet hordozza, hogy a statisztikai kdvetkeztetés
nem a nullhipotézis €s az alternativ hipotézis kdzotti valasztasrol, hanem a mintabeli
eredményekbdl levont tartalmi kdvetkeztetések bizonytalansagadnak megallapitasarol
sz0l. Masrészt segitheti a kutatokat, hogy ne kovessék el a ,,nem szignifikans, tehat
nincs hatas” tipusu tévkovetkeztetést (Wasserstein—Schirm—Lazar [2019]).2

Fontos megjegyezni, hogy a p-érték bayesi Gjraértelmezésének elfogadasahoz nem
kell igazi bayesi statisztikusnak lenni. A bayesi statisztika alkotdelemeibdl csak azt
a gondolatot hasznaltuk fel, hogy a kutatok szdmadra fontos valoszintiségek egyiitthatok
el¢jelére vonatkozd poszterior valdszintiségek (Hunyadi [2011]). Viszont nem kotele-
z6dtiink el az informativ prior eloszlasok hasznalata és a statisztikai kdvetkeztetés
dontéselméleti megkozelitése mellett. A poszterior valdsziniiségeket sem a bayesi
statisztikaban ismert numerikus eljarasokkal szamoltuk ki (Kass—Raftery [1995]),
hanem — az analitikus attekinthet6ség érdekében — a Laplace-modszerrel kozelitettiik.
Emiatt fontos hangsulyozni, hogy a p-értékekkel csupan kozelitjiik a tartalmi kovetkez-
tetéseinkben rejlé kockazatot.

Végiil érdemes felhivni a figyelmet a jelen tanulmanyban kifejtett megkozelités
korlataira. Egyrészt az /5/ és /6/ egyenletekben szereplé Osszefliggések kozelitdleg
érvényesek. Ennek f6 oka az, hogy a poszterior valoszinliségeket nem kiszamoltuk,
hanem a Laplace-modszerrel kozelitettiik. A masik ok, hogy a levezetés soran konstans
prior valdsziniségeket feltételeztiink. Ez a feltevés lehet hamis is — de sajnos ezt
a kérdést nem tudjuk eldonteni. Masrészt az /5/ és /6/ egyenletekben szerepld Ossze-
fiiggések maximum likelihood — vagy azzal ekvivalens — modszerrel becsiilt paraméte-
rekre vonatkoznak. igy a jelen tanulméany érvelése nem terjed ki azokra a statisztikai
probakra, melyek becslések, modellek, elméleti eloszlasok illeszkedését vizsgaljak.
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