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A Hilbert-transzformacio altalanos eljaras, jol hasznalhato a lokalis magneses mérések értelmezésében. Jelen cikkben
ismertetett magneses mérések célja a kiskunhalasi lokalis hulladéktarolé rekultivaciés munkalatainak eldsegitése. A feladat
azoknak a teriileteknek az elkiilonitése, ahol kiilonb6z6 méretli vastartalmt targyakat helyeztek el. A Hilbert-transz-
formaciobdl meghatarozott analitikus fiiggvény burkolojanak vizsgalatabol meghatarozhato a kiilonboz6 méretii vastargyak
elhelyezkedése.

Puszta, S., Kis, K.: Application of the Hilbert transform for the separation of different
size and iron containing objects in the Kiskunhalas local waste yard

The Hilbert transform is a general procedure, it can be an effective tool in the interpretation of local magnetic measurements.
Magnetic measurements presented in this paper were done with the aim of recultivation of the Kiskunhalas local waste yard.
The task was to separate the different places where different amount of iron containing objects had been deposited. From the
Hilbert transform of the measured data, an envelop of an analytical function was obtained. After a proper low-pass filtering,

the envelope function indicated the locations, where higher amount of iron had been deposited.

Beérkezett: 2013. december 12.; elfogadva: 2014. januar 2.

1. Bevezetés

A lokalis geofizikai mérések jol alkalmazatok kornyezet-
szennyezési hatasok felmérésében. A feladat megoldasara
alkalmazott modszerek: lokalis magneses mérések (Rey-
nolds 1997), geoelektromos eljarasok (Reynolds 1997, Tu-
rai et al. 2010), foldradar alkalmazasa (Reynolds 1997).

A kiskunhalasi bezart kommunalis hulladéktaroloé sza-
balytalan kiterjedésii, befoglalo mérete mintegy 400 m x
600 m, vastagsaga 3,5 m — 4,5 m. Felszine egyenetlen,
talajjal fedett, rajta fii, bokrok, helyenként fak nének, ezek
az egyenletes bejarast akadalyozzak. A lokalis magneses
mérések eredményeit rekultivaciés munkakhoz kivantak
felhasznalni, kiilonosen az a teriilet keriilt az érdekl6dés
el6terébe, amelyen a haztartasokbol kikeriil6 szokasos mé-
reti hulladék méreteit meghaladé vastartalmt targyak he-

lyezkednek el. A feladat megoldasara a lokalis magneses
mérések adatainak Hilbert-transzformalasa adott lehet6-
séget.

2. Hilbert-transzformacio

A feladat megoldasa el6tt célszerti A Hilbert-transzformaciod
bevezetése és a kovetkezo fejezetben néhany modellszami-
tas bemutatasa. A Hilbert-transzformaciot Hardy angol ma-
tematikus vezette be (Hardy 1932). Az elnevezést D. Hilbert
tiszteletére nevezte Hilbert-transzformacionak. A Hilbert-
transzformaci6 altalanosan hasznalt eljaras, amely jol alkal-
mazhat6 kiilonbozé tudomanyteriileteken, példaul a hir-
adastechnikaban (De Freitas 2005, Gold et al. 1972, Oberg
2001), a szeizmikaban (Zsellér 1982).
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Egy g(?) fiiggvény Hilbert-transzformaltjanak definicioja:
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amely kifejezhetd konvolucios formaban is:
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ahol * a konvolucié miveleti jele. A Hilbert-transzformacio
alapvet6 tulajdonsaga, hogy nem cseréli fel a tér- és frek-
venciatartomanyokat, tovabba a paros fliiggvény transzfor-
maltja paratlan lesz, mig a paratlan fliggvény paros tulaj-
donsaguva valik. A Hilbert-transzformacié nem valtoztatja
meg a fiiggvény Fourier-transzformaltjanak amplitido-
spektrumat, ugyanakkor a fazisspektruma —90° fazistolast
szenved a pozitiv frekvencidk esetében, mig 90° fazistolast
mutat a negativ frekvenciak tartomanyaban, a harmonikus
jelek esetében. Ha a Hilbert-transzformalt eredményt ismét
Hilbert-transzformacionak vetjiik ala, akkor az eredmény az
eredeti fliggvény minusz egyszeresét adja.

Szamitastechnikailag egyszeribb a Hilbert-transzformalt
meghatarozasa frekvencia-tartomanyban. Legyen 7(f) az
adatsor Fourier-transzformaltja, ekkor a Hilbert-transzfor-
malt Fourier-transzformaltjat a

Tu(f) =] sgn T(f) 3)

Osszefiiggés szolgaltatja, ahol j az imaginarius egység, sgn
az elgjelfiiggvényt jelenti. A (3) egyenletnek az inverz Fou-
rier-transzformaltja adja meg a keresett Hilbert-transzfor-
maltat.

A Hilbert-transzformacio alkalmazasat a magneses ano-
maliak értelmezésében Nabighian (1972, 1974, 1984) ve-
zette be. A Hilbert-transzformacio alkalmazasa megtalalha-
to Bracewell (1978), Meskd (1983, 1984), tovabba Kis
(2009) munkaiban.

Hasznaljuk fel az analitikus jel fogalmat (Bracewell
1978, Li 2006)! Az analitikus jel definicidja:

g =AD", @

ahol A(?) a pillanatnyi amplitido, ¢(¢) a pillanatnyi fazis.

Vezessiik be az analitikus jelet a
Zu(t) = 2()—j gui(0) 5)
formaban, ahol a képzetes rész a valos rész Hilbert-transz-
formaltja. Az igy meghatarozott analitikus jel azonos tulaj-
donsagt lesz a (4) egyenlettel megadott fiiggvény tulajdon-
sagaival. A g,, analitikus jel |4(¢)| burkoldjat megkaphatjuk
az

A0 = [g°(0) + gh ()] (6)

egyenletbdl, mig a fazisat a

(1) = arctg (—gui(?)/g(1)) )

egyenlet adja. Az analitikus jel pillanatnyi frekvenciajat az

1 do(t
O

Osszefliggés adja meg.

3. Modellszamitasok

A modellszamitasok soran néhany, a geofizikai gyakorlat-
ban ismert fliggvény Hilbert-transzformaltjat mutatjuk be.
Legyen a jel az

y(t) = sin(wf) )

fiiggvény, amelynek a Hilbert-transzformaltja Hahn (2000)
szerint:

(10)

Az 1. abran kék szin abrazolja a szinusz jelet a vizszines
sikban, mig szintén kék szin jeloli annak Hilbert-transz-
formaltjat a fiiggdleges sikban. Piros szinii térgdrbe abrazol-
ja az analitikus jelet, amelynek a valés—képzetes komplex
sikban 1évo vetiiletét szintén szemlélteti az abra. Ez jelen
esetben kort ad. Vékony fekete vetitévonalak mutatjak az
egyes komponensek kapcsolatat. Egy tetszélegesen kiva-
lasztott pontban mutatjuk az analitikus jelet mint vektort,
valamint vetiiletét.

yui(f) = —cos (wf).

Kipzeles

1. abra | Kék szin abrazolja a sin(w?) bemend jelet a vizszintes sikban,
mig szintén kék szin mutatja a bemend jel —cos(wt) Hilbert-
transzformaltjat a fiiggdleges sikban, piros szinil térgorbe je-
18li az analitikus jelet, tovabba a valoés—képzetes komplex
sikban kék szin mutatja annak kor alaka vetiiletét. Vékony
fekete vetitd vonalak segitik az abrazolast, valamint feltiintet-
tilk egy tetsz6leges pont abrazolasat is
The input signal sin(wf) is plotted by blue color in the hori-
zontal plane, while its Hilbert transform —cos(w?) plotted also
by blue color in the vertical plane; red three-dimensional
curve shows the analytical signal which is a circle indicated
by blue color in the real-imaginary complex plane. Thin
black lines indicate the way of projection and the projection
of an arbitrary point is also indicated

Figure 1

Jol ismert jel az
y(t) =sin(at) /at (11)

fiiggvény, amelynek Hilbert-transzformaltja (Hahn, 2000):
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yui(t) =[1 — cos(at)] /at. (12)

A 2. abran kék szin abrazolja a jelet a vizszintes sikban,
mig szintén kék szinnel jeldlve annak Hilbert-transzformaja
lathato a fiiggbleges sikban. Az abran piros szinnel az anali-
tikus jelet megadod térgorbét abrazoltuk.
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2. abra | Kék szin jeloli a sin(w?)/wt bemeneti jelet a vizszintes sikban,
mig szintén kék szin abrazolja annak Hilbert-transzformaltjat
a fliggdleges sikban, piros szinii térgérbe mutatja az analitikus
jelet, szintén kék szinnel abrazoltuk az analitikus jel vetiiletét
a valos—képzetes komplex sikban
Figure 2 | In the horizontal plane blue color indicates the input signal

sin(w?)/wt while its Hilbert transform is also indicated by blue

color in the vertical plane, red three-dimensional curve shows

the analytical signal, its projection is also indicated in the
real-imaginary complex plane

Legyen a jel az

y(=1/1+1% (13)
figgvény, amelynek a Hilbert-transzformaltja Bracewell
(1978) szerint:

yui()=—t/(1+1). (14)

A 3. abran kék szin mutatja a jelet vizszintes sikban, mig
a szintén kék szin abrazolja annak Hilbert-transzformaltjat a
fliggbleges sikban. Az abran piros szinnel az analitikus jelet
megadd térgdrbét abrazoltuk. A valos—képzetes komplex
sikban az analitikus jel vetiilete szintén kort ad.

Legyen a jel a 2a hossziisagu, origora szimmetrikus négy-
szdgimpulzus, y (f) = I1,(f), amelynek Hilbert-transzformalt-
ja (Hahn, 2000):

yui(0) = (I/m) In|(t + a)/(t - a)|. (15)

A 4. abran a négyszogimpulzus lathato kék szinnel be-
mutatva a vizszintes sikban, mig ennek Hilbert-transzfor-
maltja szintén kék szinnel a fliggéleges sikban abrazolva
lathato, piros szinii térgérbe mutatja az analitikus jelet. A
valos—képzetes komplex sikban az analitikus jel vetiilete
egy korlatos méretii téglalapot mutat. Ez a numerikus koze-
lités kovetkezménye. Valdjaban a valés—képzetes komplex
sikon két parhuzamost kellene latnunk, hiszen (15) at — a
esetén, az yy; — t oo, illetve yy; — —o0, az idealis négyszog-
jel valtasa 0 id6 alatt torténik.

Kipzeles

.,1.’6
4. abra | Kék szin jeldli a In|(¢ + a)/(¢ — a)|/n bemeneti jelet a vizszintes
1 sikban, mig szintén kék szin dbrazolja annak Hilbert-transz-
formaltjat a fliggbleges sikban, piros szinii térgérbe mutatja
1 az analitikus jelet, az analitikus jel vetiiletét szintén kék szin-
g, nel abrazoltuk a valds—képzetes komplex sikban
2 Figure 4 | Blue color indicates the input signal In|(z + a)/(t — a)|/r in the
horizontal plane while its Hilbert transform is indicated also
by blue color in the vertical plane, red three-dimensional
! curve shows the analytical signal, its projection is also indi-
cated in the real-imaginary complex plane
g
" A kovetkezo fliggvény a geofizikai gyakorlatban gyakran
Pre hasznalt ,,sweep” fliggvény:
3. 4bra | Kék szin jelli a 1/(1+¢%) bemeneti jelet a vizszintes sikban, y(f) = sin(wot + ﬁtz) sin3(a)0t) , (16)
mig szintén kék szin abrazolja annak Hilbert-transzformaltjat
a fligg6leges sikban, piros szinii térgdrbe mutatja az analitikus amelynek most a numerikus Hilbert-transzformaltjat hata-
jelet, az analitikus jel vetiiletét szintén kék szinnel abrazoltuk rozzuk meg. A bemend fiiggvény egy linearisan novekvo
~ avalés—kepzetes komplex S‘lfb'fm , frekvenciaji harmonikus jel, amelynek amplitiddjat harma-
Figure 3 | Blue color indicates the input signal 1/(1+¢7) in the horizontal . . . . RN ey
: hile its Hi s dik hatvanyra emelt szinusz adja. Ez utobbi frekvenciajat
plane while its Hilbert transform is indicated also by blue ;
color in the vertical plane, red three-dimensional curve shows Ggy valasztottuk, hogy értéke a vizsgélt ablak két szélén
the analytical signal, its projection is indicated in the real- nullat adjon. Az 5. dbran kék szin abrazolja a bemend fiigg-
imaginary complex plane vényt vizszintes sikban, mig numerikus Hilbert-transzfor-
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Képzeles

maltjat szintén kék szin jeldli a fiiggdleges sikban, fekete
gorbe mutatja a burkolofiiggvényt, mely nem hordoz infor-
maciot a bemenet fazisarol, tovabba az analitikus jelet meg-
ado piros szinll térgérbét, amelynek a vetiilete a va-
l6s—képzetes komplex sikban lathatd. Az abra piros
szinnel tiinteti fel vizszintes sikban a csak fazisinfor-
maciora tamaszkodo pillanatnyi fazisbol szamolt jel
koszinuszat is. Ez utdbbi a kis és nagy amplitaddji
jeleket egyarant a +1, —1 tartomanyba viszi.

4. Mérési adatok feldolgozasa

A feladat megoldasara Overhauser GSM—19-es mag-
netométerrel végeztiink totalis magneses méréseket a
hulladéktarold tetején. Az észlelések idében egyenle-
tesen, 0,5 s kozonként torténtek, ami az atlagos hala-
dasi sebesség mellett koriilbeliill 0,5 m vonal menti
mintavételi tavolsagnak felel meg. A méréseket a te-
repviszonyok altal megengedett helyeken, rendezet-
leniil elhelyezkedd vonalak mentén hajtottuk végre
(6. abra). A hulladéktarolo teriiletére mintegy 19000
mérési pont esett. Helymeghatarozasra GPS eszkozt
alkalmaztunk.

A magneses mérések feldolgozasanak elsé 1épése a
baziskorrekcid elvégzése volt. A baziskorrekcio értéke
48050—48070 nT kozott valtozott.

A rendezetleniil elhelyezkedd adatokbdl interpolal-
tuk az anomaliatérképet. Az interpolaciohoz kiilonbo-
26 stlyfiiggvények, tobbek kozott az 1/r* tipust fiigg-
vény alkalmazasat javasolja Véges (1971). E stly-
figgvényt alkalmazva kapjuk a 7. @dbran bemutatott
totalis magneses anomalia térképet. Az anomalidk
rendezetlen eloszlast mutatnak, nem valnak el a kis-
méretii és nagyméretil hatoktdl szarmazo hatasok.

A magneses hatok dipol vagy multipol jellegiiek,
azonban feladatunk szempontjab6l ez ko6zombos,
egyediil az intenzitasuk megismerése fontos, erre jol
hasznalhat6 az analitikus jelbdl képzett burkolofiigg-
vény.

Az adatok, amelyekbdl térbeli informaciot kiva-
nunk szerezni, vonal mentén helyezkednek el. A fel-

5. dbra | Kék szinli gorbe abrazolja a bemend fiiggvényt a vizszintes
sikban, mig annak numerikus Hilbert-transzformaltjat szintén
kék szin jeloli a fuggdleges sikban, fekete gorbe mutatja a
burkolofiiggvényt, tovabba az analitikus jelet megado piros
szinii térgorbét, amelynek a vetiilete a valos—képzetes komp-
lex sikban lathato. Az abra piros szinnel tiinteti fel a pillanat-
nyi fazisbol szamolt jel koszinuszat is a vizszintes sikban
Figure 5 | Blue curve shows the input function in the horizontal plane
while its numerical Hilbert transform is indicated by blue
color in the vertical plane; a black curve illustrates the envel-
op function, the analytical signal is shown by a red three-di-
mensional curve and its projection is given in the real-imagi-
nary complex plane. The figure shows the cosine of the in-
stantaneous frequency by red line in the horizontal plane

dolgozas kovetkezd 1épéseiben az adatokat a mintaszam
(id6) fiiggvényében 1évé egydimenzids adatrendszerként
kezeljiik.
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6. abra | A szabalytalan alaku kiskunhalasi hulladéktarol6 teriiletén azok-
nak a mérési vonalaknak a helye, amelyek mentén a mérések tor-
téntek (a horizontalis és vertikalis koordinatak EOV rendszerben,

méter egységben értendok)

Figure 6 | The magnetic measurements were carried out along the presented
red lines over the Kiskunhalas waist yard (the horizontal and ver-

tical coordinates are given in the EOV system in meter unit)
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7. abra | A szabalytalan alaku kiskunhalasi hulladéktarol6 teriiletén meg-

hatarozott totalis magneses anomaliak (interpolaciéval az 1/r ti-
pusu sulyfiiggvény alkalmazasaval)

Figure 7 | Total magnetic anomalies over the irregularly shaped Kiskunha-

las waist yard (anomalies are determined by interpolation using
the application of the 1/r* type weight function)

A Hilbert-transzformalt szamitasanal célszerii a
jelek egyen-, illetve és alacsony frekvencias kompo-
nenseit eltavolitani az adatsorbol. Ezt 11 pont hosz-
szusagh futdatlag segitségével végeztiik. gy az ered-
mény nem tartalmaz zérus, illetve és alacsony frek-
vencias Osszetevoket. Ezt a 8. dbra illusztralja az
adatrendszer egy részének bemutatasaval.

Ezt kdvetéen az anomaliakbol numerikus Hilbert-
transzformaltat szamitottunk, és meghataroztuk a
komplex értékekbdl allo analitikus fiiggvényt. Az
analitikus fliggvénybdl meghatarozhaté annak bur-
koloja, amelybdl a jelek intenzitasara kdvetkeztethe-
tink (9. dbra). A burkold gyorsan valtozik, igy
alulateresztd sziiréssel kaphatok meg azok a térben
nagyobb kiterjedésii jelkomponensek, amelyek a fel-
dolgozas eredményét adjak (10. dabra). A sziirésre
Gauss-féle sziir6t hasznaltunk, paraméterezését nu-
merikus vizsgalatok alapjan hataroztuk meg. A sziirt
burkolé amplitudoja tobb nagysagrendet fog at, igy a
kezelhetdség érdekében a burkold logaritmusaval
dolgoztunk.

A kapott vonal menti adatsorbol meghatarozott
burkoldt szabalyos racsba interpolaltuk krigelési al-
goritmus alkalmazasaval. Az interpolalas soran fi-
gyelembe vettiik adataink statisztikus tulajdonsaga-
it. A kimeneti adatrendszer mind x, mind y iranyban
1,0 m osztaskodzii. Az igy eldallitott eredménytér-
képen (11. abra) kiilonbozé szinekkel jeldltik a
»hagy” és a ,kicsi” vasterheltséglinek mutatkozé
részeket.

A teriilet szamottevo részén az anomaliak kis in-
tenzitasuak. A délkeleti részen 1év6 indikacio a fel-
szinen 1évé rozsaszin vaskadhoz kothetd. A teriilet
északnyugati felén a nagyobb kiterjedésii és nagy
intenzitdsu anomaliak nagyobb vasmennyiséget sej-
tettek. Feltarasuk soran tobb szaz gumiabroncs keriilt
eld, amelyek acélmerevitoket tartalmaznak.
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T 1
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8. dbra | A feldolgozas elsé 1épése az adatsor egy részletén bemutatva: a kék szin jeloli baziskorrigalt adatokbol a futéatlag alkalmazasa utan meg-
hatarozott szelvényt, piros szin mutatja a magneses anomaliat. Mindkét szelvény a tavolsag fiiggvényében van abrazolva

Figure 8 | First step of the data processing shown on a section of the processed data: blue line indicates the data after the base correction, red line
shows the anomalies after the running average has been applied. Both curves are plotted against the horizontal distance
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9. dbra | A feldolgozas masodik 1épése az adatsor egy részén bemutatva: piros szinii gérbe abrazolja a magneses anomaliakat a szelvény hosszanak
figgvényében, mig fekete szinii gérbe mutatja a numerikus Hilbert-transzformaciobol meghatarozott burkolot
Figure 9 | Second step of the data processing shown on a section of the processed data: red color curve shows the magnetic profile, while the black
one presents the envelop of the numerical Hilbert transform
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10. abra | A feldolgozas harmadik 1épése az adatsor egy részén bemutatva: vékony fekete szinli gorbe mutatja az analitikus fliggvény burkolofiiggvé-
nyét, mig kék szini gorbe abrazolja az alulvago Gauss-féle szlirgvel sziirt burkolot
Figure 10| Third step of the data processing shown on a section of the processed data: the envelop of the analytical function is shown by a thin black
curve while its low-pass Gaussian-filtered version is presented by a blue curve

5. Kovetkeztetések

A magneses anomaliakat 1étrehoz6 hatok méret szerinti sze-
paraléasa az értelmezés fontos feladata, mivel az esetek tobb-
ségében a hatok méret szerint nem mindig kiilonitheték az
anomaliatérképeken. Jelen esetben az anomalidkat 1étreho-
76 hatok 3,5-4,5 m mélységi rétegben helyezkednek el.
A burkolofiiggvény alapjan — amely nem hordoz informaci-
ot a jelek fazisarol csak intenzitasukrol — lehetévé valik a
hatok méret szerinti szeparalasa az adott rétegben. A Hil-
bert-transzformaltakbol meghatarozott analitikus fliggvé-
nyek burkolojanak kétvaltozos térképeken torténd abrazola-
sa soran a hatok méret szerinti elkiilonitése rendszerint
megoldhato.
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A tanulmany szerzéi

Puszta Sandor, Kis Kéroly
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Figure 11
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