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Ebben a tanulményban egy analitikus és egy numerikus szdmitdsi mdédszert ismertetiink az elektromégneses hullim-
terjedés modellezésére a Fold-ionoszféra hullimvezet6ben. A modellezés az extrém alacsony frekvencidk esetére
érvényes (<100 Hz), és figyelembe veszi az ionoszféra magassaginak az eltérését a Fold nappali és éjszakai oldalan.
Numerikus teszteken mutatjuk meg, hogy a kétféle megkozelités gyakorlatilag ugyanazt az eredményt adja, a kozot-
titkk 1év6 relativ eltérés kevesebb mint 0,4%. Ez az eredmény hozzajirul ahhoz, hogy a Schumann-rezonancia-mérések
alapjan kovetkeztetni tudjunk a globalis zivatartevékenység eloszldsdra és intenzitdséra.

Pracser, E., Bozoki, T.: Modeling of Schumann resonance measurements
for nonuniform waveguide

In this article, we present an analytical and a numerical approach to model the electromagnetic wave propagation in
the lowest part of the extremely low frequency band (<100 Hz) that takes into consideration the day-night asymmetry
of the Earth-ionosphere cavity. We present numerical tests showing that the two models produce practically the same
output, i.e., the relative difference between them is less than 0.4%. Our result is an important step toward inferring the

distribution and intensity of global lightning activity based on Schumann resonance measurements.

Beérkezett: 2021. julius 12.; elfogadva: 2021. augusztus 31.

Bevezetés

Mar a huszadik szdzad elején felvetették annak a lehet6-
ségét, hogy az elektromosan j6 vezetének szamit6 Fold, a
szintén jol vezet6 ionoszféra és a kozottik levs térrész a
kis frekvencidji elektromagneses hullimok (100 Hz alatt)
szamara egy hullimvezet6t képeznek. Ezzel az els6k ko-
zott W. O. Schumann foglalkozott (Schumann 1952),
ezért a jelenséget Schumann-rezonancianak (SR) hivjak.
A vizsgalt elektromagneses hullimokat a F6ld kiilonb6z6
helyein el6forduld villimok keltik, ezért a SR-mérések a
globalis zivatartevékenységrdl adnak informaciét. A Fold—
ionoszféra hullimvezetd fizikai tulajdonsigaival szdmos
publikicié foglalkozott (Madden, Thompson 1965, Ni-
ckolaenko 1997, Price et al. 2006, Polk 1982, Satori et al.
2002).

A hullimterjedés matematikai modellezésekor kezdet-
ben dllandé magassagti ionoszférat, azaz homogén hullim-
vezetdt feltételeztek (Wait 1962). Késobb késziiltek analiti-
kus és numerikus modellezések valtozé magassigl iono-

szférara, inhomogén hullimvezetdre is (Kirillov et al. 1997,
Galuk et al. 2018). Az analitikus szadmitds transzcendens
fiiggvényeket tartalmazé végtelen sorok alakjaban adja
meg az elektromagneses térkomponenseket. Ekkor hibdk
léphetnek fel azaltal, hogy a végtelen sorokat végessel ko-
zelitjiik, tovabba a transzcendens fiiggvényeknek a nume-
rikus szamitdsanal is lehetnek pontatlansagok, mivel altala-
ban azokat is egy végtelen sor allitja el6. A numerikus meg-
oldasnal a feladatot egy, a Foldgomb felszinén definialt
raccsal diszkretizédljuk, ami szintén hibaforras lehet. Ezért
mindkét szamitds megbizhatdsagit néveli, ha megmutat-
juk, hogy ezek a szamitisok egymashoz nagyon kozeli
eredményeket adnak.

A numerikus szamitds a modellezd rics elemeihez tar-
toz6 ionoszféra-magassiagok tetsz6leges eloszlasira alkal-
mazhatd. Az analitikus modellezés csak olyan specialis ese-
tekre érvényes, amikor a kiilonb6z6 ionoszféra-magassagi
tartomanyok hatara a 8 = ¢ (ahol c egy allandd) egyenlettel
adhaté meg. Esetiinkben egy nappal-éjszaka hatirvonal
valaszt el két tartomanyt.
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A hullamterjedés modellezése a Fold-
ionoszféra hullimvezet6ben

Az jonoszféra Fold feletti magassiga lényegesen kisebb,
mint a F6ld sugara, és ez a magassig a hullimhosszhoz
képest is elhanyagolhat6. Ezért a Fold és az ionoszféra ko-
zOtti térrész egy kétdimenzids hullimvezet6nek tekint-
hetd, amely csupan két fizikai paraméterrel jellemezhetd.
Ezek a hullam terjedési irinyaba es6 Z impedancia és a
Fold és az ionoszféra kozotti Y dtvezetés. Az ionoszféra
magassaga és az ionoszféra, a F6ld, valamint a levegé veze-
t6képessége az impedanciin és az itvezetésen keresztiil
vannak hatdssal a hullimterjedésre. Az ionoszféra magas-
saga egy komplex szimmal jellemezhetd, melynek a kép-
zetes része 0-t6l kiillonb6z6. Ez a 0-tdl kiilonb6z6 képzetes
rész jellemzi az elektromagneses hullam csillapodasat. Az
impedanciat és az atvezetést killonboz6, frekvenciafiiggd
ionoszféra-magassagokkal (%, és h,) szamitjuk. Ezeknek a
magassigoknak a szamitdsival a szakirodalom részletesen
foglalkozik (Pechony, Price 2004, Kulak, Mlynarczyk
2013). Az elmélet ismertetésekor matematikai gémbkoor-
dinita-rendszert hasznalunk, a teszteknél viszont f6ldrajzi
koordindta-rendszert. Szamitdsaink sordn azt feltételez-
ziik, hogy az elektromégneses térkomponensek idéfiiggé-
se ') ahol t az 1d6 és w a korfrekvencia.

A Fold és az ionoszféra kozotti V fesziiltség és az i dram-
slirliség kapcsolatat a

gradlV = -Zi, (1a)

divi=-Y[V+ V.0(P)] (1b)

differencidlegyenletek adjak meg, ahol V; a forras helyén
fellépé fesziiltségimpulzus nagysiga, 0(P) Dirac-delta a
Fold felszinén van értelmezve, és P a forras helyét jelenti.
Az egységnyi teriiletre esé Z impedancia az L induktivi-
tason keresztil fiigg a frekvenciatél és a k; ionoszféra-ma-
gassagtdl a

Z=iwL, L=uh

képletek szerint, ahol 4 a magneses permeabilitas. Hasonld

képletek érvényesek az Y atvezetésre is,
Y=iwC, C=¢/h,

ahol C a kapacitassirtiség. Az (1) egyenletekbdl levezet-
heté a fesziiltséget meghatirozé parcidlis differencial-
egyenlet:

div(1/L) gradV + 0’CV = -&’CV,8(P). 2)

Ez a kétdimenzids taviroegyenlet frekvenciatartomany-
beli megfelelje. A (2) egyenlet gombkoordinatakkal:

1 O (sin@ 0 1 o120
2 t5o2 4
rsin@ 060\ L 060 r*sin“@ 0p\ L O¢ (3)

+ @*CV =—0*CV,8(P),

ahol ra F6ld sugara. A (3) egyenletet fogjuk tehat megolda-
ni numerikusan és analitikusan. Az elektromos térersség

fiiggbleges komponense egyszeriien szamithat6 a fesziilt-
ségbdl,

E, =V/h,. “)
A magneses térerésség komponensei az aramsiiriiség-
vektor komponenseibdl szamithat6ak a
H¢:—i9, Hg:i¢ (5)
képletek szerint (Kirillov et al. 1997, Kirillov, Kopeikin
2002). Figyelembe véve az (1a) képletet,
1 0

Hy=- =, 6
O 1 Zsin0 0 ©)
1 0
Hy=——V. 7
Y 2

A fesziiltséget meghatarozo differencial-
egyenlet numerikus megoldasa

A (3) egyenlet numerikus megolddsira mar van példa a
szakirodalomban (Galuk et al. 2018). Abban a cikkben az
egyenletet az eredeti alakjaban diszkretizaljak, a véges kii-
1onbségek moddszerét alkalmazva. Itt mi most egy masik
utat valasztunk, melyet a szakirodalomban a véges tér-
fogatok moédszerének vagy boxmoédszernek is neveznek
(Stoyan, Také 1997). Elénye, hogy nincs sziikség a maso-
dik derivéltak differenciahdnyadosokkal val6 kozelitésére.
Ezt a mddszert alkalmaztdk mar a geofizikdban a potenciél
szamitdsira, az egyendramu mérésekhez, kétdimenzids
geoelektromos modellek esetére (Dey, Morrison 1979). Az
altalunk alkalmazott numerikus algoritmus két fontos
szempontbdl is kiilonbozik ettél a megoldastdl. Egyrészt
bonyolultabb, hiszen most gémbkoordinatikkal kell sza-
molni. Masrészt viszont egyszer(ibb, nem kell ugyanis fog-
lalkozni a tartomany hatarain a peremfeltételekkel, mivel
a gomb feliilete véges, és nincsenek hatirvonalai. A gomb
felszinét a 0 és ¢ koordinatik mentén felosztjuk, azaz egy
racsot hozunk létre (6, ¢;, i =1, .., N,j=1, .., M). Az
egységnyi feliiletre es6 induktivitds és a kapacits értéke
mindegyik ricselemen beliil dllandé. A fesziiltséget a racs
csomoépontjaiban hatdrozzuk meg. Az (i,j) csompo6pont-
hoz tartoz6 fesziiltség V; ;. A rics gombi négyzetekbdl all,
kivétel a pélusok kornyezete, ahol a rics elemei gombha-
romszogek. A (2) egyenlet diszkretizaldsihoz vegyiik an-
nak az integraljit egy A tartomanyon (1. dbra), és alkal-
mazzuk a Gauss-tételt,

I %ngradV d/+ .”a)ZCVds = —“.a)ZCVSé'(P)ds. (8)
A A

SA

0A jelenti az A tartomany hatarat, n az erre merdleges
normalvektor. A (8) képlet els6 tagja az I. dbra A tartoma-
nyan differenciahdnyadosokkal,
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1.4bra | A Fold felszinének diszkretizalasa

Figure 1 | Discretization of the Earth’s surface
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A (8) egyenlet masodik tagja,
oV % AO A¢[sin(¢9i_1 +%A9)C,~_1, -
+sin(G;_; + %AH)CH, j+sin(6; +%A9)Ci, i-1 (10)
+ sin(6; +%A¢9)Ci,j }

Itt az A tartomanyon a potencial értékét allandénak te-
kintettiik. A rics elemeinek a mérete A = A¢p = 1° (N =
180, M = 360). A (8) jobb oldaldnak az A-n vett integilja
csak azon racspontban kiilonbozik 0-tdl, ahol a forras van.
Példaul, ha a forras a 6;, ¢, koordinataji pontban van, ez az
érték:

(11)

1
o’ Z(Ck—l,l—l +Cro1 +Cro1 +Cr g Vs

Figyelembe vettiik, hogy a Dirac-delta-fiiggvény integ-
ralja 1. A (9), (10) és (11) képletek linearis kapcsolatot ha-
taroznak meg a V;; fesziiltség, és a szomszédos csomdpon-
tokhoz tartozé fesziiltségértékek kozott. Minden racspont-
ra felirva ezt a linedris kapcsolatot a ricspontokhoz tartozé
fesziltségértékekre kapunk egy linedris egyenletrendszert,

Av=f. (12)

A v vektor az Osszes racsponthoz tartozé V;; fesziilt-
ségértéket tartalmazza, az f vektornak csak a forrasnak
megfelel§ eleme kiilonbozik 0-t6l. Az A matrix mérete
64442 x 64442, az egyenletrendszer megoldasa a szabadon
elérhet6 MUMPS algoritmussal torténik (Amestoy et al.
2001).

A forras helye lehet a rics valamelyik csomépontja. A
mérés helye viszont tetsz6leges lehet, eshet csomépontok
kozé is. Tegyiik fel, hogy a 8, ¢ koordinatdkra érvényesek a

0:;<0<0;,,, G<P< ¢ (13)

egyenlStlenségek, ahol 6;, ¢; a rics csomépont-koordina-
tai. Ekkor a fesziiltség a

33

V(8,4)= ZZC]C,]P]C (cos@) cos(lg) (14)

k=0 I=0
képlettel szamithatd. A c;; egyiitthatok a racspontokhoz
tartozo fesziiltségértékekbdl szamithatéak (V,,,, m =i - 1,
woi+2,n=4-1,..,j+2). A migneseses térkomponensek
((6), (7) képletek) a (14) derivalasiaval mar egyszeriien
meghatdrozhatdak.

Analitikus megoldas

Kirillov és szerzdtarsai (Kirillov et al. 1997) is a (2) egyen-
letbdl indultak ki, és levezették a Fold-ionoszféra hullam-
vezetGben kialakul6 fesziiltségre vonatkozé képletet, figye-
lembe véve a kiilonb6z6 ionoszféra-magassagokat nappal
és éjszaka. Az dltaluk kapott képletekre most egy masik
levezetést adunk, amely eltér6 matematikai alapokon
nyugszik, és kiilon targyaljuk a forrds és az észlelés helyé-
bél ad6dé kiilonbségeket. Az utdbbi azt jelenti, hogy a for-
ras is és az észlelés is eshet a Fold nappali és az éjszakai ol-
daléra, azaz négyféle lehetSség van. A levezetés sordn an-
nak is fontos szerepe lesz, hogy a forris és az észlelés 0
koordinatai hogyan viszonyulnak egymashoz. Valamennyi
esetre kozoljiik a fesziiltséget meghatirozé képletet. Ho-
mogén hullimvezetére egyszer(ibb az elektromagneses
térkomponensek szamitasa, elGszor erre az esetre vezetjik
le a megoldast, és utdna tériink 4t az inhomogén esetre.

Homogén hullamvezetd

Tekintsitk most az ionoszféra magassagat allandénak, ami
azt jelenti, hogy az egységnyi teriilet kapacitasa és induk-
tivitdsa allandé. Ekkor a (2) egyenletet megszorozhatjuk
L-lel,

divgradV + w*LCV = -’ LCV,5(P). (15)

A gyakorlatatban a forras intenzitasat az I, aramimpul-
zus nagysagaval szokas jellemezni, ezért felhaszndlva a
fesziilség és az dram kozotti

1 h
V=1 T o= I ] . 5
ioC iwe

(16)
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Osszefiiggést, a fesziiltéget meghatirozé (15) egyenletben
modositjuk a forrastagot,

div gradV + w”LCV = —szC%a‘(p). (17)
iwe
Bevezetjiik a v komplex valtozot, amelyre
v(v+1) = 0 7LC. (18)

Feltételezziik tovibbd, hogy a forrds a pdluson van
(0 = 0). Ekkor fesziiltség csak a 6 koordinatatél fligg, igy az
azt meghataroz6 (17) differenciilegyenlet gombkoordina-
takkal felirt alakjdban nem szerepel a ¢ szerinti derivalt,

1 sing-2_ 0 j v(v;—l)V: V(V-i-l)]hcé,(P)
r2sin@ 00 06 r 2 iwe
Alkalmazzuk az x = cos helyettesitést! Ekkor az egyen-
leta
i((1—x2)ivj+v(v+1)lf
0x ox (19)
= D) E 5p)
iwe
alakot olti. Ez a Legendre-egyenlet, amelynek a megoldasa
lehet cP,(cosf) vagy cP,(-cosf), ahol P, a Legendre-fiigg-
vény, és ¢ egy kés6bb meghatdrozandé allandé. Itt most a
cP,(-cosf) johet szoba, mivel annak van szingularitdsa a
forras helyén (6 = 0). A c szorzé meghatirozasihoz hirom
tényt kell figyelembe venni:
1: a (19) egyenletben a Dirac-§ el6tti szorzot,
2: ha 0 « 1, akkor (Wait 1962)

P,(—cos0) ~ %sin vrlogd,
T

3:ha 0 <« 1, akkor a 6 = 0 pont kdrnyezete siknak tekint-
heto, és a sikbeli

AU(x, y) = (0, 0) (20)
Laplace-egyenlet megoldisa
1
U(x,y):z—log\/x2 +97. (21)
n

Az igy meghatirozott fesziiltség értéke megegyezik a
szakirodalombdl (Wait 1962) is ismert képlettel,

il hv(v+1)

(22)
4wertsin(vr)

V()= P, (—cosb).

Mivel a forras a 6 = 0 pontban van, a (22) képlet azt is
jelenti, hogy a fesziiltség a forris és a mérés szogtivolsa-
ganak a fiiggvénye. Ezaltal lehet6vé valik, hogy arra az
esetre is felirjuk a fesziiltség képletét, amikor a forras és a
mérés helye a Fold tetsz6leges pontjara esik. Ekkor alkal-
mazva a gombharomszogekre vonatkozé koszinusztételt
megkapjuk a forras és a mérés y szogtavolsagit,

cosy =cosf’cosf +sinf'sinfcos(¢’ - ¢).  (23)

A vesszovel jelolt koordinatdk a forrds koordindtai, a
vessz6 nélkiiliek a mérés helyére vonatkoznak. Ha a (22)
képletben a 0 helyébe y-t irunk, megkapjuk a fesziiltség
értékét tetszbleges forras-, méréshelyre. A Legendre-fiigg-
vényt szamithatjuk a

2n+1

Pv(_x) =
_nzn(n+1) v(v+1)

sin(v ) ()
sorfejtéssel (Erdélyi 1953, Wait 1962), ahol P, az n-edik
Legendre-polinom. Ennek a képletnek az elénye az egy-
szer(i programozhatésaga, hatranya a lasst konvergencia.
A Legendre-fiiggvény szamithaté a hipergeometrikus
fiiggvénnyel is (Erdélyi 1953),

1+
PV(—x)zF(—V,v+1,1,Tx). (24)

A szamitasaink soran ezt a képletet alkalmaztuk.

Inhomogén hullamvezeto

A célaz, hogy arra az esetre szamitsuk ki a fesziiltség érté-
két, amikor az ionoszféra magassiga kiillonb6z6 a Fold
nappali és éjszakai oldalan. Els6 1épésként egy tjabb kép-
letet adunk meg a fesziiltségre dlland6 ionoszféra-magas-
sagra, és tetszlleges forras-, méréskoordinatikra, majd ezt
modositjuk az eltéré nappali és éjszakai ionoszféra-magas-
sag esetére. A forrds gombkoordinatai: (8’, ¢"). Ekkor a V
fesziiltség nemcsak a 6-t6l, hanem ¢-t6l is fiiggeni fog. A
fesziiltséget meghatdrozé (17) egyenletet a valtozok szét-
valasztasival oldjuk meg,

V(6, ¢) = VOV, (¢). (25)
A V,-t meghataroz6 egyenlet:
2
JVP =— V. (26)

V,(¢) egy 2m szerint periodikus fiiggvény, és ehhez az
kell, hogy a y szepardcios valtoz6 egy egész szdm legyen
(u=m’,m=0,1,2,..). Igy minden rm-re lesz egy Vi és
egy V,"” megoldas,

v, = cos(m(¢ - ¢).

A V"-et meghatirozé egyenlet

(27)

2
%{(1—x2)§1@<m>j+£vw+1)—1’”—2Jvt<m> =0 (28)
—X

alakban irhat6é fel. (28) megolddsai a P,"(cosf) és
P,"(-cosf) csatolt Legendre-fiiggvények. A P,/” Le-
gendre-fiiggvénynek -1-nél szingularitisa van, ez fogja
meghatdrozni, hogy a koszinuszfiiggvény mikor szerepel
az argumentumban pozitiv, illetve negativ elGjellel. A fe-
sziiltséget meghatarozé altalanos képlet az dsszes partiku-
laris megoldas osszege,
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0

V= ,mpvm( 9)
cmzzo(cl cos 09)

+comB) (—cos 9))cos(m(¢ -¢")
A képletben szerepld, egyelére még ismeretlen c, ¢, ,,
Com szorzotényezOk meghatirozdsahoz alkalmazzuk a

Legendre-fiiggvényekre vonatkozé6 addiciés képletet (Er-
délyi 1953),

B,(—cosOcosd' —sinfsinf'cos(p—¢'))
—Z 1y F(v m+1)

I'v+m+1)

x Pvm (—cos@) P (cosO")cos(m(dp—¢")),

(30)

ahol
ha m=0,

1,
En =
" {2, ha m>0.

A (30) képlet bal oldalan a Legendre-fiiggvény argu-
mentumaban a gombhdaromszogekre vonatkozd koszi-
nusztétel értelmében a forrds és az észlelési hely szogtavol-
saga szerepel. Ez azt jelenti, hogy a (22) képletben szerep-
16 Legendre-fiiggvény kifejezhets a (30) sorfejtéssel is. Igy
a(22) és az addicios képlet egyiittesen megadjak az dllandd
ionoszféra-magassig esetén érvényes fesziiltséget tetszo-
leges helyen levé forras esetére a (29) képletben levé sor-
fejtéssel. Ezaltal az ott szerepld ismeretlen egyiitthatokat
is megkapjuk. Az addiciés képletben 8 és 6’ felcserélhetd.
Ha 6 < 6’, akkor az addiciés képletnek azt a véltozatat kell
alkalmazni, amikor a mérés 8 koordinataja P,’(cosf)-ban
jelenik meg, hiszen a 6 = 0 pélusban nem lehet szingulari-
tas,

_iLhv(v+1)
4wer’sin(vr) 31)
X zbl”” P (cos@)cos(m(g—g")).

m=0
A b, egyiitthato:

I'lv—-m+1)

b =6n (D"
L = &m(=1) I'(v+m+1)

Pl (—cos@'). (32)

Ha 6 > 6, akkor a P,” argumentumadban a cosf elGjele
negativ kell legyen, hiszen a 6 = m pdlusban nem lehet
szingularitds. Ekkor az addiciés képlet masik valtozata

szerint,

_iLhv(v+1)
N 4wer’sin(vn)
o (33)
X sz,mpvm (—cos@)cos(m(p—¢")),
m=0
oy E=mAD) pn o
bym =&m(-1) F(v+m+l)pv (cos®"). (34)

A (31) és a (33) képletek is megadjak tehat a fesziiltség
értékét allandd ionoszféra magassigra. Mindkét képlet a
(29) képlet specialis esete.

A (29) képlet nemcsak abban az esetben alkalmazhaté
a fesziiltség szamitasira, amikor az ionoszféra magassaga a
Fold teljes felszinén 4lland6, hanem akkor is, amikor a Fld
felszine olyan tartomanyokra bonthat6 amelyeken beliil 4l-
land6 az ionoszféra magassiga. Ebben az esetben ugy kell
megvalasztani a ¢, és ¢,,, egylitthatékat az egyes tarto-
manyokon beliil, hogy a tartomanyok hatirin a fesziiltség
és az drams(r{iség-vektor hatirra meréleges komponense
folytonos hataritmenettel rendelkezzen. Ez megtehetd,
ha a Fold felszinét két tartomanyra, nappalira és éjszakaira
osztjuk fel. A Fold felszinén kétféle v értéket adhatunk
meg, a

, ha 6<6,
v:{vd a ‘ (35)

V., ha 6>6,

képlettel. 8, = 90° a nappal-éjszaka hatart adja meg. A
Fold nappali és éjszakai tartomanyat akkor lehet igy meg-
adni, ha a koordindta-rendszer 6 = 0 pontja megegyezik
a Nap helyével. Tegyiik fel most, hogy a forras a napos ol-
dalon 6’ < 6, van. Ekkor a c 4dllandé a (29) képletben,

AL v (v +1)

= - , (36)
4wer-sin(vym)

a csatolt Legendre-fliiggvények indexe ((29) képlet) v,
vagy v, aszerint, hogy az észlelés nappali vagy az éjszakai
tartomanyra esik. A (29) képlet két tag osszegére bont-
hatd. Az egyik azt adja meg, hogy mi lenne akkor, ha az
éjszakai ionoszféra-magassig megegyezne a nappalival, a
masik pedig a megvaltozott éjszakai ionoszféra-magassag
hatdsa. Az észlelés helye szerint hirom esetet kiilonitiink
el,
a:0<0

Cl,m = bl,m + Rm’ (37)

Cym=0. (38)

Ha ¢,,, 0-tdl killonbozne, akkor 8 = 0-nal szingularitas
lenne.

b:0'<0<6,
(39)

Cz,m = bZ,m' (40)

Ez a tartomany nem tartalmazza sema 8 =0,sema f =7
pontot, igy mindkét egyiitthat6 killonbozhet 0-t6l.
c:0>0,

Cl,m = 0’ (41)

Cz,m = dm' (42)

Ha ¢, 0-tdl killonbozne akkor 6 = w-nél szingularitis
lenne.
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A by, és b,, egylitthatok szamitasanal v = v,. Az R,
és a d, egyiitthatokat Ggy kell meghatirozni, hogy V és
(1/h)(0V(8)/90) folytonos legyen a 6 = 6, hatiron. Az
utébbi azt jelenti, hogy a 0 irdnyl drams(irdség a hatiron
folytonosan megy at. Az R,, és d,, egyiitthatok a hatarat-
meneti feltételek alapjan szimithatdak,

Ry=-byp [PV”’ (—cosb; )iPVm (—cosb,)
d dx n

K" d
D dx

—P" ( cos,)P" ( Coset):|

X[Pvm (cos&; )iP‘,’" (—cos6,) (43)
d dx n

ISR B
h(d)d—P'"(cosHt)P (—cosb) | ,

bz,mPv':’l (—cosé) + RmPvZ (cosé;)

= N
P (—cos6;)

Nyilvdnval6, hogy amennyiben az éjszakai ionoszféra
magassag megegyezik a nappalival, specidlis esetként
megkapjuk azt a képletet, amelyik az dlland6 ionoszféra-
magassagra vonatkozik a nappali értékkel. Ekkor ugyanis
R,=0¢ésd,=0,,.

Ha a forrds az éjszakai félgémbon van, azaz 8’ > 0, a ¢
allandé a (29) képletben:

ALV, (v, +1)

= . (45)
4wer*sin(v,n)
A b, ésab,, értékeket most v = v,-nel szamitjuk. Az
észlelés helye szerint ismét harom esetet kell kezelni.
a:0=0'

Cl,m = 0 > (46)

Com = Uy + Ry (47)

Ha ¢, ,, nem lenne 0, akkor szingularitis lenne 6 = n-nél.

b:0'> 626,

Cl,m = bl,m’ (48)

Cz,m = Rm' (49)

Ez a tartomany nem tartalmazza sema 6 =0,sema f =7
pontot, igy mindkét egyiitthat6 killonbozhet 0-t6l.
c:0<0,

Cl,m = dm’ (50)

(51)

Ha ¢, ,, nem lenne 0, akkor szingularitas lenne 6 = 0-n4l.
Ahhoz az esethez hasonl6an, amikor a forras a nappali
oldalon van, R,, és d,, szamithat6ak a hatirfeltételekbdl:

CZ,m =0.

=1 [Pm (cos Qt)iPVm (cos6;)
Y dx "4

(d)
%diPm (cosb; )P (cosb; )}
(52)

m d m
Xl:PVn (—cosé; )aPVd (cosb)

h(d)

-1
h(") dd P (= cosHt)P (cos@t)} R

by P (cos6;)+ Ry, P (—cosb;)
n n

(53)
PV’Z (cosé;)

m =

A komplex szamsikon értelmezett Euler-féle Gamma-
fiiggvényt Lanczos moédszerével szamitottuk (Lanczos
1964).

Koordinitatranszformacio

Az ismertetett analitikus megoldas arra az esetre vonat-
kozik, amikor a Napnak a F6ldhoz viszonyitott helye a
koordinata-rendszer 6 = 0 pontja. A gyakorlatban viszont
mind a forrdsok, mind a mérések koordinatai az északi
sarkhoz viszonyitott koordindta-rendszerben vannak meg-
adva. Ezért koordindtatranszformdciéra van sziikség. A
képletekben az 1-es index jelenti az eredeti koordinatakat
(0, = 0 az északi sark), az index nélkiiliek a transzformal-
takat (6 = 0 a Nap). Az s index a Nap pozicidjit jelenti, az
északi sarkhoz viszonyitott rendszerben. A koordinata-
transzformdcié a gémbharomszogekre vonatkozé koszi-
nusz- és szinusztételeken alapul:

cosf = cosb,cosb, + sindsinf,cos(¢p, — ¢;), (54)

sing = sin(¢, (55)

A magneses komponensek szamitdsihoz sziikség van a
V fesziiltség 0, és ¢, szerinti derivaltjaira ((6), (7) képle-
tek). Ezeket a derivalds lancszabalyaval kapjuk meg,

6V=6V86? 0

- ¢)[siné,/sind].

o6, o0 a6, op ael¢ 50
Oy ly 9,0y 9, (57)
ok 00 o op op

Ezért sziikség van 0 és ¢, 0,, illetve ¢, szerinti derivalt-
jaira, amelyek az (54) és (55) képletek alapjan szamitha-
toak.

Numerikus tesztek
Harom kiilonboz6 tesztet mutatunk be, melyek segitségé-

vel Osszehasonlitjuk a Fold-ionoszféra hullimvezet6ben
kialakuld elektromdgneses térkomponensek kétféle szami-
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tdsdnak az eredményét. Mindegyik esetben az elektro-
magneses komponensek abszolat értékének a négyzetét
abrazoljuk. Ez a teljesitménystirlség. A gyakorlatban az
id6tartomanyban végzett SR-mérések adatait is teljesit-
ménysiriiséggé transzformaljak. Az ionoszféra frekven-
ciafiiggé komplex magassigit a szakirodalombol vettiik
(Kulak, Mlynarczyk 2013).

1. teszt

Els6ként alland6 ionoszféramagassagra hasonlitjuk ssze a
kétféle szdmitis eredményét, és a (22) és (4) képletekkel
meghatarozott |E,|* komponenst szdmitjuk ki.

A szamitast 7,9 Hz-re, az elsé SR-frekvencidra végezziik
el, és az eredményeket a forrastél val6 tvolsig fiiggvé-
nyében dbrizoljuk (2. dbra). A forris eréssége 6x 10°*
C’km’/s. Lathato, hogy a kétféle szamitis eredménye tel-

jesen egybeesik, csak a forrds kozelében van egy mini-
malis eltérés. A 2. dbra grafikonja jol mutatja az SR-
mérések legfontosabb jellemzdit az els6 rezonanciafrek-
vencidra. 90°-nal minimuma van, és egy masodlagos maxi-
muma a forrassal ellentétes pélusban, azaz a forrast6l 180°
szogtavolsagra.

2. teszt

Most kiilonb6z6 nappali és éjszakai ionoszféra-magassa-
gokkal — azaz inhomogén hullimvezetgvel — szimolunk,
tovabbra is 7,9 Hz-re. A forras és a mérés helye rogzitett,
a Nap helye viszont az egyenlité mentén valtozik. Ebbdl
kovetkezik, hogy a nappal-éjszaka hatirvonal észak-dél
irinyd. Ennek a hatdsit mutatja a figg6leges elektromos
térkomponensre a 3. dbra és a 0 iranyd magneses kompo-
nensre a 4. dbra. A forras (10°N, 0°E, 6 x 10* C*km?/s) és

1078

=
=}
a

[mV*/m®/Hz]

|E,|* 7.90 Hz ©,=90.0 & ,=0.0

R

analitikus

numerikus

szogtavolsag [fok]

20 40 60 80 100 120 140

160 180

2.4bra | Az elektromos térerdsség 7,9 Hz-re a forrastdl valo tavolsag fiiggvényében analitikusan és numerikusan szamitva, homogén Fold-ionoszféra

hullimvezetét feltételezve

Figure 2 | Electric field intensity at 7.9 Hz for a uniform Earth-ionosphere cavity as a function of distance from the source determined by our ana-

lytical and numerical models
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3.4bra | Az elektromos térkomponens véltozasa a Nap helyének fiiggvényében, 7,9 Hz-re, inhomogén hullimvezetd esetén, analitikus és numerikus
modellezéssel. A kétféle szamitas eltérése kevesebb mint 0.05%

Figure 3 | Electric field intensity at 7.9 Hz for the nonuniform Earth-ionosphere cavity as a function of the Sun’s position determined by our analytical
and numerical models. The two results agree within 0.05%
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4. 4bra

Megfelel a 3. dbrdnak, de itt a magneses térerGsség 6 iranyt komponense van abrazolva. Az inhomogén modellhez tartozé szamitasok szdza-

1ékos eltérése kevesebb mint 0,08%

Figure 4 | Same as Fig. 3 but for the 8 component of the magnetic field intensity. Here the results of the two nonuniform models agree within 0.08%

a mérés (70°N, 60°E) az északi félgombon vannak. Ossze-
hasonlités céljabdol homogén hullimvezetdre is kiszamitot-
tuk a térértékeket kétféle ionoszféra magassaggal. Mind-
kettSt egy vizszintes vonal jeleniti meg a 3. és a 4. dbrdn.
A fels6 vonal arra az esetre vonatkozik, amelyet akkor
mérnénk, ha mindeniitt a nappali értéknek megfeleld
ionoszféra-magassag lenne, az als6 vonal az éjszakai iono-
szféra-magassignak felel meg. Az inhomogén hullim-
vezet6hoz tartozd értékek ezen két vonal kozé esnek.
7,9 Hz-nél a komplex ionoszféra-magassigok valos részei:
B = 53,1 km, A® = 101,4 km, " = 62,5km és " = 114,5
km (Kulak, Mlynarczyk 2013).

A két kiillonboz6 tipusi modellszdmitis eredménye
most is egybeesik. Az elektromos térerésség gorbéjének
(3. dbra) akkor van szakaddsa, amikor a forrds vagy a mé-
rés helye a nappal-éjszaka hatdrra esik. A nappal-éjszaka
hatir a Nap helyéhez képest -90° és +90°-ra van, ezért a
forras (0°) akkor esik a nappal-éjszaka hatarra, ha a Nap a
-90° vagy +90°-on van. A mérési helyre (60°) ez a két érték
-30° és 150°. A magneses komponensnek (4. dbra) nincs
szakaddsa a nappal-éjszaka hatarvonalon, mivel az az (5)

képlet értelmében megegyezik a megfelel§ dramstiriség-
komponenssel, amelynek nem lehet szakaddsa a nappal-
éjszaka hatdron. Szakadas csak abban az esetben van, ami-
kor a forras esik a nappal-éjszaka hatarra (-90°, +90° Nap-
pozicio).

3. teszt

Végiil a teljes adatspektrumra végezziik el a kétféle szami-
tas Osszehasonlitdsat! Az adatokat Ggy abrazoljuk, ahogy a
gyakorlati SR-méréseket szoktik. A szamitdsokat hiarom
forrds esetére végeztik el, melyeket gy helyeztiink el,
hogy megfeleljenek a F61don legnagyobb intenzitassal el6-
fordul6 zivatarok hirom kiemelt helyének. Ezeknek a
foldrajzi koordinatai (0°, 80°W), (7°S, 20°E) és (0°, 110°E),
az intenzitdsok pedig 6x 10" C’km?/s, 9 x 10* C’km’/s és
6x 10" C’km?/s. A szdmitisokat a Lengyel Tudomanyos
Akadémia Horsund obszervatériuméanak (77°N, 15°E) és
a Japanban levé Moshiri SR-dllomésnak (44,3°N, 142,2°E)
a koordindtaival végeztiik el. Az 5. és a 6. dbrdn lathatéak

E,

2,0, =77.00° &, =15.00"

0.10} : : : B X analitikus
= numerikus
0.08 :
:; 006 ko snednnnd aRla B ; s
& : R G BEg :
30.04_ aa | e B rma)
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0.02 |- : - TR ]
e

:\\\../‘{yj IR
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- By 0, =77.00", ®,,=15.00°
0.4} i e R SRR R TTOU R
5‘:‘..0_3_. - . . i
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0.1 : : ]
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Az |E,|’ és |By|” térkomponensek modellezett spektrumjai a Horsund obszervatérium foldrajzi koordinatainal

Figure 5 | Modelled spectra for the |E,|* and |B|’ field components at the geographical coordinates of the Horsund observatory
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6. abra Az |E,|* és |By|* térkomponensek modellezett spektrumjai a Moshiri obszervatérium f6ldrajzi koordinatinl

Figure 6 | Modelled spectra for the |E,|” and |By|* field components at the geographical coordinates of the Moshiri observatory

az |E,|* és a |By|* térkomponensek spektrumértékei. Az
adatok illeszkedése itt is nagyon j6, a teljes tartomanyban
a relativ hiba kisebb mint 0,4%. A gorbék lokalis maximu-
mai a vart SR-frekvencidknal vannak, azaz =8, =14, =20
Hz-nél.

A rezonanciacsticsok azokon a frekvencidkon jelennek
meg, ahol az egymadssal szemben haladé hullimok fazisa
megegyezik, tehat a direkt és a Foldet megkeriilé hullim
egymast erdsitik. Ez a jelenség okozza, hogy a Schumann-
rezonancia-frekvencidknal, az 5. és a 6. dbrdn lokalis maxi-
mumok jelennek meg. Vannak azonban kivételek, példaul
az 5. dbrdn az els6 rezonanciafrekvencidnal csak alig ész-
revehetd a lokalis maximum a |E,|* komponens esetében.
Ez azzal magyarazhat6, hogy a Horsund obszervatérium
szogtavolsiga mindharom forrashoz viszonyitva 90° kozeli,
és 90°-nal |E |*-nek minimuma van, amint az a 2. dbrdn
lathat6. A |By|*-nek, viszont maximuma van az elsé rezo-
nanciafrekvenciinal, mivel az a V fesziiltség hely szerinti
derivalasabol adédik. A masodik rezonanciafrekvencidndl
pont forditott a helyzet.

Kovetkeztetések

Ebben a cikkben bemutattunk egy analitikus és egy nume-
rikus algoritmust a villimlasok altal generalt elektromag-
neses tér modellezésére az extrém alacsony frekvenciasav
als6 részében (<100 Hz). Mindkét szamitis esetén figye-
lembe vettiik az ionoszféra eltéré nappali és éjszakai ma-
gassaginak a hatdsat a Fold-ionoszféra hullimvezetd para-
métereire. Hairom tesztet mutattunk be, amelyek alapjin
nyilvanvald, hogy a kétféle algoritmus lényegében ugyan-
azokat az eredményeket adja, ami tekinthetd az algorit-
musok hitelesitésének is. Ki kell emelni, hogy a két algo-
ritmus matematikailag teljesen fiiggetlen, igy nemcsak az
alkalmazott képletek helyessége, hanem azok megfeleld
implementalasa is igazolast nyert. A kovetkezd 1épés az
analitikus algoritmus alkalmazasa lehet egy inverzids prog-
ram moduljaként, amely SR-mérési adatok alapjan becslést
ad a zivatarok intenzitdsira a Fold felszinén. A numerikus

algoritmus is alkalmas lehet erre a feladatra, de a nagyobb
szamitasi id6 miatt ez kevésbé célszer.
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