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Az egyensilyszamokkal az egész interneten csak az [1]-ben talalkoztam, mashol
sehol sem. Ott is csak annyira, hogy megadtak az értelmezését (kissé pontatlanul),
majd szamitdgépes program segitségével meghataroztik az els§ 11 egyensulysza-
mot.

Ebben a dolgozatban arra vallalkozom, hogy bebizonyitom, hogy végtelen sok
egyensilyszam van s6t mi tobb, meghatarozom egy képlettel az egyensilyszamok
alakjat, amibdél barmelyik egyenstulyszém megkaphato.

Elgszor is nézziik, az egyenstulyszamoknak az értelmezését:

Definicié. Egy természetes szamot egyensilyszdmnak neveziink, ha az dsszes elGtte
levé természetes szdm Osszege egyenls az &t azonnal kovets valahany egymasutani
termeészetes szam Osszegével.

Példaul a 6 egyensulyszam, mert 1 +2 + 3+ 4+ 5 = 7+ 8 vagyis a 6 elGtti
1,2,3,4,5 szamok Gsszege és két darab utana levs egymés utani szam, a 7 és 8 Gsszege
ugyanannyi, mindkét osszeg 15.

A kovetkezs egyenstulyszam a 35, mert 14+24---+34 =595 = 36437+ ---49.
Az [1] szerint a kovetkezs egyensulyszamok a 1189, 6930, 40391, stb.

Keressiik meg hét az egyensuly szamokat add képletet! Az alabbi bizonyitéssal
sehol sem taldlkoztam, sem az interneten sem szakkonyvekben.

Ha egy a természetes szam, akkor az egyensiilyszamok értelmezése alapjan a
kovetkezs egyenletet irhatjuk fel:

(1) 1424+ (@-1)=(a+1)+(a+2)+---(a+k—-1)

ahola>2,k>2,a>k,a € N.
Az egyenletet még gy irhatjuk:

ala—1)  (2a+k)(k-1)

2 2
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ahonnan a kévetkez6 masodfokt egyenletet kapjuk:
(2) a®—(2k—1)a—k(k—1)=0

Ennek az egyenletnek természetes a megoldasa kell legyen, vagyis a diszkriminansa
teljes négyzet kell legyen. Tehat

A=8k+1=22k—-1)>-1=m?
ahonnan az
(3) m? —2(2k — 1)? = —1

igynevezett konjugalt Pell egyenletet kapjuk. Ezek szerint az a egyenstilyszém,

mint a (2)-es masodfoki egyenlet megoldésa éppen a = W és vegylik észre,
hogy az a > k feltétel miatt, az a = 2’“‘% szam nem felel meg, csak az
2k —1
(4) gz iz tm
2
Ez tulajdonképpen az
(5) 22— 2% =1

konjugélt Pell egyenlet megoldasat igényli. Ez az egyenlet és a megoldasa kozismert
a szakirodalomban, és az interneten is megtalaljuk a megoldasat példaul a [2] és
[3] forrasokban. Ezek szerint az x,,y, megoldasokrol a kovetkezoket tudjuk:

Az egyenlet minimalis pozitiv egész megoldasa x = 1 és y = 1. Tovabba kénnyen
leellendrizhets, hogy ha az (x,y) szampar megoldasa az egyenletnek, akkor a
(3z + 4y, 2z + 3y) szampér is megoldasa, hiszen

(3x + 4y)? — 2(2x + 3y)? = 2% — 2% = —1.
Igy ezek alapjan ismert, hogy
(6) py1 =3z, +4y, valamint y,4+1 = 2z, + 3y,, minden n € N esetén.
Tovabba a (6) alapjan az is felirhato, hogy:

Tpyo = 6Tp41 — oy illetve ypio0 = 6yni1 — yn, 68

ro=1,2¢ =71l yo=1,y1 = 5.

(7)

Ezek alapjan vegyiik észre, hogy matematikai indukciéval kénnyen bizonyithato,
hogy az (z,, yn) megoldasparok csupa paratlan természetes szamokbol allnak, igy
Osszhangba keriiliink a (3)-as egyenletiink megoldasaval.



42 Tuzson Zoltdn

Ha most felirjuk a karakterisztikus egyenletet, tehat megoldjuk a rekurziokat,
akkor azt kapjuk, hogy

1
T, = ——

®) 2v2
Y = % {(\/5—1— 1)2n+l _ (\/5_ 1)2n+1i|

[(ﬁ 1 1)t 4 (V2 - 1)2"“} és

Ezekhez a megoldasokhoz a kévetkezé érdekes mddon is eljuthatunk:
Mivel

=2 =-1 = (z+yV2)(z—yV2)=-1

és most emeljiik 2n + 1 hatvanyra mind a két oldalt azt kapjuk, hogy
(z+yv2)*" (z — yv2)> ! = -1

De a Newton binomialis képlet alapjan léteznek olyan (x,,y,) természetes szam-
parok, amelyekre igaz, hogy

(9) (x+yvV2)>" T =z, +yuV2 &5 (2 — yvV2)P" M =z, — g, V2

Ezek alapjan azonnal adodik, hogy z2 — 2y2 = —1 vagyis (z,,¥,) megoldasa a
szoban forgo Pell egyenletnek. Tovabba még felirhatok, hogy

anrl + yn+1\/§ = (iE + y\/§)2n+3 = (‘T + y\/§)2($ + y\/§)2n+1
= (z0 + yoV2)*(z + yv2)>" !

vagyis
Tp+1 + yn+1\/§ = (3 + 2\/5)(~'En + yn\/i),

ahonnan megkapjuk a (4) alatti dsszefiiggéseket.
A (8) alatti Osszefliggéseket is konnyen megkapjuk, ha megoldjuk x,, és y,-ben
az

ot yaV2 = (V24 1)
Ty —yaV2 = (V2 - 1)

egyenletrendszert.

Erdekes modon, az igy kapott (x,,,) megoldasok, az (5) konjugélt Pell egyen-
letnek az Gsszes természetes megoldasat megadjak, ennek bizonyitédsa nem egyszert,
de megtalalhato a szamelméleti szakkonyvek zomében, meg az interneten is.
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Most mar megfogalmazhatjuk a kézponti eredményeinket, felirva a (3)-as egyen-
let m és k megoldasait:

m=x, =

2\[ [(\f_’_ 1)2n+1 + (\/Q_ 1)2n+1]

és a (4)-es és a (8)-as Osszefiiggések alapjan azonnal adodik, hogy:

(*) a=a, = Tn ;’ Yn 4\[ [(\[+ 1)2n+2 (\/i _ 1)2n+2}
4\[ (34 2v2)"H 4 (3 - 2\/5)"“] minden n € N* esetén.

Igy ez utobbi (*) képlet adja meg az Osszes egyenstlyszam képletét.

Az el6bbiek alapjan tehat megfogalmazhatjuk, hogy az (1)-ben az egyenstly-
szam el6tti (tehat bal oldali) Osszegnek a,, — 1 tagja van, az egyenstlyszam utani
(jobb oldali) osszegnek pedig

k=k,= % [(\6+ 1)2n+1 _ (\6_ 1)2n+1 + 1}

tagja van, tovabba a két Osszeg kozos értéke
Koénnyen ellenérizhetd, hogy a (*) formula megadja az [1]-ben a szamitogépes
program altal kapott 6, 35, 1189, 6930, 40391, stb egyensilyszamokat is.

n(an—1 . .
%, minden n € N* esetén.
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