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nemtrivialis szamitégépes bizonyitasa
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To6bb mint 25 év telt el, midta a Polygon hasabjain két fiatal szegedi mate-
matikus — akkor még egyetemistak — egy korabban ismeretlen allitds bizonyitasat
kozolték [I]. A tétel az Euler-egyenessel volt kapcsolatos, mely a KoMaL 1993. évi
3. szamaban szerepld F. 2953. feladatnak volt egy altaldnositasa.

Néhany évvel kés6bb korabbi kozépiskolai tanaruk egy internetes cikkben ajitot-
ta meg az érdeklédést a téma irant [2]. A két didk azota matematikus-kutatoként
a matematika mas teriiletein kamatoztatja tudésat. Akkori munkajuk azonban to-
vabb él, és az altaluk bizonyitott tétel egy j matematikai Agra ma is inspirdléan
hat: az automatikus bizonyitdsok gyakorlati modszereire.

Az alabbiakban tételiik egy koordinatageometriai alapt, polinomalgebrai leve-
zetését mutatjuk be. A teljes levezetés majdnem 900 oldalt foglal magaba, melyet
egy mai atlagos PC kb. 20 masodperc alatt hozott létre teljesen automatizalt mo-
don, miutan a feladatot GeoGebra-szerkesztésként megfogalmaztuk. A levezetés
kb. 200 elemi 1épésbdl all, amelybdl a feladatot szdvegesen mintegy 40 lépésben
tisztdzza a gép, tovabba 100 1épés ezek matematikailag pontos megfogalmazasa
egyenletek segitségével. Ezutan mintegy 50 lépésben egy olyan konkrét specialis
esetet ad meg a program, ami nem szoritja meg az altalanossagot. A fennmarado
5 lépés — ebbdl az egyik lépés teszi ki az oldalak 99 %-at — egy 54 ismeretle-
nes 14-edfoku algebrai kifejezés elemzése, melyet egy komputeralgebrai szoftverrel
leellendrizhetiink, egyszertisithetiink. Mi ehhez a Mathematicdt (illetve annak in-
gyenesen elérhetd valtozatat, a wol framscript-et) valasztva az ellendrzést kb. 30
masodperc alatt hajtottuk végre ugyanazon a szamitogépen.

Modszeriinket el6szor egy joval egyszertibb példan illusztraljuk. Ez azt is mutat-
ja, hogy egyszeriibb esetekben akér iskolai 6ran vagy a felsGoktatasban is bevethetd
ilyen tipusu bizonyitas.

1. A médszer

.....

A legtobb olvasd bizonyara jol ismeri a Thalész-tétel megforditasat: Minden de-
réksz0gl hdromszdog kérilirhatd kérének dtmérdje a hdromszdg dtfogdja. Mi most
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ezt egy kissé megleps formaban fogalmazzuk meg: Tekintsiink harom tetszéleges
pontot a sikon: A-t, B-t és C-t, valamint egy olyan AC-re es6 D pontot, amelyre
AD 1 BD. Legyen E az AB szakasz felez6pontja, ekkor sziikségképpen BE = DE
(L [I} abra, itt a GeoGebrat hasznaltuk a szerkesztéshez).

1. dbra. A Thalész-tétel megforditasanak egy lehetséges szemléltetése GeoGebraban

Ha most a GeoGebra egy kisérleti valtozataban, a GeoGebra Discoverybelﬂ a
BizonyitasLépései(d == e) paranccsal dolgozunk tovabb (ezt tgy kell kiadni,
hogy a CAS - komputeralgebra ablak aktiv legyen, de magat a parancsot nem ott,
hanem a Parancssorban vagy az Algebra ablakban kell beirni), akkor a kovetkezs
levezetéshez jutunkﬂ

A Thalész-tétel megforditasanak egy lehetséges levezetése

1. Legyenek A, B, C tetsz6leges pontok.
2. Legyen b az A, C egyenes.
Legyen c¢ a B-n keresztiil b-re mer6leges egyenes.

Legyen D a b és ¢ metszete.

™o §8

Legyen E az A, B kozéppontja.

LA szoftver online elérhetd a https://autgeo.online cimen, vagy letSlthets a https://gith
ub.com/kovzol/geogebra/releases/ weboldalrél.

2Ez a levezetés, mint ahogy a mellékletben szerepld is, teljes egészében szamitogép altal gene-
ralt. Meghagytuk a gép altal létrehozott eredeti forméat, amelyben a valtozok indexei nincsenek
als6 indexbe téve, csak kozvetleniil a valtozok mellett jelennek meg. Ezt az irasmoédot a cikk to-
vabbi részében nem alkalmazzuk, tehat pl. a gép altal generalt v1 valtozot kovetkezetesen vi-ként
irjuk a cikk t6bbi részében, ami attekinthetébb megjelenést eredményez.


https://autgeo.online
https://github.com/kovzol/geogebra/releases/
https://github.com/kovzol/geogebra/releases/

72

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

Kowvdcs Zoltdn

. Legyen d az [E, D] szakasz.

Legyen ¢ az [E, B] szakasz.

. Bizonyitsuk be, hogy d e

. Az allitas igaz, ha a szerkesztés nem elfajuld (lasd lejjebb).

Indirekt bizonyitast adunk.

Jeloljiik az A szabad pontot (v1,v2)-vel.

Jeloljiik a B szabad pontot (v3,v4)-gyel.

Jeloljiik a C szabad pontot (v5,v6)-tal.

A c objektumhoz a kdvetkezd tovabbi valtozokra lesz sziikség:

v7: A B-ben b-re merdlegesen allitott egyenes masik pontjanak x-
koordinataja

v8: A B-ben b-re merdlegesen allitott egyenes masik pontjanak y-
koordinataja

el:—v8+vH+v4-vli=0
€2:=-v7-v6+v3+v2=0

A D = Metszéspont (b, ¢) definiciot figyelembe véve:

e3:=-vO*v6--v10*v5-+-v9*v2-vH*v2-v10* vl +v6*v1=0
e4:=v9*v8-v10*v7-vO*v4--vT*v4-+v10*v3-v8*v3=0

Az E = Kozéppont(A, B) definiciot figyelembe véve:

eb:=2*v11-v3-v1=0
€6:=2*v12-v4-v2=0
Kovetkezmény: d Z e, algebrai formaban:

T1:=-2*v12*v10-+v10°2-2*v11*v9+v9~2--2*v12*v4-v4 " 2--2%v11*v3-
v3°2=0
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A kovetkezmény tagadésa:
v13: extra valtozé a tagadashoz
(T1*v13-1)=0

e7:=-1-2*v13*v12*v10+v13*v10°2-2*v13*v11*v9+v13*v9"2
+2*v13*v12*v4-v13*v4 2+ 2*%v13*v11*v3-v13*v3"2=0

Az altalanossiag megszoritasa nélkiil néhany koordinata régzithets:
v1=0,v2=0,v3=0,v4=1

Az allitas a kovetkezs nem-elfajulo feltételek esetén lesz igaz:

e az ABC haromszog nem elfajulo

endg:-1-v14*v5=0

Behelyettesités utéan:

sndg:-1-v14*v5=0

Az allitas bizonyos feltételek mellett érvényes:

e A és B nem egyeznek meg

Az eltfeltételek és tagadott kovetkezmény behelyettesités utan:
s1:1-v8+vH=0

$2:-v7-v6=0

$3:-v9*v6+v10*v5=0

$4:-v9-+v9*v8-4+vT7-v10*v7T=0

$5:2%v11=0

$6:-1+2*v12=0

S7:-1-v13+-2*v13*v12-2*v13*v12*v10-+v13*v10~ 2-
2*v13*v11*v9+v13*v9"2=0

Most tekintsiik a kovetkez§ egyenletet:
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51. s1*(-v13*v14*v9"2)+s2*(v10*v13*v14*v9-v13*v14*v9)+s3*(-
v13*v14°2*v5-v10*v13*v14)+s4*(-v13*v14*v9)+s5%(-v13*v9)+s6*(-
v10*v13+v13)+s7*(-1)+sndg*(-v10*v13*v14*v5+v13*v14*v6*v9-
v13*v9°2-v10°2*v13+v10*v13)

1=0

52. Ellentmondas! Ezaltal az eredeti allitast igazoltuk.

53. Az allitas nehézségi foka: 4.

Lathato, hogy a geometriai tétel teljesen atfogalmazodott koordinatageometriai
allitdssa. Hogy az egyes valtozok jelentését jobban attekinthessiik, a beirt GeoGeb-
ra parancsnak adhatunk egy masodik paramétert is: ha oda true-t irunk, akkor a
2] abran lathato segitséget is kirajzoltathatjuk.

—vg+v5+vg—v1 =0
—V7 — Vs +v3+v2=0

C(vs,v6)

D(vg, v10)

—VgVg + V10V5 + Vgl — U5U2 — V1V1 + Vev1 = 0
VgUs — V1gV7 — Vg4 + V7v4 + V1gU3 — vz = 0

B(v3,v4)

E(v11,v12)

2’1'11 — V3 — V1 = 0
2019 —vy—vy =0

2. dbra. Segit§ abra a Thalész-tétel megforditdsanak koordinatageometriai forméa-
jdban megjelend véltozokhoz és egyes egyenletekhez

Errdl az abrarol a (v7, vg) pont hidnyzik (ez egy, a GeoGebra &ltal 6nhatalmilag
felvett pont, ami a ¢(= BD) egyenesre illeszkedik), de a hozza tartozo koordina-
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tageometriai definicié az abra fels részén lathato (1. a levezetés 17-18. lépéseit
is, amelyek a két egyenletet eq-gyel és ex-vel is jelzik). Mi a tovabbiakban ezt a
program altal nem jelolt pontot X-szel jeloljiik.

A D pont dgy lett megadva, hogy az ACDA és a BX DA egyarant 0 teriileti
legyen. Ez biztositja, hogy D egyarant az AC' és a BX egyenesekre is illeszkedjen,
vagyis hogy D = AC' N BX. A hasznalt teriiletképletek azon olvasok szamara
magatol értetéddek, akik jaratosak a determinansok hasznalataban, itt a

V1 Vs Vg V3 Uy Vg
det Vg2 Vg V10 =0 és det Vg Vg V10 =0
1 1 1 1 1 1

azonossagokrol van szo, de ezek az egyenletek kozvetleniil is levezethetGek vektorok
parhuzamossagat felhasznalva. Ez a két egyenlet a levezetésben a 21-22. 1épésben
keriil bevezetésre e3 és e4 egyenletként.

Az FE pont az AB felez6pontja, igy koordinatai is ,féluton” vannak A és B
kozott. Az abran és a levezetésben is lathaté mindkét egyenlet, utobbiban ey és
eg-ként a 25-26. lépésben.

A vizsgaland6 allitas elsfeltételeit maradéktalanul felirtuk algebrai forméban.
A bizonyitando kévetkezmény algebrai forméaja az, hogy a BE szakasz ugyanolyan
hosszt, mint a DE szakasz, és ezt egy egyszerii Pitagorasz-tétellel ki is tudjuk
fejezni:

(v3 — v11)? + (v4 — v12)* = (vg — v11)” + (V1o — v12)*.
Ez azonos a levezetés 28. soraban felirt 77 allitassal.

Modszeriink egyik fontos alappillére, hogy indirekt médon bizonyitunk. Ehhez
a Ty allitast fogjuk tagadni, a tagadast viszont olyan modon kell megoldani, hogy
a polinomegyenletek korében maradjunk. Miért? Mert az alkalmazott komputer-
algebrai modszer csak polinomegyenletek halmazara fog miikddni. Szerencsére az
egyenletek tagadasara van bejaratott technika, melyet az irodalom t&bb helyen csak
Rabinowitsch-féle triikkként [3] emleget: Egy

p(z1,z2,...,2,) =0
alakt polinomegyenlet egy lehetséges tagadasa a
p(xlvaM";xn) " T4l — 1=0

polinomegyenlet (ahol egy 1j valtozot, x,11-et vezetiink be), vagyis a két polinom-
egyenlet egymés negéltja. Ennek végiggondolasat az olvasora bizzuk. A levezetés
31. és 32. soraban pontosan a T} = 0 polinomegyenlet tagadasa jelenik meg, melyet
a program ez-tel jelol.

Egy tovabbi fontos 1épés, hogy az allitast elegendd lehet belatni olyan esetekre,
amikor bizonyos szabad pontokat fix koordinatédkkal hatarozunk meg. A Thalész-
tétel megforditasa tipikusan ilyen: az allitas igaz vagy hamis volta fiiggetlen attol,
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hogy hol helyezkednek el az A, B és C' pontok, vagyis van értelme annak, hogy az
A pontot mondjuk a (0,0)-ba, a B-t pedig a (0, 1)-be tegyiik, a C' pontot pedig
toviabbra is szabadon fogjuk vélasztani. Ezeket a fix koordinatakat a levezetés
34. sordban latjuk.

1.2. Elfajulé esetek, hitelesitett bizonyitas

Ha most behelyettesitjik a v1 = 0, v = 0, v3 = 0 és vy = 1 értékeket az
e1,€2,€3,64,65, 65 ¢s e7 egyenletekbe, 1j egyenleteket kapunk sy, ss, s3, sS4, S5, Sg
és sy jelolésekkel (43—49. sor). Most amennyiben talalnank egy olyan

(1) si-fi+sa-fo+sz-fatsa-fat+ss-fs+56- fo+s7-fq

Osszeget, amelyben f1, fo, ..., fr mind polinomok, és az Gsszeg egy konstans érték
(pl. 1), akkor nyilvanvaloan ellentmondéasra jutnank, mert nyilvanvaléan 0 kéne
legyen, hiszen s;1 = so = ... =57 =0.

A konkrét példanknal még van egy pici bokkend: ilyen fi, fo,..., f7 polino-
mokat sajnos nem talalunk, mert az eléfeltételeink ebben a formaban még nem
ellentmondoak, ugyanis bizonyos elfajul6é helyzetekben a Thalész-tétel megfordita-
sa nem lesz igaz. Késbb részletezni fogjuk, hogyan tudjuk az eléfeltételeinket gy
kiegésziteni, hogy ezeket az elfajuld helyzeteket kisztirjiik. A program mindenesetre
,Jajon” (1. a levezetés 36. sorat), hogy az ABC/A esetében kell arra vigyazni, hogy
C ne essen az AB egyenesre, vagyis az esetiinkben mar régzitett koordinataju A-t
és B-t tekintve a C' pont x-koordinatajanak nem szabad 0-nak lennie. Mindez a
39. sorban az s,44 egyenletben keriil feljegyzésre.

A fenti egyenletiinket ezek szerint az

(2) si-fi+sa-fotss-fatsa-fa+ss-fs+56-fo+ 57 fr+5ndg- fs

forméara egészitjik ki, és varva-varjuk, hogy a szamitogép talaljon nekiink olyan
f1, f2, ..., f7, fs polinomokat, melyre a kifejezés 1-et ad. Valoban van ilyen

konfigurécio, egy ilyen lehetdség az fi = —v130v1403, fo = V101301409 — V1301400,
2

f3 = —v13V74Us — V10V13V14, fa = —V13V14V9, f5 = —V13V9, fo = —vV10V13 + V13,

2 2 I .

fr = —1, fs = —v10V13V14V5 +V13V14V6Vy — V135 — V1gV13 +V10V13, Ki is probalhato,

bar a kézi ellenérzés néhany percig biztosan eltart. Kés6bb részletezziik majd,
hogyan taldlja meg a szamit6gép ezt a polinomegyiittest, de most megelégsziink
annyival, hogy a kapott eredmény csakugyan a Thalész-tétel megforditasanak egy
elfogadhato bizonyitésa.

Azon természetesen lehet vitatkozni, hogy ez az eredmény mennyire elegéns,
gyors, tovibba mennyire nem mutat semmit a tétel tartalmanak geometriai hét-
terérsl. A modszernek nem ezek az erGsségei, hanem az, hogy dltaldnossdgban
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alkalmazhatdﬂ algoritmizalhato, hatékonyan szamithato. Szamos elemi geometri-
al tételre elfogadhato sebességgel miikodik, melyek kozott a kozépiskolaban (akér
matematika tagozaton is) targyalt szinte Osszes geometriai allitas szerepel. Az
tablazat bemutat néhany prominens példat, azt is feltiintetve, hogy az f1, fo,. ..
polinomok koziil a legnagyobb fokszamunak mi a fokszdma. (A Thalész-tétel meg-
forditdsanak esetében itt ez 4, de ez egyébként attol is fligg, hogyan is van pontosan
megfogalmazva az allitdas. Egészen kiilonboz6 fokszamok johetnek ki attol fiiggs-
en, hogy milyen médon alkottuk meg a szerkesztést és pontosan hogyan is szdl a
végkovetkeztetd allitas.)

1. tablazat. Nehézségi fok és szamitéasi igény (méasodpercben) néhany kozépiskola-
ban targyalt geometriai tétel esetében

Tétel neve N. fok Sz. igény
Thalész-tétel 2 0.019
Thalész-tétel megforditasa (varidns) 2 0.059
A A kozépvonala parhuzamos egy oldallal 2 0.064
(Pitagorasz tétele) 2 0.069
A A oldalfelezéinek mp.-ja a koriilirhato O kézéppontja 2 0.073
Feuerbach-tétel, 1. rész 3 0.079
A A sulyvonalai egy pontban metszik egymast 5 0.075
Feuerbach-tétel, 2. rész 5 0.080
Korhoz hazott szels- és érintészakaszok tétele 6 0.090
Kertileti szogek tétele 7 0.286
Parhuzamos szel6k tétele 7 0.087
Euler-egyenes 7 0.088
Ptolemaiosz tétele 7 0.088
Szogfelezététel 7 0.110
Menelaosz tétele 8 0.141
Ceva tétele 8 0.814
Wallace—Simson egyenes 16 9.144
Feuerbach-tétel, 3. rész 18 1.352

Az[1] tablazatba felvettiik a Thalész-tétel megforditasanak egy olyan megfogal-
mazasat is, ahol az AD szakaszt adjuk meg elészor, majd az arra mergleges (D-re
illeszkedd) ¢ egyenest, és azon jeloliink ki egy B pontot. Ilyen modon nincs sziikség
az elfajult eset vizsgélatara, és a nehézségi fok is csak 2 lesz. A Pitagorasz-tétel
bizonyitésa is csak 2-es nehézségi, de itt meg kell jegyezni, hogy a koordinatageo-

,,,,,

metriai atiraskor a program implicite alkalmazza a Pitagorasz-tételt is, tehat ez a

3Ez annyit jelent, hogy minden geometriai allitas, ami atfogalmazhato egy racionalis egyfitt-
hatos polinomialis egyenletrendszerre, véges sok 1épésben olyan formara hozhat6, ami alapjan
biztonsaggal eldonthets, hogy az allitas mindig igaz, bizonyos feltételek mellett de dltaldnossdg-
ban igaz, vagy dltaldnossagban nem igaz.
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fajta bizonyitas valojaban inkorrekt, circulus vitiosus, 6rdogi kor. (A tablazatban
ezért az ehhez kapcsolodod bejegyzést zardjelbe tettiik.) A Feuerbach-tétel (a ,9
pontos kor” tétele) bizonyitasanal pedig tobbféle pontrol is be kell lassuk, hogy
azon a bizonyos koron fekszenek, és ettdl fiiggen az egyes részallitasok kiilonbozd
nehézségiiek lehetnek.

A gyakorlatban az 5-7. foku bizonyitasok, ha kézzel nem is, de géppel viszonylag
gyorsan ellenérizheték. Ez azt jelenti, hogy a kapott vagy tipust elGalli-
tast vagy a GeoGebran beliil, vagy abbdl kimésolva egy mésik komputeralgebrai
szoftverben ,kiszorozzuk” (vagyis elvégezziik a polinomok szorzasat: ,minden tagot
minden taggal”, majd egyszertsitiink). Nagyobb nehézségi foku allitasoknal viszont
rendszerint tligyeskedniink kell, mert a GeoGebraban technikai akadalyokba iitko-
ziink. Ilyenkor a helyes modszer az, hogy a CAS - komputeralgebra ablak tartalmat
kiexportaljuk egy szovegfajlba, amit ezutan egy ,erGsebb” komputeralgebrai szoft-
verbe (pl. Mathematicaba vagy Maple-be) attoltiink. Ez az Osszes emlitett tételre
miikodik, habar az ellenérzés futési ideje akar tobb perc is lehet.

1.3. Eliminacié, Grobner-bazis

Tartozunk még azzal, hogy elaruljuk, hogyan lehet kizarni az elfajul6 eseteket, ami-
koris a vizsgalt allitds nem teljesiil, valamint azzal is, hogyan talal a szamitogép
megfelel§ fi, fa, ... polinomokat, melyek az (1) vagy forma szerint ellentmon-
dasra vezetnek.

A Thalész-tétel altalunk vizsgalt megforditasanak esetében az torténik, hogy
azokat a V. = {(vs,vs,v7, Vs, V9, V10, V11, V12,v13)} € RY pontokat tekintjiik a 9
dimenziés térben, melyekre si, sa, s3, 84, S5, S¢ €és s7 mindegyike teljesiil, a kapott
halmazt pedig levetitjiik a (vs,vg)-sikra. Igy olyan osszefiiggést (vagy Gsszefiigge-
seket) kapunk vy és vg kozott, ami a V' halmaz minden egyes pontjara érvényes.

Az olvaso lehet, hogy 9 dimenzidoban kevéssé gyakorlott, ezért ime egy egyszeri
példa csak 3 dimenziéban, 2 dimenziéra levetitéssel. Tekintsiik a ¢; : -y = 0 és
to: (z+y) -z = 0 egyenleteket, amelyek egyszerre teljesiilnek pontosan akkor, ha
x = 0 (ekkor y tetszGleges ¢; alapjan, egytttal y = 0 — és z tetszGleges — vagy
z = 0 to alapjan), tovabba ha y = 0 (ekkor x tetszGleges t; alapjan, egyuttal
x = 0 — és z tetszGleges — vagy z = 0 ¢y alapjan). A keresett halmaz tehét
(0,9,0) U (0,0, 2) U (z,0,0) U (0,0, 2) C R3, ami egyszertisitve (z,0,0) U (0,y,0) U
(0,0,2) C R?, vagyis a harom tengely unidja. Ha most ezt a halmazt az (z,y)-sikra
levetitjiik, akkor arra jutunk, hogy az x -y = 0 Gsszefliggés mind az (x,0,0), mind a
(0,9,0), mind a (0,0, 2) tipusia pontokra helytallo lesz, ennél (t.i. az z-és y-tengely
uni6janal) b6vebb halmaz viszont nem adhato meg, mivel egy, a tengelyekre nem
esé (a,b) € R? pont (a,b,z) € R® Gsképe a z-tengelyen sem lesz rajta. Vagyis a
levetitett halmazt az x - y = 0 egyenlet adja meg.

A gyakorlatban az ilyen tipusu kérdéseket gyakran &atfogalmazzak polinom-
idealokkal kapcsolatos problémakka. Ebben az esetben arrél van szd, hogy az
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I={(x- -y, (z+y)-z) idealt tekintjiik, mely a két polinomnak barmely polinomialis
p1-xy+p2- (x+y)z kombinaciojat jelenti, és arra vagyunk kivancsiak, hogy ebben a
halmazban melyek azok a polinomok, amelyek nem tartalmazzak z-t. Ha rogzitjiik,
hogy a polinomok egyiitthatoi milyen halmazbol kertilhetnek ki (itt Q tobbnyire
jo valasztas), akkor a feladatot gy is megfogalmazhatjuk, hogy az I N Q[z, y] hal-
mazt keressiik, ami itt egész konkrétan (xy). Ez az eredmény amigy jol lathato T
definiciojabol is, mivel (x + y) - z barmilyen polinomialis sokszoroséat véve mar z
is bekeriil az eredménybe, tehat ezt figyelmen kiviil kell hagynunk, és csakis x - y
polinomidlis sokszorosai johetnek szoba. Ezek pedig éppen (xy)-t alkotjak.

Visszatérve a Thalész-tétel megforditasara, az I = (s1, S2, $3, 84, S5, S6, S7) N
Qlvs, vg] szamitast végzi el helyettiink elsg korben a szamitogép, ami a (vs,vg)
eredményt adja. (Az algebrai geometriaban ezt a miveletet elimindcidnak hivjak.)
Ez igazabol egy elfajult esetre vilagit ra: ha vy = 0 és vg = 0, vagyis ha C pon-
tosan egybeesik A-val. A programnak elegendd a két koordinata koziil az egyiket
(mondjuk az els6t) 0-t6] kiilonbozonek valasztania, hogy ezt az elfajult esetet el-
keriilje. De ez pont azt fogja jelenteni, hogy C nem esik AB-re, vagyis az ABCA
nem elfajulé. Ezt olvassuk a levezetés 36. soraban is. Vilagos, hogy itt a program
tul szigoru el6feltételt szabott a tétel teljesiiléséhez, hiszen valojaban elegendd lett
volna a C' = A feltételt kizarni, azonban nem hibazott, mert a kimondott tétel
végsG soron helyesﬂ

Ezen a ponton mar elméleti alapon biztosak lehetiink benne, hogy az allitas
helytallo lesz, ha a megfelels, az elfajulast megakadalyo eldfeltételt (a szakzsar-
gonban hasznélt non-degeneracy-t, vagyis ,ndg™t) felvessziik a premisszak kozé,
és igy akarunk ellentmondasra jutni. Ez tgy torténik, hogy addig keresiink poli-
nomialis 6sszegeket valamilyen véges algoritmus segitségével, amig az el6bb-utobb
,kikopi” azt a kombinéciot, ami a konstans 1-et adja. A gyakorlatban ezt sajnos
nem minden komputeralgebra rendszer tudja automatikusarﬂ mivel a legtébbszor
csak az az érdekes, hogy elGéllithato-e az 1 vagy sem. Hogy pontosan miként, az
maésodlagos.

Az altalaban minden rendszerben rendelkezésre all6 komputeralgebrai miive-
let az an. redukdlt minimidlis Grobner-bdzis meghatarozasa, ami nem is mindig
egyértelmi, mert kiilénbo6z6 valtozosorrendek mas-mas eredményt adhatnak. Ha
viszont a konstans 1 a fenti modon elGéllithatd, akkor ezen komputeralgebrai mt-
velet végeredménye minden valtozosorrendnél az {1} lesz. Egy I polinomideal
esetében annak G Grébner-bdzisa — nagyon leegyszeriisitve a definiciot — I egy

4Az eliminéci6 olyan eredményt is adhat, amelyben nem jelennek meg a vetités sikjanak val-
tozoi. Ha a ,teljes halmazt” kapjuk (vagyis, algebrai forméban az (1)-et), akkor nincs elfajuld
eset: az allitds mindig igaz. A masik lehetSség, hogy az ,iires halmazt” kapjuk (ez algebrai forméa-
ban (0), mert a 0 polinom mindig eleme a metszetnek), azt jelenti, hogy altalanossagban ,semmi
konkrétat” nem tudunk: ilyen esetekre mondjuk, hogy az allitas altaldnossidgban nem igaz. A
koztes eset, amit mindkét példankban latunk: az allitas altalanossagban igaz — de vannak aprébb
eléfeltételek (ez amigy teljesen szokvanyos a geometriai allitdsoknal).

5Egy miikddé modszer a SINGULAR [4] szoftver 1ift parancsanak hasznalata.
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olyan részhalmazat jelenti, ami pontosan ugyanazt az ideélt fedi le kombinéciok
sokasagaval, mint I (vagyis I = (G)), de a halmaz strukturdja G elemeit vizsgalva
Hgyorsan éttekinthet()”ﬂ Redukdlt minimadlis Grobner-béazishoz jutunk, ha G-bél
eltavolitjuk azokat az elemeket, amelyeket a tobbi G-beli elem polinomalis kombi-
Grobner-bazisa {1}, akkor azonnal levonhatjuk a kovetkeztetést: az idealnak meg-
felels polinomegyenletrendszeriink bizony ellentmondésra vezet!

A redukalt minimalis Grobner-bézis kiszamitésara nagyon hatékony modszerek
léteznek, bar hozza kell tenni, hogy legrosszabb esetben a valtozok szama szerinti
dupla exponencialis 1épésszamra kell felkésziilni, vagyis az atomi szamitésok sza-
ma n valtozo esetén 22" -nel aranyos 5], ami minden egyes 1j valtozo esetében az
el6z6 esethez képest négyzetes névekedést jelent. Ez a mai szamitogépek és fejlett
algoritmusok hasznalatakor még 10-20 valtozo esetében sem jelent problémat, de
afolott mar konnyen belefuthatunk olyan feladatba, ami, habar elvileg kiszamit-
hato lenne, a gyakorlatban mégsem, mivel évekig vagy évtizedekig (vagy akar az
univerzum fennallasanak végén is tul) varakoznunk kellene a szamitas befejeztére.
Ez a gyakorlatban azt is jelenti, hogy a kozépiskolai matematikan messze talmuta-
t6 elemi geometriai feladatok, igy példaul olimpiai nehézségii példak esetében nem
sok esélylink van arra, hogy a kérdéses kombinéciéhoz eljussunk.

Technikai szempontbo6l megjegyezziik, hogy a kombinacié pontos meghatéiroza-
sa lényegesen komolyabb programozasi kihivas, mint a Grobner-béazis kiszamitésa,
mivel a szamitas lépéseinek egy komoly hanyadat visszamendleg is tarolnia kell a
programnak. Ezt hatékonyan és relative gyorsan sziikséges megtenni, kiilonben le-
mondhatunk arrél, hogy kivarhaté idén beliil valaszt kapjunk. Masrészt az is tény,
hogy egyel6re nincs olyan algoritmus, ami teljes biztonsaggal ki tudna valasztani a
legkisebb nehézségi foku kombinaciét. J6 heurisztikdk vannak, de biztositék arra,
hogy a végeredmény barmilyen szempontb6l minimalis, egyel6re nincs.

A kombinécié pontos meghatarozasa a GeoGebra Discoveryben csak akkor tor-
ténik, ha ezt kiilon kérjiik a BizonyitasLépései parancs hivasakor, és ez csu-
pan 2023 ota van jelen a szoftverben. A korabban (2015 6ta) rendelkezésre allo
Bizonyit és BizonyitasRészletek parancsok megelégszenek azzal, hogy az elimi-
nacios lépést végrehajtsak és egy elfajulast megakadalyozo eldfeltételt talaljanak.
Ez joval kevesebb munkéval jar, ezéltal az igy nyert bizonyités sokkal gyorsabban
rendelkezésre all, mint a BizonyitasLépései paranccsal kapott. Kevesebb munka
esetén azonban nincs hitelesités: el kell fogadnunk, hogy a gép jol szamolt, vagyis
nincs lehetdségiink ellenérzésre. Ez pedig, bizonyitasrol 1évén sz6, nem biztos, hogy
elfogadhaté kompromisszum.

A téméarol tovabbi részleteket olvashatunk a [6] és [7] konyvekben, valamint a
[8] és [9] cikkekben és a [I0] munkaban.

6Példaul azaltal, hogy I barmely eleme fStagjanak oszthaténak kell lennie G valamely eleme
fétagjaval.
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2. A Pete—Détsch-tétel

A cikk hatrelévs részében felidézziik a Pete Gabor és D6tsch Andras altal kozosen
talalt és bizonyitott tételt, melyet modszeriinkkel be is bizonyitunk.

3. abra. A Pete—Ddgtsch-tétel

Tekintsiik a[3] abrat! A tétel eredeti forméaja:

Pete—-Détsch-tétel (1998). Legyen t € [0, 1], és jeldlje Ay, By, Cy az ABC hdrom-
sz0g B,C; C, A; A, B csicsai kozti 1 — t,t silyozdssal kapott pontokat.
1. Az AyB,Cy és A1 By_C1_4 hdromszdgek magassdgpontjait 6sszekotd My My
szakasz felezépontja az ABC hdromszdg Fuler-egyenesére esik, és
2. kilonbozd t-kre az MyMy_¢ szakaszok egymdssal pdrhuzamosak.
Rogton szogezziik le, hogy a tételnek csak az els6 részét fogjuk belatni, de az

is nagy kihivés lesz. Az olvasot batoritjuk, hogy probalja maga igazolni a méasodik
részt[']

"Moédszeriink lehet8séget ad a masodik rész nem hitelesitett bizonyitasara is, de az mintegy
haromszor annyi id&t igényel, mint a tétel els§ részének igazolasa. A hitelesitett bizonyitashoz a
mai szamitogépek szokasos erdforrasai — jelenlegi ismereteink szerint — nem elegenddk.
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2.1. A GeoGebra-szerkesztés

A tétel eredeti jeloléseit egy kissé kibovitjiik, mivel a szerkesztés menete valame-
lyest més logikat fog kévetni, mint az eredeti bizonyitasban. A haromszog cstcsait
tovabbra is A, B és C jeloli. Az A;_; pont lesz a kiindulasi pontunk, igy A; annak
az Fpc oldalfelez6pontra tikrozott képe lesz. A By pontot ugy fogjuk megkapni,
hogy egy p. jelolésii egyenest hiizunk az AB oldalegyenessel parhuzamosan A;_;-n
keresztiill. Az AC oldallal valé metszéspont lesz tehat B;. Ha most az AC oldal
Fac felez6pontjara tiikrozziik By-t, Byt kapjuk. Ha végiil A;-n at az AC oldallal
hazunk parhuzamost (ezt p,-vel jeloljiik), akkor az kimetszi az AB oldalbol Cq_;-t.
Az AB oldal Fap felez6pontjara tiikrozve ezt Cy-t kapjuk.

Miért igy kozelitjilk meg a feladatot, és nem a t megadasaval (esetleg egy, a
GeoGebréaban jol ismert csuszkan keresztiil)? A vélasz rovid: csak ez a fajta szer-
kesztési metodus tamogatott a bizonyitd alrendszerben, legalabbis jelenleg.

Kijelolvén a két kis haromszog pontjait, a GeoGebraval létrehozzuk magukat
a haromszogeket, melyek oldalait a ¢ = Ay By 4, h = B1_Cy_4, i = C1_ A1y,
j = AtBt; k= BtC’t, = CtAt Jelolésekkel lé,tjuk el.

Ezek utan rendre definidljuk a két kis haromszog magassagvonalait: my, m;
ill. my és m; segitségével kapjuk meg rendre az M;_; és M; pontokat.

Hétra van még az Euler-egyenes definidlasa, amelyre a kévetkezd médon keriil
sor: Az ABCA s, és s, silyvonalanak metszetét S-sel, az f, és f, szakaszfelezd
merdlegeseinek metszetét O-val jeloljiik. Az OS egyenes megegyezik az Euler-
egyenessel (melyet itt, az eredeti publikacioval dsszhangban e-vel jeloliink).

Végil F fogja jelolni az MM, _,; szakasz felezGpontjat.

Bizonyitando, hogy F' € e.

2.2. A nem hitelesitett bizonyitas

Az eliminacids 1épés elvégzéséig 55 valtozd bevezetésére van sziikség, amelyet a
program egy szokasos mai szamitégépen mintegy 10-12 méasodperc alatt végez el.
A GeoGebra Discovery alapértelmezésben 5 masodperc utan leallitja a szamitast,
tehat specialis paraméterekkel kell inditani a szoftvert, hogy eredményt érjiink el.
(Errsl késébb bévebben!)

A program sajnos arra jut, hogy csak az els§ pont koordinatéi rogzithetsk, igy
csak az A = (0,0) feltételt irja fel, a masik két szabad pont (B és C') koordinatait
mindet meg kell hagyni a valtozok kozott. Ezeket vs, v4, vs, vg jelzésekkel latja el.
Az eliminéci6 soran keletkezd minimalis polinomhalmazbél tébb jeldlt is van, ame-
lyeknek csupéan az egyikét kiiktatva az elfajulo esetek megsziintetheték. Egy ilyen
a —vsv4 + vgu3, melynek a jelentése, hogy az ABCA elfajuld. Ezt fogja kiiktatni
majd a hitelesitett bizonyitas; itt azonban ennyivel megelégsziink, és elfogadjuk,
hogy a tétel igaz az elfajuld esetet nem szamitva.

Nlusztracioként a [@l abran figyelhetiink meg néhany részletet abbdl, milyen
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C (vs, v6)

Vi = Vg =vz+u =0

Vs — Vg — Vv =0 Bi(va1, v22)

VI7V14 + Voav13 — Visvi3 = 077 -
+ V9901 — VU = 0

U21V18 — V2217 — U21V14
V21U — U22V5 — V2102 + U51

M (33, v34)
L}

U33U30 — U34U29 — U206 + V2gv26 + V34U25 — V3U25 = 0
U33U32 — U34U31 — V33D + V31014 + V34013 — V3ov13 = 0

F (vs3, v54) Fio(vr, vs)

2053 — VU39

2usy — Vg0 — V34

By_y(v5, v6) Ar(v15,v16)
[ ]

—h5 — Va1 + 209 = 0 Mi(vs0, v40)

Va6 — v + 2v19 = 0

V15 — Vi3 + 207 =0
=V +2v5=0

V39U36 — V40U35 — V39U22 + U35U22 + VaoUa1 — V3621 = (
13qU3s — V4037 — V39V16 + V37V16 + VagU15 — Vssvis = 0

A(vy, v9)
Ci(var, v23)

B(v3,v4)
—va7 — w3+ 2v11 =0 Crdlvas, va1)
Vog — Uoy + 2V
vas — v+ 2012 = 0 V30 — V4V19 — V23V16 + V1916 + Vaa¥15 — Vaov15 =0
—U304 + V4V3 + Va3V — V3V — V24¥1 + Vg1 = 0

4. dbra. A Pete-Détsch-tételben szerepld néhany jellemzd objektum algebrai alakba
Oltve

algebrai egyenleteket kapcsol a GeoGebra Discovery a tételben széba jovs objek-
tumokhoz. Nem minden egyenlet szerepel az dbran, csak a legfontosabbak.

2.3. A hitelesitett bizonyitas

Itt arra a 871 oldalas dokumentumra hivatkozunk, amelyet egy kiilon fajlban adunk
meg: https://www.math.u-szeged.hu/polygonlap/upload/p443_1.pdf

Ennek az 1. oldala, azon beliil is az 1-37. pont adja meg a szerkesztési 1épéseket.
Ezek lényegileg azonosak a [2.1} szakaszban emlitettekkel. A 38-39. sorok mondjak
ki, hogy az &llitas igaz, ha a szerkesztés nem elfajuld, s hogy a bizonyitas indirekt
modon fog torténni.

A 2-4. oldalon keriil sor a szerkesztés matematikai igényi ismertetésére. A
harom szabad pont (A, B és C) definicidja utan az Fpc, Fac és Fap oldalfe-
lez6pontok, majd az A;_; pont definiciéja kovetkezik. Ez utobbi hasonléan van
megadva, ahogyan korabban a kollinearitast kezeltiikk: A BCA;_;/\ teriiletére ir-
juk el6, hogy 0 legyen. A program jelzi, hogy az a tény, hogy egy pontot vesziink
fel valamilyen szakaszon, kizarja azt a lehet&séget, hogy tobb szabad pont koordi-
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natajat is fixaljuk. Ennek az oka az automatikus bizonyités évatossagéban rejlik:
amennyiben egy pontot valamilyen gorbén rogzitiink (itt egy egyenes szakaszon,
pontosabban egy egyenesen, 1. késébb), ahhoz egy implicit egyenletet kell a gép-
nek megadnia, és ebben egyik koordinatat sem tiintetheti ki elére (hogy explicit
formara egyszertisodjon az egyenlet), mivel nem tudja megjosolni, milyen forgasi
pozicioban lesz végiil az a gorbe. Eppen ezért még az AB szakasz iranyat sem
fixalhatja, csupan az A pont poziciojat.

A program itt egy egyenlétlenséget is felir (57. sor), mégpedig arra vonatkozo-
an, hogy a G pont konkrétan a BC' szakaszon (és nem csupan az oldalegyenesen)
fekszik, de ezt a kés6bbi szamitasok soran nem fogja tudni kihasznélni, mert a
bizonyitas kizarolag polinomegyenleteken fog alapulni. (A GeoGebra Discovery
bizonyos egyszertibb, egyenlGtlenségeket tartalmazo allitdsokat is képes bebizonyi-
tani, de egy masik, lényegesen lassabb modszer segitségével [11].)

Az Ay_; pont Fpo-re tiikrozését a felez6pont egyenleteihez hasonléan oldja meg
a program.

A kovetkezd 1épés az AB oldalegyenessel parhuzamos, az A;_; pontra illeszke-
d6 p. egyenes megadasa, amelyet egy névvel meg nem jelolt (vy7, v1s) koordinataju
segédponttal hoz létre a program. Hasonl6 lépésre van sziikség a p, egyenes meg-
adaséanal is.

Egészen az S pont létrehozasaig csupdn a mar kordbban megismert egyenlet-
tipusokra van sziikség, ami a levezetés 121. soraig tart, az ess; egyenletig. Ami
ujdonsag: az ezt kovetd definiciok a 122-130. ill. 131-139. sorokban — ezek defini-
alnak 2-2 olyan pontot, amelyekre az f, és f;, felez6mercGlegesek illeszkednek. Az
egyik pont mindkét esetben a szokasos oldalfelez6 pont, a mésik pontot pedig ugy
nyerjiik, hogy a kérdéses oldal valamelyik végpontjat a felez6pont koriil 90 fokkal
valamelyik iranyba elforgatjuk. Az ilyen tipusi egyenletek mindig linearisak, igy
komputeralgebrai szempontbol nagyon stabilan kezelhetéek.

Maga a bizonyitando allitas a 148-149. sorban tiinik fel, az F' € e allitas ujra
egy teriiletszamitasi kérdésként jelenik meg: azt kell belatnunk, hogy az SOFA
teriilete 0. Az allitas tagado forméban a 152-153. sorokban lathato.

Ezutan az A pontot fixaljuk (az origoba keriil).

A szakaszban lattuk, hogy az eliminacié az ABCA elfajulasanak elkeriilését
javasolja, és ezt a 156—160. sorokban rogziti is a program. Végiil a 162-209. so-
rokban megadja, hogy a korabban Osszeirt 48 db egyenlet rogzitett A pont mellett
hogyan egyszertisodik. A 49. egyenletet, mely az elfajulast megakadélyozza, a
160. sorban mar megkaptuk.

Most jon a tényleges munka: olyan polinomokat talalni (49 darabot keresiink),
amellyel a 49 db egyenletiinket rendre megszorozva az 1 = 0 azonossagot kapjuk,
vagyis ellentmondéast ériink el. A szamitast a program 8-10 masodperc alatt valo-
ban végigviszi, és a mellékelt dokumentumban is lathato, hogy a 6. oldal kézepétél
egészen a 871. oldal kézepéig, vagyis 865 oldalon at tart a kombinéci6 ismertetése.
A kombinaciéban megjelen 49 db polinom maximalis fokszama 14, igy az allitas
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nehézségét is 14-esnek azonositja a program.

2.4. Ellenérzés

Van lehet@ségiink arra, hogy a kapott levezetést ellenérizziik. Ezt haromféle kom-
puteralgebrai rendszerben is megtehetjiik, ha a CAS ablakot a GeoGebra Disco-
very Fdjl — FEzxport meniijén keresztil kiexportaljuk. Mi itt most a Wolfram-
féle wolframscript parancssori programot hivjuk segitségiil: ez ingyenesen le-
tolthets (regisztracié utan) a https://www.wolfram.com/wolframscript/ és
https://www.wolfram.com/developer/| cimekrdl.

Az exportalt szovegfajl végébe  kézzel” bele fogunk nyulni: egyetlen sort fo-
gunk hozzairni, hogy a végss szamitasra is sor keriiljon. A GeoGebra Discoverybdl
lementett Mathematica export tartalma a kovetkez&képpen kezd&dik:

(* Legyenek A, B, C tetszdleges pontok. *)
(* Legyen tl az A, B, C sokszdg. *)
(*x Legyen c az [A, B] szakasz. *)

Vagyis a fajl egy része kommentekbdl all, ami a széveges feladatkiirast és a késgb-
bi egyenletekhez fiiz6tt magyarazatokat jelenti. Az els6 matematikai tartalom a
44. sorban kezd&dik:

(* Jeldljiik az F_{BC} filiggd pontot (v7,v8)-cal. *)
el:=(2 x v7) - vb - v3 == 0;
e2:=(2 * v8) - v6 - v4 == 0;

Egészen hasonlé modon folytatodik a fajl, Osszesen 214 sorban. A legvégén a
kovetkezoket talaljuk:

s48:=-1 + ((vb5 * vb3) * vb52) - ((vB5 * vb4) * vb1) - ((vB5 * vb3) *
— v42) + ((vB5 * vb1) * v42) + ((vb5 * vb4) x v41l) - ((vB5 * v52)
o ok vdl) == 0;

(* Most tekintsiik a kdvetkez3 egyenletet: *)
s1%(-3/4%v5572%v56"2%v34"2%v42%v51%v22%v13%v5-3/2+v55"2%v56 " 2%v34%* |
< v40*v42xy51%v22%v13%v5-3/4%v55"2%v5672%v40" 2% v42+v51¥v22%v13* |
—  vB+3/4*v55~2%v5672%v33*v34*xv42*xv52*v22xv13*v5h+. . .

(* A GeoGebra nem tudja ellendrizni, hogy ez az 1=0-val ekvivalens,
— de mas komputeralgebra szoftver képes ra. *)

(* Ellentmondas! Ezaltal az eredeti allitast igazoltuk. *)

(* Az allitas nehézségi foka: 14. *)

Az utolso egyenletnek csak az elejét vettiik bele ebbe a dokumentumba, a nagy
részét nem, hiszen akkor itt is 900 oldal koriil jarnank ebben a pillanatban: ez a
sor b milli6 karakternél is tobbet tartalmaz.

Most egy alkalmas szovegszerkeszt&vel flizziik hozza ehhez a szévegfajlhoz az
alabbi Mathematica utasitassort:


https://www.wolfram.com/wolframscript/
https://www.wolfram.com/developer/
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Timing [Print [Expand[Replace [%%%%, {x_==0 :> x},2]11]]

Ez annyit jelent, hogy hatulrol a 4. sort kezeljiik tigy, mint egy szokésos polinomialis
kombinaciot, és értékeljiik ki a zarojelek felbontasaval, tovabba mérjiik meg, mennyi
id6t vett ez igénybe.

Ha ezzel megvagyunk, mar csak be kell t6ltsiik a fajlt a wolframscript-be. Ha
az input fajlunk neve mondjuk melléklet.txt, akkor — parancssorban beirva — a
wolframscript < melléklet.txt a kovetkez6hoz hasonld kimenetet fog adni:

Wolfram Language 14.0.0 Engine for Linux x86 (64-bit)
Copyright 1988-2023 Wolfram Research, Inc.

In[1]:
In[2]:
In[3]:

In[210]:=
In[211]:=
In[212]:=
In[213]:=
In[214]:=
In[215]:= 1

Out [215]= {32.9039, Null}

In[216] :=

A 211. sor tajékan a feldolgozas néhany masodpercre belassul: itt dolgozza fel a
szoftver a hosszi inputsort, és ha végez vele, akkor utana mar viszonylag gyors a
hatralévs par sornyi input végrehajtasa. Az In[215] sor végén all6 1-es jelzi, hogy
val6ban 1 jon ki a polinomialis kombinécié eredményeként, és pont erre van sziiksé-
glink, hogy az ellentmondast, egyuttal az indirekt bizonyitas helyességét belassuk.
(A 32.9039 szam a futasi id6t mutatja masodpercben.)

2.5. Tippek és tritkkok

E szakasz zarasaként ime néhany otlet, ha magunk is kedvet kapnank a kisérlete-
zéshez ...

e A GeoGebra alapu rendszerek sokféle lehetséget kindlnak a geometriai szer-
kesztés bevitelére. Ezek koziil bizonyosak lehetnek teljesen tamogatottak a
GeoGebra Discovery bizonyité alrendszerében, maskor egyes 1épések nincse-
nek megvalositva — ennek lehetnek elvi és gyakorlati okai is. Példaul exponen-
cialis fiiggvényeket hasznalé 1épéseket ne adjunk meg a szerkesztésbe, hiszen
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azok elvileg sem képezhetGek le polinomialis egyenletekké. Ha a szokasos euk-
lideszi korzds-vonalzos szerkesztésekben gondolkodunk, j6 tton jarunk, mert
ezek tobbnyire tAmogatottak a bizonyité alrendszerben is.

e Ha van egy miik6ds szerkesztésiink, de nem kapunk idében valaszt, probalkoz-
zunk a szerkesztés egyszertisitésével, mas (ekvivalens) lépések hasznalataval!
A GeoGebra Discovery weboldalan a https://github.com/kovzol/geogeb
ra/tree/master/test/scripts/benchmark/prover/tests|cimen kiindulva
tobb szaz GeoGebra fajl talalhato, amelyek tulnyomo része hitelesités nélkiil,
de nagy résziik hitelesitéssel is bizonyithat6. Ezekbdl tippeket kaphatunk,
milyen szerkesztési 1épésekkel érdemes dolgozni.

e Az 5 méasodperces idGlimitet parancssorbdl a --prover=timeout:60 opcidval
lehet 60 masodpercre felvinni. Ehhez a GeoGebra Discoveryt parancssorbol
kell inditani egy terminal ablakban, tehat ez a lehet6ség a webes verzidban
nem érhets el F

e A CAS ablak tartalma HTML és BTEX forméatumba is kiexportalhato. A mel-
lékletben talalhaté6 PDF-szévegnek — kisebb kézi modositasokkal — a HTML
és IMTEX valtozatat is csatoljuk arra az esetre, ha valaki egy sajat tételt ké-
s6bb ilyen modon szivesen publikilna. A IATEX-valtozatban a GeoGebra altal
lementett ,visszhangzott” outputokat deaktivaltuk, igy a kimenet egy picivel
rovidebb lett, de lényeges informécié nem keriilt torlésre.

3. Zaré gondolatok

A szamitogépes tételbizonyitds ma is nagy erével hodit, talan sokkal inkdbb, mint
50 évvel ezel6tt, amikor Appel és Haken megtették az elsé komoly 1épéseket a négy-
szintétel igazolasanak irdnyéba [12]. A nyolcvanas évek végére szazaval késziiltek
automatikus tételbizonyitasok elemi geometriai tételekre, az altalunk ismertetett-
hez igen hasonl6 moédon, elsgsorban Chou munkassaganak koszonhetGen [7]. Az
akkori algebrai jellegii bizonyitasok azonban nem szamitanak hitelesitettnek.

A kilencvenes években az ,olvashatd” bizonyitéasok keriiltek reflektorfénybe,
amelyek ,emberi fogyasztasra” is alkalmasnak talaltattak. Ezek modszerei inkabb
a formalis logikai levezetésekhez allnak kozel, mintsem a koordinatageometriahoz.
Elméletiiket Chou és tanitvanyai, Gao és Zhang dolgoztak ki [I3], és hoztak egyut-
tal nyilvanossagra hasznos szoftvereket: igy a Geometry Ezpert programot, majd
késébb annak tovabbfejlesztését, a JGEX -et.

A dinamikus geometria szoftverek elterjedésében a GeoGebra szoftver jelentette
az igazi attorést a 2000-es évek kozepén, mivel minden felhasznalo szamara ingye-
nesen hozzaférhetd volt. 2010 kornyékén kezdddtek az els6 torekvések, amelyek

8 A webes verzi6 is képes egyszeriibb hitelesitett bizonyitasok elGallitasara, de a Pete-Ddtsch-
tételnek sajnos a nem hitelesitett bizonyitasa is eréforras-problémékba titkozik.


https://github.com/kovzol/geogebra/tree/master/test/scripts/benchmark/prover/tests
https://github.com/kovzol/geogebra/tree/master/test/scripts/benchmark/prover/tests
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kifejezetten ebbe a programba igyekeztek automatikus tételbizonyitasi modszere-
ket beépiteni.

A versenymatematika vilaganak 6rckzold kontinensét képezik a sikgeometriai
tételek bizonyitasat célzo problémak. Az euklideszi geometria valoban kifogyha-
tatlan kincsestara jabbnal tjabb fejtors feladatoknak. Ezek szabatos bizonyitasa
nemcsak emberi, hanem algoritmikus szempontbdl is kihivas, mind a mai napig.

A mesterséges intelligenciara alapulé modszerek eldretorésével tj municiot kap-
tak az ez iranyu kutatasok. Nagyon aktualis tudomanyos kérdés, hogy talalhato-e
olyan algoritmus, amivel nemcsak gyorsan oldhatéak meg a friss fejtorsk, de egytut-
tal olyan médon is, hogy a megoldasok az olvasé szaméra kevés energiabefektetéssel
gyorsan és kénnyen érthetéek, vilagosak legyenek.

Az ebben a cikkben ismertetett modszer a nyolcvanas évek technikidjanak egy
finomitott valtozata, kiilonos tekintettel a levezetés részleteire, annak kommuni-
kaciojara: a bizonyitast nemcsak magyarul, hanem angolul, németiil, spanyolul,
franciaul, olaszul, torokiil, arabul és héberiil is el lehet olvasni [I4]. Ha a generalt
bizonyitds nem is a lehetséges legrévidebb, lényegesen révidebb, mint a korabbi
algebrai alaptt modszer altal kinalt teljes levezetés, amelynél a t&bb ezer 1épésbél
allo gondolatmenetek sem ritkak (igy azokat tobbnyire mellézik).

A Pete-Ddétsch-tétel esetében, valljuk be, ez a modszer tovabbra is csak egy
modszer. Az ereje mellett (ami az automatika biztonsiga és pontossiga) a gyen-
gesége is elgjon: elvesziink a részletekben, nem éljiik at azt a fajta a katarzist,
amikor latjuk, pontosan min is malik az allitasnak az igazsaga. Akkor jon el az
automatikus bizonyitasok viragkora, amikor ezt az ,aha”-élményt is el6 tudja majd
varazsolni a szamitogép. Erre a csodira azonban még varnunk kell, vagy sokkal
inkdbb: tovabb dolgoznunk érte.

Koészonetnyilvanitas

A GeoGebra Discovery bizonyitoé alrendszere tobb ember hosszu éveken keresz-
tiili intenziv munkajanak az eredménye. Anélkiil, hogy a fejlesztés minden fontos
mérfoldkovét ismertetnénk, meg kell emlitsiik az 6tletgazdat, Tomés Recio algebrai
geométert, aki nyugalloméanyba vonulasa utéan tovabbra is a projekt egyik élharcosa.
A polinomialis kombinacié kiszamitasanak hatékony C++ nyelvi implementacioja
a GeoGebra Discoveryben, csakigy mint az eliminaciés szamolé algoritmus [15] (ez
a szokasos GeoGebra-verzioban is elérhets), Bernard Parisse érdeme. Az alrend-
szer Java nyelvi megvalositasa, egyuttal a kimenet magyar verzidéjanak illesztése a
szerz$ munkaja.
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