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A SET kartyajaték alkalmazasa a kombinatorika és a
valésziniliségszamitas oktatasaban

EIsNER TIMEA — SZTOJKOVICS DORA

A SET egy dijnyertes, gyorsasagi-logikai kartyajaték. A jaték fejlesztGje Marsha
Jean Falco [8] genetikus, aki 1974-ben Cambridge-ben dolgozott, az epilepszias
megbetegedés 6roklsdését kutatta a német juhészkutyak kozott. A kutatasa soran
kis kartyakat készitett és genetikai mintakat keresett. Ekkor jott az oOtlet, hogy
ebbdl akir egy jatékot is lehetne késziteni, csaladjaval és barataival kidolgoztak
a SET-et. 17 évvel kés6bb az akkorra teljesen kidolgozott jatékot bevezette a
jatékpiacra, amely azota oriasi siker lett.

A jaték sok, kiilonb6z6 nehézségl matematikai kérdést vet fel. Ezzel kapcsolat-
ban szamos matematikai cikk sziiletett ([1], [2], [6], [7]). Ezek koziil kézépiskola-
soknak sz016 feldolgozés a [2] és a [6] cikkekben talalhato.

A SET Kkartya lehetGséget ad arra, hogy a gyerekek sajat maguk fogalmazza-
nak meg problémakat, és megfelels tanari iranyitassal meg is oldjak ezeket. Igy a
problémafelvetéstsl a megoldasig tartd folyamatot 6nalléan élhetik at. Ezaltal meg-
élhetik a felfedezés 6romét, és megismerkedhetnek a kutatas alaplépéseivel. Mivel a
SET kedvelt jaték a gyerekek korében, ez a folyamat izgalmas és érdekes szamukra,
ezéaltal az élményalapa oktatas része lehet.

A kartyalapok segitségével szemléltethetjiik a 3 elem testre épitett n (1 <n <
4) dimenzi6s affin terek pontjait. A jaték ezaltal lehet&séget ad még megoldatlan
matematikai problémak megfogalmazaséra is.

Jelen cikkben ramutatunk a SET jaték oktatasban torténd alkalmazhatosagara.
Bévebb anyag megtaladlhatd Sztojkovics Dora, A SET kértyajaték alkalmazéasa a
kombinatorika és a valoszintiségszamitas oktatasaban cimi OTDK dolgozataban
[5], mely elérhet6 a https://bit.1ly/39m9e0K cimen.

1. A SET kartyajaték jatékszabalya

A kartyapakliban minden lapot négy tulajdonsag jellemez: forma, kitoltés, szam
és szin. Minden kartyan figurak lathatoak, melyeknek haromféle formajuk (ovalis,
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hullamos, rombusz), haromféle kitoltésiik (iires, csikos, tomor), haromféle darab-
szamuk (1, 2, 3) és haromféle sziniik lehet (piros, zold, lila). A teljes kartyacsomag a
négy lehetséges tulajdonsag Gsszes kombinaciojat tartalmazza (pontosan egyszer).

A jaték elején 12 lapot tesziink le asztalra és a cél az, hogy minél to6bb SET-et
talaljunk ezek kozott. Egy SET 3 kartyabol all, amiben minden jellemz6t kiilon
megvizsgalva, azoknak vagy minden kartyan azonosnak, vagy minden kartyan kii-
16nbo6zének kell lenni. Ennek a szabalynak az 6sszes tulajdonséigra teljesiilnie kell
a kivalasztott 3 lap esetén.

Ha valaki talalt egy SET-et, akkor szolnia kell, a tobbi jatékos pedig ellendrzi.
Ha valéban SET volt, akkor elveheti azt a 3 lapot, kap érte 1 pontot, és a kartyak
helyére tjabb lapok keriilnek. Ha azonban tévedett, azért -1 pont jar, és a lapok
maradnak az asztalon. Ha a jatékosok megegyeznek abban, hogy az asztalon 1év§
kartyak kozott nincs SET, akkor Gjabb harom kéartyat kell letenni. A jatéknak akkor
van vége, ha elfogynak a lapok, vagy ha mar csak az asztalon vannak kartyak, és
ezek kozott nincsen SET. Az a jatékos nyer, aki a legtobb pontot éri el.

2. Egyszerii kombinatorikai feladatok

Tapasztalat, hogy fliggetleniil attol, hogy gyerek vagy felnétt jatszik az alapja-
tékkal, rogtén néhény kérdés felmeriil a jatékosokban a jaték soran. FEzeket a
kérdéseket érdemes kozosen Osszegytjteni, majd megoldani a didkokkal: Hany kar-
tyalap talalhatoé a pakliban? Hany SET van 6sszesen? Egy kirtya hany SET-ben
szerepel? Legfeljebb hany SET-et taldlhatunk a 12 lap koézott? Egy jaték alatt leg-
feljebb hany SET-et taldlhatunk Gsszesen? ElSfordulhat-e, hogy egyetlen lap sem
marad a jaték végén az asztalon? Hany kartya maradhat az asztalon a jaték végén?
Elsfordulhat, hogy nincs SET a 12 lap kozott? Hany kartyat tudunk letenni dgy,
hogy ne legyen koztiik SET? Miért pont 12 lapot tesziink az asztalra? Mi a legjobb
stratégia? Mekkora a valoszintisége annak, hogy a 12 kartya tartalmaz SET-et?

1. Példa. Hdny SET-et taldlhatunk dsszesen a teljes kdrtyapakliban?

Megoldas. Megfigyelhetjiik, hogy barmely két lap egyértelmtien meghataroz egy
SET-et.

A pakliban 81 lap talalhato, ezért az els§ helyre 81-féle kartyat, a mésodikra
80-félét valaszthatunk, a harmadik pedig egyértelmtien meghatérozott. 3 kartyat
3! = 6-féle sorrendben tudunk kivalasztani, igy a megoldas: 81-80/6 = 1080.

Mivel 2 kartya egyértelmiien meghatérozza a harmadikat, ezért két lapban nem
egyezhetnek meg, viszont kénnyen taladlhatunk 2 SET-et, amelynek nincs vagy 1
kozos lapja van. Ezzel belattuk, az alabbi kévetkezményt.
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1. Kévetkezmény. Két kilonbozd SET legfeljebb 1 lapban egyezhet meg.
2. Példa. Egy jdték alatt legfeljebb hdny SET-et taldlhatunk dsszesen?

Megoldas. Mivel 81 kartya van Osszesen, ezért legfeljebb % = 27 SET-re bont-
hatjuk szét a paklit, ami konnyen megvaldsithato. A bizonyitast az olvaséra biz-
zuk. |

3. A SET-ben rejlé6 matematika

A "Hdny kdrtyalapot kell letenniink az asztalra ahhoz, hogy biztosan taldljunk ké-
zottik SET-et?" kérdés megvalaszolasa dnmagaban nehéz. Megmutatjuk, hogy
a SET-problémak atfogalmazhatok véges geometriai problémakka. Megtehetjiik,
hogy didkjainknak ezt nem mondjuk ki; ekkor kisebb dimenzidban a tanulok maguk
is meg tudjék valaszolni a kérdést, és néhany esetben az egyszertibb kombinatorikai
feladatok megoldasa is még egyszeriibb lesz.

A kartyapakli megfeleltetheté a 3 elemi testre épitett 4 dimenzios affin tér
pontjainak. Ekkor a kartydk a tér pontjainak, a SET-ek a tér egyeneseinek, a
valtozo tulajdonsagok szama a tér dimenziojanak, a SET-mentes halmazok pedig
a térben talalhato silivegeknek felelnek meg. Ebben a térben minden egyenesnek
3 pontja van, és a siiveg egy olyan ponthalmaz, amely nem tartalmaz egyenest,
azaz barmely 3 pontjat kivalasztva, azok nem esnek egy egyenesre. Ahhoz, hogy
a tanulok megértsék a definicidkat, tételeket, a pontok koordinédtas alakja helyett
kodokkal fogjuk jelolni a kartyalapokat. Az egyenes fogalmat ugyanugy fogjuk
hasznalni, mintha az affin térrél beszélnénk, a siiveg helyett viszont a SET-mentes
halmazok kifejezést alkalmazzuk.

1. szamjegy | 2. szdmjegy | 3. szdmjegy | 4. szamjegy
forma kitoltés szam szin
ovalis iires 3 piros

hulldmos csikos 1 z0ld
rombusz tomor 2 lila

1. tablazat. A szamjegyek jelentése

A pakliban minden kartyanak 4 tulajdonsdga van, amelyek 3-félék lehetnek.
Jeloljiik ezeket a tipusokat a 0, 1, 2 szamokkal, és a pakli minden egyes lapjanak
feleltessiink meg egy olyan kodot, amelynek 4 szamjegyének jelentését (balrol jobbra
haladva) az 1. tablazat mutatja.

Ezzel a megfeleltetéssel megkapjuk az Gsszes olyan 4-jegyi kddot, amelynek a
szamjegyei 0, 1 vagy 2 értékiek lehetnek. A fenti hozzérendelés egy-egyértelm,
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azaz egy lapnak pontosan egy kod felel meg, és egy kodhoz pontosan egy kartya
tartozik, ami azt jelenti, hogy ugyanannyi 4-jegyt kéd van, mint ahény lap.

3. Példa. Mi a kapcsolat a SET-ek és a kodok kiozott?

Megoldas. Harom kartyalap akkor alkot SET-et, ha minden tulajdonsdgukban
megegyeznek vagy kiilonboéznek. A koédok esetén ez azt jelenti, hogy az azonos
helyiértéken allo szdmjegyek vagy ugyanazok, vagy mind kiillénboznek. Megfigyel-
hetjiik és egyszerii szamolassal igazolhatjuk, hogy pontosan akkor alkot a 3 lap
SET-et, ha a megfelel§ szamjegyek Osszege oszthatd 3-mal. ]

3.1. Biivos négyzet

Alkossunk a SET kartyakbol bilivos négyzetet a kdvetkez6 modon: Helyezziink el 9
lapot 3 x 3-as alakban tgy, hogy a kirtyalapok SET-et alkossanak minden sorban,
oszlopban és atloban!

A biivos négyzet jatékot nem csak azért fontos megemliteni, mert egy érdekes
és latvanyos feladat, hanem azért is, mert a matematikai hatterének ismerete sok
kérdés megvilaszoldsdhoz sziikséges.

A feladat elsére nem tiinik egyszertinek, de a kovetkezd modszerrel barki sza-
mara konnyen megvalésithatova valik: Els6 lépésben valasszunk harom kartyat,
amelyek nem alkotnak SET-et. Most helyezziik el az els§ kirtyat az els6 sor elsd
négyzetébe, a mésodikat a mésodik sor méasodik négyzetébe, a harmadikat pe-
dig az els6 sor harmadik négyzetébe. Végiil mivel barmely két lap egyértelmien
meghataroz egy SET-et, az Osszes iires négyzetbe ki tudjuk vélasztani a hidnyzo

kartyalapot.
Példa:
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1. 4bra. Biivos négyzet SET kartyakbol
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Megfigyelhetjiik, hogy nem csak az oszlopok, sorok, atlok alkotnak SET-et, ha-
nem a kisatlok is. A kisatlo 3 olyan négyzetet jelent, ami nem egy atlon helyezkedik
el, de mind a 3 kiilénb6z6 oszlopban és kiilonb6z6 sorban talalhato:

X X X X

X X X X

2. abra. Kisatlok

Késsbb belatjuk, hogy barmely SET kartyakbol alkotott biivis négyzet esetén
teljesiil, hogy a kisatlok is SET-et alkotnak. A 3 oszlop, a 3 sor, a 2 atlo és a 4 kisatlo
SET-et alkot (més nem), Osszesen 12-t. Felmeriilhet a kérdés, hogy talalhatunk-e
ennél tobb SET-et 12 lap k6zott vagy, hogy altaldanossagban legfeljebb hany SET
fordulhat el n € N* lap kozott. Ezzel a problémaval a kovetkezd fejezetben fogunk
foglalkozni.

4. Példa. Bizonyitsuk be, hogy a fenti lépésekkel valoban minden esetben bivis
négyzetet kapunk, és hogy a kisdtlok is SET-et alkotnak!

Megoldas. Els§ lépésben a kivalasztott 3 lapot (amelyek nem alkottak SET-et), az
elsd sor els6 négyzetébe, a masodik sor mésodik négyzetébe és az els6 sor harmadik
négyzetébe helyeztiik el. Mivel a 3 lap nem alkot SET-et, a bal als6 sarokba, a jobb
also sarokba és a fels6 sor kozépsé négyzetbe elhelyezhetjiik a megfelels kartyakat
ugy, hogy két atloban és a fels6 sorban SET-eket kapjunk. Ekkor mindharom
oszlopban pontosan 2 kartya szerepel, igy a hidnyz6 harmadik lap egyértelmiien
meghatarozott. Ezzel az eljaréssal egyértelmtien helyezziik el a 9 lapot a biivos
négyzetbe.

Megvalaszolandé kérdések:

1. Az als6 két sorban is SET-et alkotnak a kartyak?

2. A kisatlokban is SET-et alkotnak a lapok?

3. Biztosan teljesiil-e az, hogy minden lap kiilénb6z6? (Nem fordulhat-e eld,
hogy 2 kiilénb6z6 helyre ugyanazt a lapot kellene tenni?)

Az els6 ketts kérdésre a vélasz igen, amit ugy lathatunk be, hogy minden tulaj-
donsag esetén megvizsgaljuk, hogy azok mind kiillénbo6znek-e vagy megegyeznek-e a
fennmarado két sorban és a kisatlokban. Az elsd lépésben kivalasztott 3 kartyanak
tekintsiik egy konkrét tulajdonsagat. Harom eset fordulhat el6: a tulajdonsag tipu-
sa megegyezik mindhérom lapon, kettén megegyezik és egy lapon kiilonbozik vagy
mindegyiken kiilonbozik. Toltsiik ki a biivos négyzetet csak ezzel az egy tulajdon-
adggal. Konnyen belathatjuk, hogy minden tulajdonsig az Gsszes esetben minden
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sorban és kisatloban vagy megegyezik vagy mind kiilonbozik, azaz SET-eket kapunk
ezeken a helyeken. A bizonyitast az olvaséra bizzuk.

Megmutatjuk, hogy az eljaras soran lerakott 9 kartya mind kiilonb6z6. Ezt in-
direkt modon bizonyitjuk. Tegytk fel, hogy van 2 lap, ami megegyezik. Mivel az
els6 3 kartya kiilonbo6z6, és nem alkot SET-et, ezért ezek 3 egyméstol és az erede-
tiektsl kiilonbozs lapot hataroznak meg, tehat azonos kartya csak az oszlopokbol
hianyzé lapok kozott fordulhat els. Tegyiik fel, hogy az elsé és a masodik oszlop
hianyzé kartyai megegyeznek. Ekkor a bal oldali oszlop és az alsé sor lapjai SET-et
alkotnak, és pontosan 2 lapban egyeznek meg, ami ellentmond az 1. kovetkezmény-
nek. Ezzel bebizonyitottuk azt is, hogy az eljaras soran mind a 9 kartya kiilonb6z6
lesz. [

Az egyszertiség kedvéért bevezetjiik a kovetkezs definicidkat:

1. Definicié. Nevezziik a btivos négyzet oszlopait, sorait, atloit, kisatloit egységesen
egyeneseknek, a kartyakat pedig pontoknak. Igy, ha 3 lap SET-et alkot, mondhatjuk,
hogy egy egyenesre esnek.

Megjegyzés. A kezdd 3 lapot més alakzatban is elhelyezhetjiik, tigy hogy azok
nem esnek egy egyenesre.

3.2. Tovabbi kombinatorikai feladatok

5. Példa. Keressiik meg, hogy 4 < n <9 lap kézott hany SET-et taldlhatunk legfel-
jebdb!

Megoldas. Jeloljiik a maximalis SET-ek szamat n lap esetén m,,-nel.

n = 4 kartyanal elGszor kivalasztunk 3 lapot, amelyek SET-et alkotnak, majd
ehhez keresiink egy negyediket. Ezzel nem tudjuk névelni a SET-ek szamat, mivel
az nem fordulhat el§, hogy a negyedik kartya az elsé 3 koziil valamelyik 2-vel SET-et
alkot (kiilénben az els6 3 lap nem lenne SET).

n =5 kirtya esetén az el6z8 4-hez valasztunk egy djat. A negyedik kartya
az els6 3 lappal 3 kiilonb6z6 SET-et hataroz meg, aminek a harmadik lapja még
a pakliban van. Csak ugy tudjuk noévelni a SET-ek szamat, ha ebbdl a 3-bol
valasztjuk valamelyiket, azaz ms = 2.

Tekintsiik az n = 9 esetet. Ekkor 12 SET-et biztosan talalhatunk, ezt kordbban
a biivos négyzet fejezetnél (1. abra) lathattuk. A négyzetnek 3 sora, 3 oszlopa,
2 atloja és 4 kisatloja van, és ezek mind SET-et alkotnak, tehat mg > 12. Ezt
az értéket feliilrél becsiilhetjiik: 9 kartyabol barmelyik 2 meghataroz egy SET-
et. 9 lapbol kett6t % = 36-féleképpen valaszthatunk, amit osztanunk kell 3-mal



A SET kartyajdték alkalmazdsa az oktatdasban 23

(minden SET-et 3-szor szdmoltunk, mert a SET-et alkoté 3 lapbol kettét (S) =3-
féleképpen valaszthatunk ki). Ez Osszesen 12 lehetGség, azaz mg < 12, amibdl
kovetkezik, hogy mg = 12.

Tekintsiik az n = 8 esetet. Valasszunk 9 kartyat tgy, hogy a lehets legtdbb
SET-et tartalmazzak. Ekkor, ha egy olyan lapot vesziink ki, amely a legkevesebb
SET-ben szerepel, akkor als6 becslést kapunk mg értékére. A biivis négyzeten
kénnyen ellenérizhetjiik, hogy mind a 9 kirtya pontosan 4 SET-ben szerepel. Ha
a 9 lapbdl elhagyjuk barmelyiket, akkor 4-gyel csokken a SET-ek szama, amibél
kovetkezik, hogy mg > 12 — 4 = 8. Mivel az 1. kovetkezmény alapjan 2 kiilonbo-
z6 SET legfeljebb 1 lapban egyezhet meg, ezért a 8 kartya mindegyike legfeljebb
[551] = 3 SET-ben szerepelhet. Ezért 8 lap legfeljebb %3 = 8 SET-et tartalmaz-
hat (azért kell 3-mal osztanunk, mert kiilonben minden SET-et mindharom lapja
esetén szamolnank), igy mg < 8, igy mg = 8.

Tekintsiikk az n =7 esetet. Induljunk ki 8 olyan lapbol, amelyek 8 SET-et
tartalmaznak. Ekkor mindegyik kirtya 3 SET-ben szerepel. Jeloljiikk X-szel a
biivis négyzetbdl elvett lapot, a tobbi kartya helyére pedig azt irjuk, hogy az adott
lap hany SET-ben szerepel:

| X |3 ]3]
3133
3133
3. dbra. n—=8

Ha ebbdl is elvesziink egyet, akkor megkapjuk, hogy m7; > 8 —3 = 5. Mivel
mindegyik kartya legfeljebb [7;1] = 3 SET-ben szerepelhet, ezért a 7 lap legfeljebb
7:'3—3 = 7 SET-et tartalmazhat, igy my < 7. A fenti eljaras konstrukciot ad m; = 5-
re, (Vinci 2009) igazolta, hogy ez a pontos érték.

Tekintsiik, az n = 6 esetet. Induljunk ki az el6bb megkonstrualt 7 lapbdl, amely-
ben a SET-ek szédma 5. Itt a 7 kirtyabol 1 darab 3 SET-ben fordul el (amelyik
az el6z6 2-vel egy egyenesre esett, igy a masodik elvett lappal nem csokkent az 6t

tartalmaz6 SET-ek szama), 6 pedig 2-ben:

X1 X3

2122

2122
4. dbra. n=17

Ebbdl a 6 lapbdl valamelyiket elhagyva kapjuk, hogy mg > 5 — 2 = 3. Mivel
mindegyik kartya legfeljebb [%51] = 2 SET-ben szerepelhet, ezért a 6 lap legfeljebb
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65;)—2 = 4 SET-et tartalmazhat, igy mg < 4. Az egyenlGség akkor és csak akkor

teljesiil, ha mindegyik kartya pontosan 2 SET-ben szerepel.
Belatjuk, hogy mg = 4 nem lehetséges. Legyen a 6 kartya , , , @

, , . Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy SET-et alkot

-vel és @ -vel. Mivel az 1. kovetkezmény alapjan 2 kiilonb6zs SET
legfeljebb 1 lapban egyezhet meg, ezért , , @ , kartyak biztosan nem
tartalmaznak SET-et. Mivel E nem alkot SET-et -val, és is 2 SET-ben
szerepel, ezért @ -vel és -vel vagy -vel és @ -vel alkot
SET-et. Tekintsiik a lapok kodjait, és tetszGleges tulajdonsag értékét mind a 6
kartya esetén. Jeloljiik ezeket az értékeket a, b, c,d, e, f betiikkel. Mivel a SET-ek
esetén ezeknek az értékeknek az Gsszege oszthatd 3-mal, ezért:

312a+b+c+d+e,
312f+b+c+d+e,

azaz 2a és 2f ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva, amibdl az is kévetkezik,
hogy a-nak és f-nek is megegyezik a 3-mal val6 osztési maradéka. A kodok csak
0,1, 2 értékiek lehetnek, ezért ez azt jelenti, hogy a = f. Ez minden tulajdonsag
esetén teljesiil, igy = adodik, ami ellentmondés. Tehat 3 < mg < 4 miatt
me = 3. [ ]
SET-mentes lapok szama. Jaték kozben felmeriilhet a kérdés, megtorténhet-e az,
hogy az asztalon 1év6 12 lap kozott nincs SET. A valasz az, hogy viszonylag ritkan,
de elsfordulhat.

Keressiik meg, hogy legfeljebb hdny lapot tudunk gy kivdlasztani, hogy azok ne
tartalmazzanak SET-et!

A SET kartyajaték esetén 4 tulajdonsag fordul els, de tekinthetjik példéaul
csak a piros lapokat, ebben az esetben 3 tulajdonsdg maradna. Vagy ha tjabbat
talalnank ki (példaul minden kartyanak lenne hattérszine, ami szintén haromféle
lehet), akkor 5 jellemz&je lenne a lapoknak.

A fenti feladatra a valaszt elGszor a kevesebb valtozo tulajdonsag esetén célszeri
vizsgalni. Ha 3 tulajdonsagot rogzitiink. Ekkor 3 lapot kapunk, és ezek nyilvan
SET-et alkotnak, igy legfeljebb 2 kartyat tudunk kivalasztani ugy, hogy azok ne
alkossanak SET-et.

Most 2 tulajdonsagot rogzitiink és 2 fog valtozni. Rogzitsiik példaul a szamot és
a szint, legyen minden kartyan 2 piros figura. Az eredeti 4-jegyii kodok utolso két
szamjegyét lehagyjuk, hiszen ezek minden kartya esetén ugyanazok lesznek. Ekkor
2 tulajdonsag marad, ami 3-féle lehet, a forma és a kitoltés. Igy Osszesen 9 lapot
kapunk. A Kkartydkhoz 2-jegyi kodokat rendeliink, ahol az elsé szamjegy a formét,
a masodik a kitoltést jelenti.
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Ezt a 9 lapot el tudjuk rendezni tgy, hogy biivos négyzetet alkossanak. A biivos
négyzet egy specialis esete, ha a kovetkez6 modszerrel helyezziik el a kartyakat:
Tekintsiik a lapoknak megfelel§ kodokat, és ezek segitségével tegyiik a lapokat egy
3 x 3-as tabla négyzeteibe gy, hogy a sorok sorszdma az els§ szamjeggyel, az
oszlopok sorszdma pedig a masodikkal egyezzen meg.

0 1 2 0 1 2
0|00 | 01|02 01818
1,10 |11 |12 1188 %
2120|2122 2 122

5. abra. Biivos négyzet kodokkal és lapokkal

Eszrevehetjiik, hogy 3 kartya pontosan akkor alkot SET-et ha a tabla ugyanazon
sordban, oszlopaban, atlojaban, kisatlojaban helyezkedik el, teh&t valoban biivos
négyzetet kaptunk.

X-et rajzolunk abba a négyzetbe, amelynek megfeleltetett lapot ki szeretnénk
véalasztani. Célunk, hogy minél t6bb X-et tudjunk tenni a négyzetekbe tgy, hogy
ne valasszuk ki egy adott sor, oszlop, atld vagy kisatlé mindharom négyzetét, azaz
a kijelolt kartyalapok ne alkossanak SET-et.

Ezt az abrazolast kiterjeszthetjiik azokra az esetekre is, amikor t6bb tulajdonsag
valtozik. Ha egy 1j tulajdonsagot vesziink hozzéa az eddigiekhez, ami szintén 3-féle
lehet, akkor 3-szor annyi tablara van sziikségilink, mint az el6z6 esetben, hogy
minden kartyalap szerepeljen.

1. Tétel. 2 vdltozo tulajdonsdg esetén a mazximdlis SET-mentes halmaz 4 lapbdl
all.

Bizonyitas. A 6. abran lathatunk 4 olyan lapot, melyek nem alkotnak SET-et.

XX

X
X

6. abra. SET-mentes halmaz 2 valtozo6 tulajdonsag esetén

A kivalasztott 4 lapbol semelyik 3 nem esik egy egyenesre, ezt kénnyen ellen-
6rizhetjiik. Belatjuk, hogy 5 kartya méar nem valaszthato ki a 9 lap kozil. Indirekt
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modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy talalhatunk 5 lapot tgy, hogy azok nem tar-
talmaznak SET-et. 5 kartyabol kett&t 5; = 10-féleképpen valaszthatunk ki, ami
10 SET-et hataroz meg.

A jeldletlen kartyak szama 9 — 5 = 4. Egy jeloletlen kartya legfeljebb [g] =2
olyan SET-ben szerepelhet, amelyben a masik 2 lap kivalasztott, ezért a 4 jeldletlen
kartya legfeljebb 2 -4 = 8 SET-et fed le a 10-b6l. Igy a maradék 2 SET-bol
a harmadik lap biztosan a kivalasztottak kozott van, ami ellentmondas. Tehét
2 valtozd tulajdonsag esetén nem lehet 5 lapot kivalasztani tgy, hogy azok ne
tartalmazzanak SET-et. [

Belathato, hogy harom valtozo tulajdonsag esetén 9, négy valtozo tulajdonsag
esetén 20 lapot tudunk kivalasztani tgy, hogy azok ne tartalmazzanak SET-et,
amibdl rogton kovetkezik, hogy 21 lap kézétt biztosan lesz SET.

Egy kis térténelem. A maximalis SET-mentes halmaz keresése a valtozo tulajdon-
sdgok szamanak fiiggvényében egy nagyon komoly matematikai probléma: Mekkora
a mazximdlis stiveg mérete a 3 elemd test feletti d dimenzios affin térben?

A valtozo tulajdonsagok szama adja meg az adott affin tér dimenzidjat (d),
a maximalis SET-mentes halmaz pedig a maximalis slivegnek felel meg. Jeloljiik
ag-vel a maximalis siiveg méretét d dimenzioban (d-siiveg). 4 dimenzioban (ami
megegyezik a SET kartyapaklival) a kérdést elszor Giuseppe Pellegrino valaszolta
meg (Pellegrino 1971), 3 évvel azel6tt, hogy Marsha Jean Falco megalkotta a SET
jatékot. 5 dimenzidban mér annyi lehet&ség johet szoba, hogy szamitogéppel is
rendkiviil hosszu ideig tartana kiszamolni. Ezért is szamitott nagy sikernek, hogy
2002-ben Yves Edel, Sandy Ferret, Ivan Landjev és Leo Storme megoldottik a
feladatot (Edel-Ferret-Landjev-Storme 2002). Ekkor legfeljebb 45 kartyat tudunk
kivalasztani gy, hogy azok ne tartalmazzanak SET-et. 6 dimenzioban 112 ez az
érték. A tovabbi esetekben a feladat egyelére megoldatlan.

Hany kartya maradhat az asztalon a jaték végén? A tanulokkal ezt a kérdést
akkor érdemes targyalni, amikor méar sokat jatszottak, és igy van tapasztalatuk.
Nyilvan csak 3-mal oszthatoé szamu kartya maradhat, mivel a jaték folyaman
harmasaval vessziik fel a lapokat, és a pakliban is 3-mal oszthaté szamu kartya
van. Ezutan feltehetjiik a kovetkezé kérdést: Minden 81-nél kisebb 3-mal oszthato
szam esetén maradhat annyi kdrtya az asztalon? A 2. példabol kovetkezik, hogy
megtorténhet, hogy minden Kkartya elfogy. Tehat 0 lap maradhat a jaték végén az
asztalon.
Maradhat-e¢ 3 lap az asztalon? FEz egy nehezebb kérdés, a jaték soran azt ta-
pasztalhatjak a gyerekek, hogy soha nem fordul els, hogy 3 kartya maradna. Igy
megfogalmazhatjuk a sejtést:

1. Sejtés. Nem maradhat 3 lap a jaték végén az asztalon.
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Bizonyitas. A megoldashoz a lapok kodjait hasznaljuk. Ha 6sszeadjuk azokat a
szamjegyeket, amelyek egy konkrét helyiértéken allnak az Gsszes kod esetén, akkor
0-27+1-27+2-27 = 81 adédik. Mivel ez mind a 4 helyiértékre teljesiil, az 6sszes
lap megfelels szamjegyeinek 6sszege oszthato 3-mal.

Korabban belattuk, hogy egy SET-ben mind a 4 tulajdonséigra igaz, hogy a
megfelels szamjegyek Osszege oszthatd 3-mal (és forditva is), tehat ha a paklibol
kivesziink egy SET-et, akkor az oszthatosag tulajdonsagai miatt a kiilonbség (azaz
megmaradt kartydk megfelel szamjegyeinek sszege) is oszthato lesz 3-mal. Igy,
ha elvettiink annyi SET-et, hogy mar csak 3 kartya maradt, akkor a 3-mal valo
oszthatosag ezekre is teljesiilni fog, tehat a lapok SET-et alkotnak. ]

Maradhat-e 6,9,12,15,18,21,...,81 kdrtya az asztalon?
Mivel a maximélis SET-mentes lapok szama 20, ezért 21 kartya esetén mar biztosan
talalunk legalabb egy SET-et. Tehat a fenti kérdés mar csak 6,9,12,15,18 lapra
vonatkozik.

6. Példa. Maradhat-e 9 lap a jdték végén az asztalon?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezs abrat:

X X X

X X X

7. abra. 9 SET-mentes lap (Davis-Maclagan 2003)

Ezek jelenthetik példaul az Gsszes piros kartyat abban az elrendezésben, ahol
a sor sorszama a format, az oszlop sorszama a kitoltést, a tdbla sorszama pedig a
darabszamot mutatja meg. Az X-szel jelolt lapok nem tartalmaznak SET-et. Ha a
ki nem valasztott 18 lapot SET-ekbe tudjuk rendezni az azt jelenti, hogy maradhat
9 lap a jaték végén, mivel a nem szerepls 54 lapot (a zdldeket és a lildkat) szét
tudjuk véalogatni 18 csoportba gy, hogy azok mind SET-et alkossanak.

X|12]X 415 |2 21X |6
1 (1)1 5| X | 4 X116 |X
X|13]|X 31415 6 | X |3

8. dbra. Maradhat 9 kartya az asztalon

Az azonos szammal jelolt lapok SET-et alkotnak, tehat maradhat 9 kartya a
jaték végén az asztalon. m
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Hasonl6an adhatunk konstrukciot olyan jatékhelyzetekre, hogy 6, 12, 15, 18 lap
marad az asztalon, amely mar nem tartalmaz SET-et.

3.3. Valésziniiségszamitas

A SET Kkartya lehetGséget ad valdszintiségszamitasi feladatok megfogalmazasara és
megoldasara. A klasszikus kartyakra vonatkozo feladatok mellett érdekes SET-
specifikus feladatok is megfogalmazhatoak. FEzek kozill sorolunk fel néhanyat a
kovetkezskben.

7. Példa. Mekkora valdsziniséggel alkot 3 véletlenszeriien vdlasztott kdrtyalap SET-
et?

Megoldas. Vilasszunk ki tetsz6legesen 2 kartyat. Pontosan 1 lap taldlhat6 a mara-
dék 79 kozott, amelyekkel ezek SET-et alkotnak. Annak a valoszintisége, a 79-bdl

pont ezt valasztjuk, %. m

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, atlagban hany SET talalhat6 azt asztalra
letett 12 kartya kozott, ismerniink kell a diszkrét valdszintiségi valtozo és a varhato
érték definiciojat, tovabba két speciélis eloszlas, a Bernoulli és a binomiéalis elosz-
las fogalmét. A feladat megoldésahoz véges halmazon értelmezett valoszintségi
véaltozokra van sziikség.

8. Példa. Adjuk meg 12 kdrtya esetén a SET-ek vdrhaté szdmdt!

Megoldas. Ahhoz, hogy meghatérozzuk 12 kartya esetén a varhatéo SET-ek szamat,
el@szor ne 12, hanem csak 3 lapot tekintsiink. Ekkor a feladat visszavezethetd
Bernoulli eloszlasra, 12 lap esetén pedig binomialis eloszlasra.

Legyen (2, A, P) diszkrét valoszintiségi mez6, ahol Q a teljes kartyapakli ha-
romelemt halmazainak részhalmaza, igy |Q] = (831) = 85320. Legyen X : 2 - R
valoszintiségi valtozo, melynek értéke

X(w) = 1, hawe Q SET,
1 0, haweQnem SET.

A kovetkezd 1épésben megéallapitjuk a Bernoulli és a binomialis eloszlas p paramé-
terét.

Annak a valdszintisége, hogy 3 véletlenszertien valasztott kartyalap SET-et alkot
a 7. feladat alapjan

L 0013
79 T
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Tehat az X valoszintiségi valtozo eloszlasa:
—1—i"“0987 —i"*0013
Po = 79 ~ U, y P1= 79 ~ Uy .

X varhato értéke %.

Az eredeti kérdés arra vonatkozik, hogy 12 lap esetén mennyi a varhatdé SET-
ek szama. 12 kartyabol 3-at (132) = 220 féleképpen valaszthatunk, igy a feladat
B(220, %) binomialis eloszlasra vezethets vissza, ahol Y = X1 + Xo + ... + X099 :
0 — R a valdszintiségi valtoz6. Ennek a varhato értéke

1
E(Y) = E(X)) + E(Xa) + ...+ E(Xaz) = 220+ =5 ~ 2,785,

|
Adjuk meg a valdsziniségét annak, hogy 1 < n < 81 tetszdlegesen vdlasztott lap
tartalmaz SET-et!

Az el6z6ek alapjan ez a valosziniliség szamitogép segitségével meghatarozhato.
Mimost az 1 <n < 5ésa2l <n < 81 eseteket vizsgaljuk, mert ezeket az értékeket
konnyen kiszamolhatjuk. Jellje A,, azt az eseményt, hogy n lap kozott van SET
(n € N¥).

Nyilvanvalo, hogy P(A;) = P(Az2) = 0, hiszen 3 lap kell ahhoz, hogy SET-et
kapjunk, toviabba P(A,) = 1 minden 21 < n < 81 esetén, mivel 21 kirtya biztosan
tartalmaz SET-et. P(As) értékét mar az el6z6 feladatban kiszamoltuk:

1
P(A3) = =5 ~ 0,013,

9. Példa. Adjuk meg a valdsziniségét annak, hogy n = 4 lap tartalmaz SET-et!

Megoldas. P(A,) meghatarozasahoz a teljes valoszintiség tételét hasznaljuk. B
eseményt a kovetkezSképpen értelmezziik:

B := az 0sszes lapbol harmat kivalasztva SET-et kapunk.

Ekkor B és B¢ teljes eseményrendszert alkot, és ahogy kordbban megallapitottuk,
P(B) = ig és P(B°)=1-P(B) = %. A 4 kartyat ugy valasztjuk, hogy tetszéle-
ges 3 laphoz hozzavesziink véletlenszertien még egyet. A teljes valosziniiség tétele
alapjan

P(As) = P(A4B)P(B) + P(A4| B P(B").

P(A4|B) =1, mivel B esemény mar garantalja a SET létezését.
P(A4|B®) kiszamitdsa:
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Tegyiik fel, hogy B nem teljesiil. Ebben az esetben a kivilasztott 3 lapbol
barmelyik 2 egyértelmten meghataroz egy SET-et, melyeknek a 3. lapja még a
pakliban van. Ez (3) = 3 kiilonbo6z6 kartyat jelent. Csak akkor kaphatunk SET-et,
ha a maradék 78 lapbol ez a 3 koziil valasztjuk valamelyiket, tehat P(A4|B¢) = &,
* 1 3 78 4

P(A1) = o5 + g =5 = =5 ~ 0,051,
|

Bizakodunk abban, hogy ez a tanulmany felkeltette Onben, mint olvaséban az
érdeklédést a jaték koré épitett, jatékon alapuldé matematikai gondolkodésfejlesztés
irdnt, és arra inspiralja, hogy kiprobalja, alkalmazza a matematika oktatasa soran.
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