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A reprezentacidvaltas mint heurisztikus problémamegoldasi
stratégia tanithatdsagarol 2.

Nacy Ors

1. A fejlesztés folyamata és értékelése 2.

1.1. Geometriai problémak - algebrai eszk6z6k

A maésodik stratégia szemléletében az elézének éppen a forditottja: geometriai sz6-
vegezésil feladatok algebrai eszkozokkel valdo megkozelitése. Célom ennek a straté-
gidnak a tanitasaval annak illusztralasa volt, hogy tipikusan geometriai szévegezésii
feladatok megoldasa, néha algebrai eszkoztar bevetését kivanja.
A Descartes-féle koordinata-rendszer felhasznalasa. Az analitikus mértan a geo-
metridnak az algebrahoz legkozelebb allo része, tulajdonképpen egyfajta algebra,
hiszen a koordinata-rendszer megfelel6 megvalasztasa utan, az objektumok kézotti
geometriai viszony algebrai eszkozokkel vizsgalhato. A nyilvanvaldsag kizarasa ér-
dekében igyekeztem olyan mértanfeladatokat valasztani, amelyek szovegezése nem
arulkodik koordinatak bevezetésérdl, tehat nem szerepelnek benne példaul koordi-
natakkal megadott pontok. Igy a feladatok megoldasa soran a nehézséget minden
esetben inkabb a vizsgalt alakzatoknak a koordinédta-rendszerben valé megfelelé
elhelyezése okozta. A tanulményozott objektumok régzitése utan, az azok kozotti
viszonyok leirasa és a kért Osszefiiggések bizonyitasa mar egyszeriibben ment.
A Gauss-féle komplex szamsik alkalmazasa. A komplex szamok segitségével meg-
oldhato feladatok tulajdonképpen minden esetben koordindtageometriai eszk6zok-
kel is megoldhatok, hiszen a Gauss-féle komplex szamsik és a Descartes-féle derék-
szdgt koordinata-rendszer ekvivalencidja miatt egy pont affixumanak! valos, illetve
imaginarius része egyenértéki annak koordinataival.

Ennek ellenére bizonyos esetekben, f6leg ha a feladatban valamilyen objektumok
elforgatésa szerepel, célszeriibb a komplex szdmsikon dolgozni, hiszen két komplex
szam szorzata geometriailag forgatva nyujtasnak felel meg. Igy aztan forgatasok

Ikomplex koordinata,
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segitségével sok esetben konnyen igazolhat6 valamilyen alakzat szabalyos volta vagy
két egyenes merdlegessége, esetleg parhuzamossaga.

A stratégiat szemléltetd példa.

Feladat. Egy 60°-0s szdg eqyik szdrdn elhelyezkedd A, illetve Ay pontoknak a $zog
csucsdtol mért tdvolsdga p, illetve 2q; a mdsik szdron elhelyezkedd B, illetve By
pontoknak a csicstol mért tavolsdga pedig q, illetve 2p. Az [A1B1] szakasz felezd-
pontja C'. Milyen természetd az ABC hdromszdg?

Segitd kérdések:
e Mi van megadva és mit kér a feladat? Készits abrat!
e Ki tudnad szamitani a pontok affixumait az adatok segitségével?
e Meg tudnal fogalmazni valamilyen sejtést a keletkezd haromszog természetére
vonatkozoan?

Hogyan tudnad bizonyitani ezt? Milyen lehet6ségek vannak? Melyik el6nyo6s,
melyik kevésbé az?
Megoldas: Az egyszertiiség kedvéért legyen a szog cstcsa az origoban, az [OA szara
pedig legyen a valos tengely. A masik szar ennek 60°-kal valo elforgatottja pozitiv
trigonometrikus irdnyba.

0 A A
Abra. A szdgtartomanyban levé haromszog
Ha a forgatés egységét

jeloli, akkor
a=p, a =2q, b=q-€e, by =2p-e
Mivel C az [A; B;] felez6pontja, ezért ¢ =p - € + q.
1. médszer. Az ABC haromszog szabalyos, ha példaul B a C pontnak az A pont

koriili +60°-kal valo elforgatottja, azaz

b—a=(c—a)-e
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A f6lirt affixumokat behelyettesitve
qge—p=(p-e+tq—p) e
p(e2 —e+1)=0,
ami igaz, mert €3 = —1 miatt €2 — e+ 1 = 0.

2. médszer. Az affixumok értékét behelyettesitjiik a szabalyos haromszog cstcsa-
inak affixumaira vonatkozo sziikséges és elégséges feltételbe. Ekkor

p2+q2~62+p2~62+2pq~e+q2:

=pg-e+pg-+q>-e+p*-e+pg.
Ezt rendezve kapjuk, hogy
P —e+1) +¢°( —e+ 1) = pg( — e+ 1),
(P —pa+¢*) (¢ —e+1) =0,

ami igaz, mert €3 = —1 miatt €2 — e+ 1 = 0.

Megjegyzés: A megfelel6 modell megtaldlasa utdn a megoldas technikai kivitele-
zésével tobbnyire 6nélléan boldogultak a didkok, és a hdromszog szabalyossaganak
mindkét moédon valo igazolasa el6fordult a megoldasaikban. Akik nem voltak tel-
jesen biztosak a forgatasok felirasaban, inkabb a 2. moddszert, az azonossagba vald

behelyettesitést részesitették elényben. Végiil a feladat hasonlé haromszégeken
alapul6 szintetikus geometriai bizonyitasara is kitértiink.

1.2. Alkalmas fiiggvény keresése

Célom ennek a stratégianak a bemutatasédval annak tudatositdsa volt a didkok-
ban, hogy a roméniai kozépiskolai tananyag kézponti elemének szamito fiiggvény
fogalma és az arra épiil6 matematikai analizis nem elszigetelt tudoméanyteriilet, ha-
nem egy lehetséges és gyakran nagyon hasznos eszkoz az problémamegoldas soréan.
Lassdk a didkok, hogy a matematika kiilonbo6z§ teriileteinek az Osszekapcsolasa
hasznos és sok esetben nélkiilozhetetlen a nem sablonszert problémak eredményes
megoldasa érdekében.

Elemi fiiggvények tulajdonsagainak felhasznalasa. Egyszertinek ting egyenletek
megoldasa(i) gyakran viszonylag konnyen kitalalhato(k), viszont az unicités bizo-
nyitésa elemi eszkozokkel mar nem mindig lehetséges. Ilyenkor valamilyen alkalmas
fliggvény bevezetése és értelmezési tartoméanyéanak, ill. értékkészletének tanulma-
nyozasa vagy a fiiggvény injektiv, monoton, konvex/konkav tulajdonsaganak fel-
hasznalasa lehet eredményes. Geometriai szélsGérték-problémak esetén a megfelel
elemi becslés okozhat nehézséget, &m ez gyakran valamilyen alkalmas fiiggvény kor-
latossaganak belatasaval vagy éppen szélsGértékeinek kiszédmitasaval elkeriilhetd.



56 Nagy Ors

A matematikai analizis elemeinek alkalmazasa. A differencial- és integralszami-
tas a 11., illetve 12. osztalyos romaniai matematikatanitas kozponti eleme, igy
hangsilyosan végigkiséri e két évfolyam tananyagat. A szamtalan elemi, de akar
tobbszorésen Osszetett fliggvény derivalasa és a kiilénbo6z6 integralszamitasi tech-
nikédk mellett, a teriilet-, térfogatszamitast és bizonyos sorozatok hatarértékének
meghatarozasat leszamitva, kevés id6 jut az analizis eszkozeinek akir a matema-
tikdn beliili alkalmazésaira. E hidny potlasa érdekében végiil olyan problémakat
tanulmanyoztunk, melyek megoldasa igen egyszeri differencial-, esetleg integral-
szamitas bevonasaval.

A stratégiat szemléltetd példa.

r—y=1

Feladat. Oldd meg az { y — /z = 1 egyenletrendszert!
z—yzr=1

Segitd kérdések:
e Milyen szerkezetiiek a rendszer egyenletei? Mit veszel észre?
e At tudnad alakitani a rendszert? Hogyan tudnad kifejezni az egyik ismeret-
lent?
e Fel tudnél irni a harom egyenlet alapjan egy olyan egyenletet, amelyben csak
az egyik ismeretlen szerepel?
e Milyen alaku ez az egyenlet? Mi kovetkezik ebb6l?
Megoldas: Mivel az egyenletekben csak két-két ismeretlen szerepel, ezért minde-
nikbdl kifejezve az elséfoku tagot, majd egymasba helyettesitve egy egyismeretlenes
egyenletet kapunk:

=14y

y=1+vz = ax=1+\/1+/1+ .

z=14++x
Tekintsiik az
Ry =R, fz)=1+ Vo
fiiggvényt. Ekkor a fenti egyenlet f(f(f(x))) = « alakba ifrhato, és az fo fo f
fliggvény fixpontjat keressiik. Mivel f szigortian névekve, ezért
[f(f@) =2 <= f[fl@a)=2 <= 1+Va=z 221,
3+£V5

2
egyenletnek csak az z = % megoldasa. Tehat M = {<3+2\/g; 3+2‘/5; 3+2\/5) }

ahonnan rendezés, majd négyzetre emelés utin kapjuk, hogy x12 = , de az
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Megjegyzés: A feladat megoldasaban az alabbi tulajdonsag egy sajatos esetét
hasznaltuk, miszerint, az f szigortian ndévekvé fliggvény fixpontja megegyezik az
fofo...of fliggvény fixpontjaval. A megoldas soran elemeztiik a szigori noéve-
| ——

n—szer
kedés sziikséges voltat.

2. Az utémérés anyaga és értékelése

A harom honapos tevékenységsorozatot kovetSen a didkok egy zaromérésen vettek
részt. Az elGteszthez hasonléan 90 perc alatt harom, szamukra ismeretlen prob-
lémat kellett minél részletesebben és akar tobbféle modszerrel megoldaniuk. A
feladatok a kovetkezd képességek mérésére szolgaltak:

e kisérletezés alapjan torténd sejtések megfogalmazasa, majd azok bizonyitasa

e kiilonb6z6 reprezentacidokban vald gondolkodas, vizualis problémareprezenta-

cidk alkotéasa, elemzése

e a transzformacioelv mint altalanos heurisztikus eljaras alkalmazéasa
Ezek mellett a didkoknak a problémamegoldasi folyamatot végigkisérs tudatos me-
takognitiv tevékenységének valtozasara, fejlédésére is kivancsi voltam.

2.1. A feladatok

1. Hatarozd meg az x2 + y? kifejezés lehetséges legkisebb értékét, ha 5z +y = 7 és
z,y € R.

2. Hatarozd meg a 2zy + 2yz + zz kifejezés értékét, ha az x,y,z > 0 szamok
teljesitik a 322 + 492 + 6zy = 169, 4y2 + 22 — 2yz = 25, 322 + 22 4 32z = 144
Osszefliggéseket!

3. Oldd meg a (2% —1)? =log, (v/ + 1), z > 0 egyenletet!

2.2. A feladatok értékelése

Az elso feladat esetén arra voltam kivancsi, hogy a didkoknak esziikbe jut-e az al-
gebrai szélsGérték-feladat geometriai iton vald szemléletesebb megoldasa az algeb-
rai megoldashoz képest, illetve hanyan probalkoznak esetleg mindkét modszerrel.
A didkok eredményeit Gsszesits tablazat:

Kozépiskolas tanuloé | Egyetemi hallgato
Teljes, helyes megoldés 10/23 ~ 43,48% 14/24 =~ 58,34%

Ebbél geometriai aton 4/23 =~ 17,4% 6/24 =~ 25%
Geometriai gondolat 13/23 ~ 56,52% 16/24 ~ 66,67%

Hibas megoldas | 13/23~56,52% | 10/24 ~ 41,66%
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A masodik feladattal azt szdndékoztam mérni, hogy egy algebrai szévegezési
feladat esetén esziikbe jut-e a didkoknak vizualis geometriai modell készitése, majd
annak felhasznalasa a probléma sikeres megoldasa érdekében.

Kozépiskolas tanulé | Egyetemi hallgato
Tokéletes megoldas 8/23 ~ 34,78% 10/24 ~ 41,67%
Helyes geom. modell 11/23 =~ 47,82% 13/24 ~ 54,16%
Geometriai gondolat 16/23 =~ 69,56% 18/24 ~ 75%
Semmilyen modell ‘ 7/23 =~ 30,44% ‘ 6/24 ~ 25%

A 3. feladat kittizésével azt szandékoztam mérni, hogy a didkok milyen mérték-
ben hasznélnak fliggvénytani eszk6zoket egyenletek megoldasa soran. Konkrétan
esziikbe jut-e az egyenlet két oldalan 4ll6 kifejezésekrdl igazolni azok szigor konve-
xitasat, illetve konkavitasat, ezaltal belatva, hogy maximum két megoldas lehet, igy
azokat ki lehet talalni. Esetleg észreveszik-e, hogy a két kifejezés egymas inverze,
igy az egyenlet egyszeriibb, konnyebben megoldhaté alakra hozhato.

Kozépiskolas tanulo | Egyetemi hallgato
Tokéletes megoldas 6/23 ~ 26,1% 10/24 ~ 41,67%
Megoldas megsejtése 19/23 ~ 82,6% 18/24 ~ 75%
Inverzek észrevétele 4/23 ~ 17,4% 14/24 =~ 58,33%
Sejtés sincs | 4/28~174% | 6/24~25%

2.3. A mérések statisztikai 6sszehasonlitasa

Az utémérés eredményei egyértelmiien igazoljak a foglalkozasok fejleszté hatasat
gy a kozépiskolasok, mint az egyetemi hallgatok korében.

Tokéletes megoldasok | Kozépiskolas tanuld | Egyetemi hallgato
Elsteszt 6/69 ~ 8,7% 12/72 =~ 16,67%
Utoteszt 24/69 ~ 34,78% 34/72 ~ 47,22%

Lényegesnek tartom, hogy sokkal szembetiinébb a pozitiv valtozas a feladatok
szovegezésétsl eltéré megoldasmod, problémareprezentacié keresésére tett kisérle-
tek szaméat tekintve.

Maés reprezentaciok | Kozépiskolas tanulo | Egyetemi hallgato
El6teszt 4/69 ~ 5,8% 9/72 ~ 12,5%
Utoteszt 33/69 ~ 47,83% 48/72 =~ 66,67%

Jol lathato, hogy jelentGsen nétt azok szama, akik esetleg figyelmetlenség, gya-
korlatlansag, vagy éppen az adott probléma megkdvetelte targyi tudas hianya miatt
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nem oldottak meg teljesen a illet6 feladatot, de tobbféle szemszogbsl megkozelitet-
ték azt. Az eredmények egyértelmiien mutatjak a foglalkozasok pozitiv hatasat a
didkok gondolkodasaban végbement szemléletviltozas, gazdagodas tekintetében.

A foglalkozasok fejleszté hatésat a két mérés statisztikai Osszehasonlitasa ré-
vén is elemeztem. Minden didk mindkét mérésen minden feladatara aszerint, hogy
megoldotta, hasznalhato sejtése/modellje volt, vagy semmi érdemlegeset sem sike-
riilt kezdenie az adott feladattal, 2, 1, illetve 0 pontot kapott. Azok a didkok, akik
legalabb két eltérd megoldést is adtak egy problémara plusz 1 pontot kaptak az
illets feladatra. gy minden diak mindkét teszten 0 és 3 - (2 + 1) = 9 pont kozétti
mindsitést kapott.

Az el6- és utomérés soran kapott adatok normalitasat kvartilis-kvartilis diagram
segitségével grafikusan vizsgaltam (o = 1,85, m = 1,84, ill. 0 = 2,24, m = 3,9),
majd F-proba segitségével ellendriztem, hogy a két adatsor szérasa szignifikinsan
nem tér el egymastol, végiil a két adatsor atlaganak szignifikans eltérését egymintas
parositott T-probaval ellendriztem. Ez mindkét csoport eredményeinek szignifikans
novekedését mutatta. (pisk. = 0,0006, illetve pegy. = 0,0001)

3. Végkovetkeztetések

3.1. A hipotézisek igazolasa

A didkok el6- és utémérésen kozolt megoldasait Osszevetve, f6leg az egyetemi hallga-
tok esetén egyértelmi valtozas figyelhetd meg a problémamegoldési folyamatot vé-
gigkiséré metakognitiv tevékenységiik tekintetében is. Mindkét korosztaly, de f6leg
az egyetemi hallgatok dolgozataibol az is kideriil, hogy nagy résziik tudatosabban
alkalmazza a kiilonb6z6 problémamegoldasi heurisztikakat, illetve részletesebben
szamol be a feladatmegoldési folyamat sorén felvet6dott oOtleteirdl, probéalkozasai-
rol.

A fentiek és az el6z6 rész alapjan kijelenthetd, hogy a foglalkozasoknak fejlesztd
hatésa volt, és a kutatas igazolta az elején folallitott hipotéziseimet:

e megfelel§ tananyaggal a didkok problémamegoldd képessége fejleszthetd
— a didkok tananyagrész-osszekapcsold, -szintetizalo képessége fejleszthetd
— a didkok vizualis problémareprezentéicio-készitési és transzformécioelv
alkalmazési képessége fejleszthetd
e a problémamegoldasi heurisztikdk tanitasa révén a didkoknak a probléma-
megoldas soran alkalmazhato6 eszkoztara bévithetd
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3.2. Tovabblépési lehetGségek

A problémamegoldési képesség eredményes fejlesztése csak hosszan tarto, szerte-
agazo és folyamatos munkaval valosithato meg. Altalanos és kozépiskolas korban
ennek legf6bb meghatarozo tényezdi az iskolai és az otthoni munka. Ezért nagyon
fontos, hogy az osztalyban vald6 munka, nemcsak matematika, hanem egyéb oran
is milyen szellemben zajlik. Emiatt sziikségesnek tartom a heurisztikus probléma-
megoldasi stratégidk explicit tanitésat és tudatositasat nemcsak a szakkorok diak-
kozonsége korében, hanem osztalyszinten, a mindennapokban is. Tovabblépésként
egyik célom ennek megvalositasa lenne. Masik célom a fejleszts tevékenységek fel-
adatanyaganak - amennyire lehetséges - a mindennapi matematikadéraim tananya-
gaba val6 beépitése, valamint az érintett témakorok kibévitése mas heurisztikus
eljarasokra is kitérve.

Az egyetemi hallgatok korében végzett mérések ugyancsak azt mutatjak, hogy
szamukra is fontos lenne akar egy valaszthato problémamegold6 szeminarium ha-
sonlé témakdrben.
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