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1. Bevezetd

A 2020. januar 31-én megjelent Nemzeti Alaptantervhez kapcsolédé magyarorszagi
tananyagreform nem ir elg kerettantervet a specidlis matematika tagozatok szama-
ra, igy a kozépfokid intézmények ezen osztalyaiknal hatalmas szabadsagot kaptak.
Ilyen esetben azonnal felmeriil a kérdés, mit érdemes itt tanitani? Mivel tudjuk az
eddigi oktatasunkat megujitani, jobba tenni, mas orszagokban mar bevalt iranyhoz
kozeliteni?

Barmekkora szabadségot is kapjon a kozépiskola, tobb dolgot érdemes figye-
lembe vennie egy 1j téma bevezetésénél. Egy matematikatanar szaméra azonnal
kérdésként meriilhet fel, hogy az 0j téma mennyire kapcsolodik a tobbi matematika
tananyaghoz, segiti-e azok begyakorlasat vagy mélyebb megértését, nem haladja-e
meg a didkok absztrakcios szintjét? Ezek mellett fel kell tenni a tanulok olyan
gyakorlati igényei szamara fontos kérdéseket, mint példaul hasznilhato-e ez a téma
hazai és/vagy nemzetkozi versenyeken, felhasznalhato-e més tantargyak tanulasa-
nal?

A kovetkezd iras a fliggvényegyenletek kozépiskolai tananyagba torténs beépit-
het&ségét e kérdések mentén haladva vizsgalja meg.

2. Fiiggvényegyenletek kapcsolata a kozépiskolai térzsanyaggal

A kozépiskolai torzsanyagban sok olyan fogalom szerepel, amely atfogalmazhaté
fliggvényegyenleti problémara, igy egy erre tudatosan figyel§ tanar szamara lehe-
téség van tobb fogalom vagy feladat ilyenfajta megfogalmazasara is. Ez a tobb
iranya megkozelités pedig az adott téma mélyebb megértését, valamint a hosszt
tava memoridba torténd rogziilését is segiti. Az erre vonatkozo kutatasok eredmé-
nyeit Szendrei Julianna a kovetkezSképp Osszegzi: Azt taldltdk, hogy ismétiésen
kivil a tobb szempontu megkézelités segitette leginkdbb a hosszi tdvi memdridba
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vald régzitést, valamint a tanultaknak problémaszitudciokban vald alkalmazdsdt.”
([3] 186. o.)

A kovetkezs példak mindegyike (a fliggvényegyenletek kiilon modulban torté-
nd tanitasa nélkil is) megemlithets példaul egy emelt szinti érettségire felkészits
fakultacios csoportban.

1. Példa. (Fiiggvénytulajdonsagok értelmezése) A valos szamok halmazan ér-
telmezett fliggvényt parosnak, illetve paratlannak nevezziik, ha megoldasa az
f(—=z) = f(x), illetve f(—x) = —f(x) fliggvényegyenletnek.

2. Példa. (Sorozatok megadasa) Egy rekurziv médon definialt sorozat explicit
megadasa tekinthetd gy, mint egy pozitiv egész szamok halmazan értelmezett
fliggvényre felirt fiiggvényegyenlet megoldasa.

Igy péeldaul az a feladat, hogy adjuk meg az a; = 1 és a1 = 2a, + 1 rekurziv
uton definialt sorozat explicit alakjat (a,, = 2™ — 1) megfogalmazhaté ugy is, hogy
adjuk meg azt az f : Z*t — R fiiggvényt, amelynél barmely n € ZT esetén teljesiil,
hogy f(n+1) = 2f (n) + 1 és amelyre f (1) = 1. (Megoldas: f: ZT — R, x
2% — 1)

3. Példa. (Szamtani sorozat fogalma) A szamtani sorozat fogalméat a ,fiiggvény-
egyenletek nyelvén” a kovetkez&képp fogalmazhatnank meg:

Az f: ZT — R fiiggvényt szamtani sorozatnak nevezziik, ha megoldasa az
f(n+1)=f(n)+d (n€Z",deR) egyenletnek.

Hasonl6 moédon, akar a mértani sorozatra is adhato ,fliggvényegyenletes defini-
cio”.

4. Példa. (Teljes indukcid) ,,Az a,, sorozatot a kévetkezd mdodon definidljuk: a1 =
1, a, = Z—ﬂ (a1 +as+---+an_1), han > 1. Hatdrozzuk meg asoos értékét!”
(Nemzetkozi magyar matematikai verseny — 2005.)

A feladat atfogalmazhato, s kittizhets fiiggvényegyenletes alakban is: A pozitiv
egész szamok halmazan értelmezett f fiiggvényrdl a kovetkezoket tudjuk. f(1) =1
és f(n) =2 (f(1) + f(2) + -+ f(n— 1)), n € Z"\{1} esetén. Hatarozzuk meg
£(2005) értékét!

A sorozat els6 néhany elemének felirdsa utdn megsejtheté az &altalanos tag
(an =(n-+ 1)2”*2), amit aztan teljes indukcioval bizonyithatunk. Az ilyen tipusu
feladatok nagyban szinesithetik a teljes indukcios 6rékat. Az pedig, hogy a ,,Bizo-
nyitsa be teljes indukcicval, hogy...” tipusu zart feladatmegfogalmazashoz képest a
feladatmegoldénak maganak kell megsejtenie a bizonyitand6t, mindenképpen mi-
néségbeli kiilonbséget jelent.

5. Példa. (Algebrai azonossagok) A hatvany, gyok, logaritmus témakor dsszefog-
lalasakor vagy érettségi el6tti rendszerzd ismétlésekor feltehetd az a kérdés, hogy
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mely folytonos fiiggvények tesznek eleget az alabbi egyenleteknek:

f(zy) = f(x) f(y) barmely z,y € R esetén. (Ennek megoldasa példaul az
f(z) = V)

fx+y) = f(z)f(y) barmely z,y € R esetén. (Ennek megoldasa példaul az
f(x) =27)

flzy) = f(z) + f(y) barmely z,y € RT esetén. (Ennek megoldasa példaul az
f(z) =log, x)

A korabbi példakkal ellentétben ez utobbinak azért is van nagy jelentGsége, mert
a didk szaméra egymastol idegennek tiing témakoroket (fliggvények és a hatvany,
gyok, logaritmus fejezetet) kapcsol Ossze. Ezen feliili elénye, hogy ravilagit arra,
hogy ezek az azonossagok fiiggvénytulajdonsagként is értelmezhetsk.

Sajat tapasztalat, hogy az el6bbi harom kérdés egymas utani foltételénél az
elsore ritkan akad diak, aki valaszolni tudna, s ha mégis, akkor leginkdbb az f(z) =
x fliggvény jut eszébe. Viszont a vélaszt latva, a masodik kérdésre, mér sokaktol,
az utolséra pedig szinte az egész csoporttol pillanatok alatt sziiletik helyes valasz.

Fontos megemliteni, hogy ilyenkor a didkoktol csupan egy-egy alkalmas fligg-
vény megtalalasat varjuk. Szakkori foglalkozason azonban a feladat altaldnos meg-
oldasaval és diszkusszidjaval is érdemes foglalkozni (pl. Van-e megoldéasa a harma-
dik egyenletnek z,y € R esetén?). Ehhez kivaloan hasznalhatok [2] utolso fejezeté-
nek feladatai.

3. Fiiggvényegyenletek megoldasa soran hasznalt, a térzsanyagban is szerepld
témakorok

Bizonyos tipusu fiiggvényegyenletek megoldasahoz sziikséges matematikai eszko-
zokkel a didkok ab ovo rendelkeznek, igy ennek a témaéanak egy bevezet§ jellegt
targyaldsa semmiképpen sem nevezhetd tul korainak a kozépiskolas korban.

Hazai matematikaversenyeken az elmilt évtizedekben t6bbszor fordultak el
olyan fiiggvényegyenletek, amelyek az argumentumok helyettesitésével voltak meg-
oldhatok.

Ilyen az f: E — R (E C R) ismeretlen fiiggvényre = € E esetén teljesiils
egyenlettipus:

a@)f@) +a@f (Z50) <@ (e -arto)

Cr —a

Itt az ¢ — % helyettesitéssel kapott egyenlet — mivel az argumentumok mé-
sodrendii csoportot alkotnak a fliggvények Osszetételével — az eredeti egyenlettel
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kiegészitve egy kétismeretlenes egyenletrendszert ad, amely megoldasa adja az ere-
deti figgvényegyenlet megoldasat. Ez az egyenlettipus (aq(x)-et és ag(x)-et kons-
tansnak valasztva) a kozépszintd érettségi kovetelményben is eléfordulo linearis
kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasahoz vezet.

Példaul adjuk meg a valos szamok halmazan értelmezett f fliggvényt, amelyre
igaz, hogy

(1) 2f(x) +3f2—x)=-3x -7
Az argumentumok {x; g;“fg} tipusiak (a = —1; b = 2; ¢ = 0), igy végezzik el az

x — 2 — x helyettesitést. A kapott egyenlet:
(2) 2f(2—x)+3f(z) =3z — 13

(2) egyenlet 3-szorosabol (1) egyenlet kétszeresét kivonva 5 f (z) = 152 —25 adodik,
ahonnan f(x) = 3x — 5, ami valoban megfelel feladatunk feltételének.

Jol lathato, hogy a feladat altal igényelt eszkdzrendszer nem nytlik tal a ko-
zépszint érettségi kovetelményén (pl. helyettesités, kétismeretlenes lineéris egyen-
letrendszer megoldasa) azt viszont egy merdben 0j helyzetben, s jelolésekkel alkal-
mazza (pl. az egyenletrendszerben nem x és y a két ismeretlen, hanem egy-egy
fiiggvény). Ebbol adodoan a kozépiskolai tananyagban torténd integraldsa nem
ré Gjabb megtanuland6 fogalmakat, algoritmusokat a tanuldkra, csupan a meglé-
v§ tananyagot gyakoroltatja. Ez a tény viszont egyértelmi igenl$ valaszt ad arra
a kérdésre is, hogy a didkok tobbsége rendelkezik-e ebben az életkorban bizonyos
tipusu fliggvényegyenletek megoldésahoz sziikséges absztrakcios szinttel.

4. Fiiggvényegyenletek matematikaversenyeken

Fiiggvényegyenletek témakorrsl dr. Kéantor Sandor jegyezte meg, hogy ,a tan-
anyagban nem szerepel, de tanulmdnyi versenyen szinte mindig.” ([1] 56. o.) Ezt
alatamasztando a kovetkez§ Osszesités azt mutatja be, hogy az utébbi években hany
alkalommal fordultak el§ fliggvényegyenletekhez kothets feladatok magyarorszagi
diadkokat is érinté nemzetkozi versenyen.
e IMO (International Mathematical Olympiad: 2000-t61 2019-ig 11 alkalommal
e MEMO (Middle European Mathematical Olympiad): 2007-t61 2019-ig min-
den évben
e EGMO (European Girls’ Mathematical Olympiad): 2012-t6] 2020-ig 5 alka-
lommal
e NMMV (Nemzetkozi Magyar matematikaverseny): 2000-t6] 2019-ig 9 alka-
lommal



Fiigguényegyenletek kozépiskoldban 67

Jol latszik, hogy valéban versenyeken gyakran elforduld témarol van széd, ami
jabb indok a fiiggvényegyenletek témakor tagozatos osztalyok tandrai és normal
osztalyok szakkori foglalkozasaiba torténé beépitésére.

5. Fiiggvényegyenletek felhasznalasa mas tantargyak tanulasanal

A fiiggvényegyenletek segitségével lehetévé valik, hogy nem csak a matematika, ha-
nem mas tantargyak tananyagat is tobbféle megkdzelitésben tanulmanyozzak ko-
zépiskolas didkok. Példaként alljon itt egy, a fizika torzsanyagaban szerepls Ossze-
fliggés fiiggvényegyenletek segitségével torténd levezetése.

Példa: Kozépiskola elején megtanulhatjuk, hogyan mozog egy pontszerti test ho-
mogén (példaul gravitacios) erdtérben. Az elmozdulas id6 fliggvényében torténs
meghatarozdsa utan a sebesség és a gyorsulas is meghatarozhaté az elmozdulas
idGszerinti derivaltjaiként. Mivel ezzel a teljes mozgést le tudjuk irni, ezért a cél
az elmozdulds meghatarozasa az id6 fliggvényeként. Zérus kezdGsebességel induld
tomegpontokat vizsgalunk a feladat soran, azonban koordinatarendszer valtassal
egy pontszerid test mozgéasa barmely kezdGsebesség esetén visszavezethets erre, igy
a megoldasunk az altalanosabb esetben is igaz lesz egy homogén erétérben mozgd
tomegpontra.

3z

m ¢

[x
S S S S S S S S S

1. abra.

A kisérletet elvégezve az 1. abran lathaté nagyon egyszerd elrendezéssel azt

tapasztaljuk, hogy a koppanasok kozott azonos ids telik el. Igy kovetkezs fiigg-
vényegyenlethez jutunk:

f(2t) =4f(t) (teR)
ahol f az id6 (t) fliggvénye, értéke pedig az elmozdulas.

Ez pedig specialis esete az

fla+y)+ fle—y)=2f(z) +2f(y) (z,y €R)

ugynevezett normanégyzet egyenletnek, amelyet kielégit f fliggvényrsl a kévetke-
z8k allapithatok meg:
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e =y = 0 helyettesitéssel f(0) + f(0) =2f(0) + 2f(0), ahonnan f(0) = 0.
e © = 0 helyettesitéssel f(y) + f(—y) = 2f(0) + 2f(y), ahonnan (f(0) = 0
miatt) f(—y) = f(y), vagyis f paros fliggvény.

e Mivel f(0)=f(0-2)=0%-f(z) =0,¢s f(z)=f(1-2) =12 f(z),ész =1y
helyettesitéssel f(2x) + f(0) = 4f(x), igy (f(0) = 0 miatt) f(2x) = 2% f(x),

ezért az a sejtésiink tdmadhat, hogy barmely n € N esetén

(%) f(nz) =n?f(z) (z€R)
Ezt n szerinti teljes indukcioval tudjuk bizonyitani.

Belatjuk n = O-ra és n = 1-re méar belattuk.

Tételezziik fel, hogy barmely k < n-re igaz a bizonyitandé egyenléség, ahonnan
belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz, azaz

fnz +x) + f(nz —x) = 2f(nx) + 2f(2)

amit atrendezve

flin+1)a] = f (na +z) = 2f (na) + 2f (x) — f (nz — z) =
=2nf (z) +2f (x) — (n—1)* f(2) = (n +1)° f(=)

vagyis allitdsunk valéban barmely n € N esetén teljestil.
Ezen ismeretek birtokdban viszont f a kévetkezSképp hatarozhato meg.

(%) egyenlet x = 1 esetén f(n) =n2f(1) (n € N)

(x) egyenlet x = % esetén f (n %) =n’f (%) ahonnan f (%) =Lf1) (ne
Z)

(*) egyenlet & = 2 (m,n € Z¥) esetén f(m) = n?f (%) ahonnan (n*-tel val6

n

) =n*f ()
osztas utan f(m) = m?f(1)-et kihasznélva) (%) (%)2 f(1) adodik, vagyis ha
r € QF, akkor f(r) = r?f(1) alak.

Mivel f péros, ezért f(—r) = f(r) = r2f(1) = (-r)?
szitve az elején kapott eredménnyel, miszerint f(0) = 0

hogy

f(1) (ha r > 0). Kiegé-
— 02

0% - f(1), elmondhato,

fr)y=rf(1) (reQ)
Kihasznalva a kapott egyenletet, az f fliggvény folytonossagat valamint, hogy tet-
sz6leges = valos szamhoz létezik hozza konvergald racionalis szamokbol allo {r,}
sorozat kapjuk, hogy

f(z)= lim f(rp) = hm r2f(1) = 22 f(1) = ca? (x €R)

n—0o0
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ami barmely ¢ € R esetén megoldasa a normanégyzet egyenletnek.

Kérdésként meriilhet fel, hogy miért tettiik fel f-rél, hogy folytonos. A norma-
négyzet egyenlet megoldasat kéré matematikatanar eleve a folytonos megoldasok
megtalalasat tiizné ki feladatul. Ha viszont a példank szdvegének megfeleld fizikai
megfontolasokbdl allitjuk fel az egyenletet, akkor elmondhatjuk, hogy f egy valosa-
gos test hely-id6 fliggvénye, amit a fizikdban folytonosnak feltételeziink (nem lehet
szakadéasa, hiszen egy test képtelen ,teleportalni”).

Igy megtalaltuk a test kitérését leiro fiiggvényt, s kijelenthetjiik, hogy ha egy
(kellgen kismeéreti) test kezdGsebesség nélkiil szabadon esik, akkor az ut-idé fligg-
vényének képe egy parabola lesz, aminek egyenlete f(t) = ct? (¢ € R), hiszen — aho-
gyan azt behelyettesitéssel ellendrizhetjiik — ez valoban megoldasa az f(2t) = 4f(t)
(t € R) kiindulasi egyenletiinknek.

E példa azt is megmutatta, hogy matematikan kiviili tantargy esetében is sziik-
ség lehet a fiiggvényegyenletek megoldasa soran hasznalt alabbi modszerekre:

konkrét példakbol sziiletett sejtés teljes indukcioval térténd bizonyitasa;
a megoldasfiiggvény folytonossaganak kihasznalasa;

a keresett fliggvényre valamely tulajdonsaganak meghatérozasa a valtozo ér-
tékének specialis valasztasaval;
a megoldasfiiggvény péaros/péaratlan tulajdonsdganak kihasznélasa.

6. Osszegzés

Fenti példainkkal azt szerettiik volna szemléltetni, hogy a BevezetGben felsorolt
kérdéseket vizsgalva a fliggvényegyenletek témakor idealis a matematika tagozatos
tananyagba torténé beépitésre, hiszen hatékonyan képes a matematikai ismereteket
atadni szandékozo tanar, valamint a nemzetkozi matematika versenyeken indulni
kivano, vagy fizika tanulméanyokban elmélyedni szandékozé didkok munkajat segi-
teni. Ezen felill a sajat csoportjai befogadd képességét ismerd tanar tobb olyan
helyet is talalhat a kozépiskolai torzsanyag tanitasa soran, ahol fliggvényegyenle-
tekrdl kozvetleniil vagy kozvetett médon beszélhet.

A szerz6k ez tton koszonik dr. Kocsis Imrének, a Debreceni Egyetem tan-
székvezet§ egyetemi professzordnak, hogy irasunkat atolvasta, s megjegyzéseivel
segitette.
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