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Diszkrét Lebesgue-tétel k6zépiskolasoknak

STACHO LASZLO

Ezt a kis cikket abban a reményben irom, hogy az analizis elemeinek oktatésa
djra teret nyerhet kozépiskolainkban, és akkor az integralszdmitas alaptételének
egy nagyon egyszert, elemi eszkozokkel kdnnyen megérthets valtozata nagyon jo
szolgalatot tehet. Szerencsére van most is sok olyan tagozatos osztaly és szakkér,
amely azonnal tudja alkalmazni. Erdemes par szot szannom a kozvetlen moti-
vacidmra. 2017 szeptemberében egy konferencidn voltam Ploiestiben, ahol ezzel
egyidében orszagos kozépiskolai tanari kongresszus is volt. Hozzank is eljutott a
hire, hogy a kovetkezs feladat nagy visszhangot kapott:

Feladat. Mennyi az x, := [(a +a~™)" — a™]/n sorozat hatdrértéke |a| > 1 esetén?

A valasz ugyanis 1/a, a feladat ismertetett megoldasai azonban a (1+b/n)™ —
eb, n(cl/ ™ — 1) — logc hatéarértékek ismeretén alapultak, bar sem exponencialis,
sem logaritmus nincs explicite a végeredényben. Ezek {igyes kombinacidjaként rek-
lamozta feladatat maga a szerzd is. Némi meglepetésre, még a konferencia idején
sikeriilt a kovetkezd direkt megkozelitést talalnom:

A binomialis tétel szerint n > 2 esetén
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Tudjuk (mivel y/]a] > 1), hogy limn/|a|*/? = 0. Ezért lehet olyan v értéket
valasztani, amelynél n/|a|™/? < 1/2 valahanyszor n > v. Vagyis n > v mellett

fm(;): (zln)zul/(zwo'

Polya Gyorgy nevezetes mondésa szerint egy feladat megoldasa utén célszert felten-
ni a kérdést: Mi is tortént itt voltaképpen? Ha belegondolunk, a megoldas alapja
egy nagyon altalanos kérdés kezelése, amely egyszeriisége ellenére ritkin szerepel

bevezets oktatasban. Legyenek n = 1,2,... esetén agn) + ag") + .-+ pozitiv tagi
sorok, amelyek tagonként is konvergalnak: a§1>,a§2>, ... — a; minden rogzitett ¢
indexre. Mikor lehet a limeszek Osszege az Osszegek limesze:
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a1 + ao + as + e = ?
Tétel. Ha létezik olyan c1,ca,... > 0 sorozat, amelyre

oo
Zci < 00, Ogagl),a@),... <¢ (=12,...),

akkor

("—> al (n — 00).
27
=1

Bizonyitas Mivel a; = lim, agn) < ¢; minden i-re, >~ a; < 0o és igy akdrmi-
lyen I indexnél felbontva
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<Z\a")—a|+220Z (n=1,2,...).
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Legyen € > 0 tetsz6legesen adott. Mivel ). ¢; < oo, valaszthato I agy, hogy

iQCi <%

I+1

legyen. Mivel pedig most limn(al(.") —a;)) =0 (i =1,...,1), talalhato olyan N
kiisz6b, hogy

Z|a§”) —a] < % (n> N).

Ekkor |3, al(»") — > a

Megjegyzés. 1. Az abszolit-konvergens sorok bevezetése nélkiil is targyalhatjuk

(1)| |a(2)|, < ¢,y ¢ < 0o elGjeles eseteket az [a,En)L_ pozitiv részekre ill.

az |a
[agn)] _ negativ részekre alkalmazva a tételt.

2. A tétel erejérsl bevezetésképpen érdemes az a(") = J;n = [1 ha i = n, maskor 0]
il a{™ :=[1/i ha 2" < i < 2"+ egyébként 0] ellenpélddkat tanulményozni.
3. Instruktiv pozitiv példa a

n 2 3
lim (1+2) =142+ + 5+
n

n—00 3!
sorfejtés az
T\ " /n
1+2)" = i
(e =2 (5)r

binomialis kifejtés alapjan. Az

<n>:(n>xi nn =1 (m—itl) ; 1

i 1-2...n

esetre alkalmazva a tételt. Lényegében ez torténik Stefan Banach [2] kényvében is.
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