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Poliominék és poliamondok. Poliomind minden véges szamu egybevago négyzet-
bdl allo Gsszefiiggs sikbeli alakzat, amelyet alkoté négyzetek mindegyike teljes ol-
dalaval csatlakozik legalabb egyhez az alakzathoz tartozo tovabbi négyzetek koziil.
Ha ebben a mondatban ,négyzet” helyett mindeniitt ,szabalyos héromszog” all,
akkor a poliamond definici6jat kapjuk. A poliominé sz6 és fogalom Solomon W.
Golombtdl ered, aki irasban el6szor 1954-ben hasznalta ([5]), a poliamond els6
elsfordulasa pedig Thomas H. O’Beirne 1961-ben megjelent [10] cikkében talal-
hat6. A szavak eredete alkotoik Otletességérsl tantuskodik. Természetes modon
nevezhetjiik ugyanis a két négyzetbdl 4llé poliominét dominénak, mésrészt gorog
vagy latin eredetii szavakban a ,d” kezdébet(i gyakran kettGsségre utal (dupla, du-
alis, dichotom, stb.). Bar ez a két jelenség nyelvészek szerint nincs kapcsolatban
egymassal, konnyen megérthets és megjegyezhets, ha a 3, 4 és 5 négyzetbdl allo
alakzatot az ismert gorog szamnevek kezdd betii alapjan trominénak, tetromi-
noénak és pentominénak nevezziik, ha pedig a négyzetek szamét nem adjuk meg,
akkor poliominorol beszéliink (ahhoz hasonloan, ahogyan az akarhany poligonnal
hatarolt véges testet poliédernek mondjuk). Ugyanigy keletkezett a poliamond szo6
az angol ,diamond”™bol, ami nem csak gyémantot jelent, hanem a francia kartya
karo szinét is igy nevezik angolul; a kiré jele pedig nagyon hasonlit két egymés-
hoz teljes oldalaval csatlakozd szabalyos haromszog alakjahoz. Megfelel6 moédon
beszéliink triamondroél, tetriamondroél, pentiamondroél és hexiamondroél, amikor az
egymashoz csatlakozo szabalyos haromszogek szama 3, 4, 5 és 6. Definicioinkbol
szandékosan hagytuk ki az egyetlen négyzetbsl vagy szabalyos haromszogbdl allo
alakzatot; ezeket nevezhetjiikk ugyan monominénak és moniamondnak, de a ,poli-”
el6tagot hasznalni rajuk furcsan hangzana. (V6. monogamia és poligamia :-) )

A poliominodkra és poliamondokra vonatkozé alapvets ismereteket és feladato-
kat Golomb [6] és George E. Martin [8] konyveiben talalhatjuk meg. JelentGs ré-
sziik magyar nyelven is hozzaférhets Gal Péter konyvében ([4], 31-80. o.), amelybél
tobbek kozott kideriil, hogy a legérdekesebbek — mert eléggé valtozatosak, de még
attekinthet6k — a pentominok és a hexiamondok, mindegyikbdl éppen 12 kiilonb6zé
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van, és a hexiamond-feladvanyok bizonyos j6l meghatarozott értelemben nehezeb-
bek, mint a pentominé feladvanyok. Egy tipikus pentominé-feladvany: valamely
racsnégyzetekbol allo tartomany kitoltése (méas szoval kirakdsa), azaz egyszeres és
hézagmentes lefedése kiilonb6z6 pentomindkkal, amelyeket tetszdleges modon el-
forgatva és tiikrozve is felhasznalhatunk. Az ilyen feladvanyokat &atalakithatjuk
hexiamond-problémakka négyzetek helyett haromszogeket, pentominok helyett he-
xiamondokat irva. Golombtol ered a kétszemélyes pentomind-jatek ([6]): a ja-
tékosok valtakozva pentomindkat tesznek le sakktabla iires mezdire; igy a jaték
legfeljebb hat lépésparbol all, és az nyer aki az utols6é pentominét teszi le. Lényegé-
ben ugyanilyen jatékot jatszhatunk szabélyos haromszogracs alkalmas tartomanyan
pentominok helyett hexiamondokkal.

Hexiamondok. Egyszert, tiz év koriili gyerek szdméara is reményteljesen kittizhets
feladat a 12 pentominé felrajzolasa szamtanfiizet lapjan. Hasonloképpen a hexia-
mondok is felrajzolhatok haromszogracsos papiron, amely az interneten triangular
grid néven kereshets és letolthets. A tizenkét hexiamondot alkalmas méretben ollo-
val vagy tapétavago késsel kivaghatjuk, és hexiamond-feladvanyokat oldhatunk meg
segitségiikkel. A kézi munkékat kedvelSk vastag kartonbol készithetnek hexiamond-
tablat, a kartonétol eltérd szinii papirbol kivagott haromszogeket ragasztva ra az
1. abran lathaté modon. A szineket egyszertiség kedvéért — épp tgy, mint a sakk-
tablan — vilagosnak és sotétnek fogjuk nevezni. Abrankon a sotét haromszogek
cstcesal felfelé, a vilagosak csuccsal lefelé allnak (méasképpen: élen, ill. cstacson
allnak); megallapodhatunk abban, hogy mindig ilyen allasu tablat hasznalunk. A
hexiamondokat a tédblaéhoz hasonl6é vastagsagi mtanyag-lapokbodl vaghatjuk ki.
Kivanatos, hogy ezek két oldala azonos, de a tablan lathatoktol eltérd szint legyen.
A legelegéansabb persze a fabol készitett hexiamond-készlet. Erre vonatkozoan ér-
demes elolvasni [4] 7. fejezetét.

1. abra

Hexiamond-feladatokat képernyén is kittizhetiink és megoldhatunk a jelen cikk
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olvasoi (és barataik, tanitvanyaik) szaméara késziilt programmal, amely a
(1) http://www.math.u-szeged.hu/~makay/Hexiamond/

webhelyen talalhato, és feladatok Osszes megoldasainak megtalalasara (tehat fel-
adatok megoldhatatlansagéanak igazolasara is) alkalmazhatd. Tovabbi lehetGsé-
gek: Thimo Rosenkranz 2014-ben késziilt, a [14] webhelyrdl letoltheté hexiamond-
programja a szabalyos hdromszograccsal ellatott sikon barmely 72 haromszogbdl al-
16 alakzat minden olyan lényegesen kiilonbo6zé kitoltését megadja, amelyben mind-
egyik hexiamond szerepel. Mindkét program mutatja a lehetséges lényegesen kii-
16nb6z6 kitoltések szamét is; igy neveziink két kitoltést, ha nem kaphatok meg
egymésbol forgatassal és tiikrozéssel. Latni fogjuk, hogy ez a szam varatlanul nagy
is lehet. Gerd Miiller 2015-ben kozzétett, a [9] webcimen elérhets programjéaval he-
xiamondokbél kedviink szerinti alakzatokat rakhatunk ki. E programok létezése és
elérhetGsége épp ugy nem teszi érdektelenné a hexiamond-feladvanyok sajat fejjel
és kézzel torténd megoldésat, ahogyan a sakkprogramok sem a sakkfeladvanyokon
valo, tabla melletti fejtorést.

Célszert, és ha nem egymagunkban gondolkodunk roéluk, elengedhetetlen is a
hexiamondoknak az alakjukat felidéz$ nevet adni. Ezt mar O’Beirne megtette;
elnevezéseinek magyar forditasat az alabbi tablazat masodik soral mutatja. Gal
Péter tobb esetben azoktol eltérd nevet hasznal. Hasonloképpen mi is; ezeket meg-
felelen a tablazat harmadik és negyedik? soraban talaljuk.

X | wd| v O | X = W M aw D

kigy6 |lepke|konyok|horog|korona|rangjelcsik|jelzétabla| szfinx |vitorlas| rak pult |hatszog

kigyo |lepke|golfiits| cips |korona|bumerang | pisztoly | szfinx |vitorlas| rak bot |hatszog

kigy6 |lepke|mécses| cipd | siiveg | tompa | pisztoly |macska| galya |hegyes| pélca | kerek

Hexiamond-feladvanyok. Az elsd ilyen feladvanyokat még a ,hexiamond” név be-
vezetése el6tt tette kozzé Reeve és Tyrrell ([13]). Ezek:

e a 72 szabélyos haromszog alkotta rombusz (réviden: a 72 méretd rombusz)
kitoltése a 12 kiilonb6z6 hexiamonddal, amelyre negyvennél t6bb megoldést talal-
tak3,

e az 54 méreti szabalyos hatszog kitoltése 9 kiillonb6z6 hexiamonddal.
Mindkét feladvanyra egy-egy megoldast mutattak be. Ok vezették be a paritas-
vizsgalatot, ami egyszerti modszer hexiamond-feladvanyok megoldhatatlansdganak
bizonyitasara.

LA rangjelcsikhoz: Katonai rendfokozatot jelzs, tompaszégben megtért csik.
2A sakkfigurak nevéhez hasonloan két szétagt neveket valasztottunk, és nem csupa féneveket.
3Az (1) és a [14] webhelyen talalhat6 program 156 megoldast szolgaltat.
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Vegyiik észre, hogy a macska és a galya kivételével barmely hexiamondot is
helyezziik el a tablan, az harom vilagos és harom sotét racs-haromszoget (a tovab-
biakban réviden: mezdt) fed le, mig a macska és a gilya esetén a lefedett vilagos
és sOtét mezdk szamanak kiilonbsége 2 vagy -2. Nevezziik hexiamond-tabla tet-
sz6leges tartoménya paritds-szamdnak a benne levs vilagos és s6tét mezdk szama
kiilonbségének abszolut értékét. A macska és a galya paritas-szama tehat 2, a tobbi
hexiamondé pedig 0. Ebbdl lathato, hogy

e hexiamondokkal nem t6ltheté ki a tablanak olyan tartoméanya, amelynek
paritas-szama paratlan,

o kiilénb6z6 hexiamondokkal nem télthetsk ki azok, amelyek parités-szama nem
a 0, 2 és 4 szamok valamelyike, és

e a 12 kiil6nb6z6 hexiamonddal nem t6lthetSk ki azok sem, amelyek paritas-
szama 2.

Nem nehéz példakat talalni arra, hogy a megfelel§ paritas-szam a kitolthets-
ségnek csak sziikséges feltétele.

Reeve és Tyrrel 22-re becsiilte az olyan hexiamond-halmazok szamét, amelyek-

kel a masodik feladvany megoldhatatlan. Mivel az 54 méreti szabalyos hatszog
paritéds-szama 0, csak azokra a 9 elemid hexiamond-halmazokra létezhet megol-
déas, amelyek vagy a galya és a macska mindegyikét tartalmazzik, vagy egyi-
kiiket sem. Vizsgalatunk azt mutatja, hogy a fentiek alapjan lehetséges Osszes
(170) + (190) = 120 + 10 = 130 darab 9 elemii hexiamond-halmazbol 109 esetben
lehetséges a kitoltés. Vagyis Reeve és Tyrrel becslése elég pontos volt.
Dawson tétele — hexiamondokra. A pentominokkal kapcsolatos legismertebb fej-
torst elgszor Dudeney emliti klasszikus feladat-gytjteményében ([3]) egy kétes hite-
lességii anekdotaba agyazva, amely szerint Hodité Vilmos fia, Henrik, kés6bb maga
is Anglia kiralya, Lajos francia kiralyfinal vendégeskedve (akibdl ugyancsak kiraly
lett, a francia torténelem Kovér Lajosként emliti), vendéglatojat nagyon megverte
sakkban. Lajos mérgében Henrik arcaba vagta a sakkfigurakat, mire Henrik a sakk-
tablat Lajos fején darabokra torte, majd léra kapott és elmenekiilt a torténteken
feldiithodott franciak bosszaja elsl. Erdekes modon a sakktéabla 13 kiilonb6zo alaka
darabra tort, amelyekbdl 12 6t-6t Osszefiiggd mez6bdl allt, a maradék négy mezd
pedig egyetlen kis négyzetet alkotott. Dudeney fejtordje: rakjuk Ossze a sakktablat
a 13 darabbol! Ezt igy is fogalmazhatjuk: rakjuk le sakktablara a 12 pentominét
gy, hogy a kimarad6 mez6k egy négyzetet alkossanak.

Dudeney egy megoldast ismertetett. Ennél tovabb ment Thomas R. Dawson?,
aki bebizonyitotta, hogy bdrhol is jelélink ki a sakktabldn egy négy mezdbdl dllo
négyzetet, a tobbi 60 mezd kitolthetd a 12 kilonbézé pentomindval ([2]; [11]; [1],

4A tiindérsakk (azaz a szokasostol eltérs alaku tabla és menetmodi sakkfigurak) legnagyobb
szakértGje, 1d. pl. [1], 73-74. o.
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159. o.; [4], 45.0.; [6], pp. T7-8; [8], pp. 66-68.). Dawson bizonyitasa rendkiviil
elegans: bar a sakktidblan a négy mezsbdl allo kiillonb6z6 négyzetek szama 49, a
bizonyitasban a sakktablanak csupan harom tartoméanyérol kell megmutatni, hogy
kirakhaté pentomindkkal.

Gondoljuk meg, atvihetG-e Dawson tétele megfelel hexiamond-tablara és he-
xiamondokra. Mind a sakktabla, mind a kihagyand6 négyzet konvex, és 8 szim-
metridja van. Ezzel osszhangban csak a konvex és szimmetrikus (azaz legalabb
egy titkrozéssel vagy forgatassal onmagéba atvihetd) hexiamond-tablakat és ki-
hagyand6 poliamondokat fogjuk vizsgalni; az utébbiakat roviden kimaradvdnynak
nevezziik. Megkoveteljiik, hogy a kihagyas utan visszamaradé tartomany, a meg-
maradvdny 72 méreti, tehat potencialisan a 12 kiillonb6z6 hexiamonddal kirakhato
és Osszefliggs legyen (az utobbi Dawson tételében nyilvanvald). A szabélyos harom-
szogracs haromszogeibdl 4llo konvex sokszog minden belsé szoge vagy 60 vagy 120
fokos. Innen egyszertien belathato, hogy konvex racs-n-szogek csak azn = 3,4,5,6
esetekben léteznek.

Egy konvex racs-sokszog leirhat6 6 darab szdmmal a kovetkezé moédon. Tekint-
siikk a haromszogracs tablankat, amelynek teteje legyen észak, a tébbi irany ebbdl
egyértelmtien kovetkezik. Az (a,b,c,d, e, f) szamhatos (a,b,c,d,e, f > 0) jelentse
azt a racs-sokszoget, amely ugy keletkezik, hogy egy réacs cstcspontbél kiindulva
racsvonalakon menve keletnek a, dél-délkeletnek b, dél-délnyugatnak c, nyugat-
nak d, észak-északnyugatnak e és végiil észak-északkeletnek f 1épést tesziink meg.
Amennyiben ez az éramutato jarasaval egyezs irdnyu séta zarédik a kiindul6 csics-
pontban, akkor ez egy konvex racs-sokszoget hataroz meg. Mik ennek a feltételei?
Els6 nyilvanvalo feltétel, hogy a szamhatosban nem szerepelhet 2 db 0-s szam egy-
méas utan (a ciklikus permutéciot is figyelembe véve). Az ugyanis azt jelentené,
hogy ,visszafordulunk”, vagy nem az éramutatd jarasaval egyezd iranyba megyiink
tovabb. Masodik, hogy a sétanak zarddnia kell. Nézziik meg, mekkora utat tesziink
meg Osszesen keleti irdnyban:

a+b/2—c/2—d—e/2+ f/2,
és ennek persze 0-t kell adnia, igy kapjuk a
2a+b—c—2d—e+ f=0

egyenlGséget. Nyugati iranyban ugyanezen ut ellentettjét tessziikk meg, az nem
ad aj feltételt. Hasonlbéan felirhatjuk a dél-délkeleti és a dél-délnyugati irdnyban
megtett utakra vonatkozo feltételeket is:

2b+c—d—2e—f+a=0

(2)
2c+d—e—2f—a+b=0
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A fenti harom egyelGség nem fiiggetlen: a masodikbdl kivonva a harmadikat pon-
tosan az els6t kapjuk. Ennek egyszerd geometriai magyarazata is van: ha a dél-
délkeleti és a dél-délnyugati iraAnyokban a teljes séta soran nem mozdulunk el, akkor
ezek a feltételek kijelolnek egy-egy (a dél-délkeleti és a dél-délnyugati iranyokra me-
r6leges) egyenest, amin rajta kell legyiink a séta végén, és amin a kiindul6 racspont
is rajta van. A két egyenesnek egyetlen metszéspontja van, és az pont a kiinduléd
racspont, igy a séta végén is ott kell lenniink, vagyis a séta zarodott.

Nem nehéz belatni, hogy a (2) feltételek ugyanazt jelentik, mint az a — d =
—(b—e) = c— f egyenlgségek, amelyek teljesiilését ranézéssel ellendrizhetjiik.

A tovabbiakban ezt a szamhatos jel6lést hasznéljuk a konvex réacs-sokszogek
leirasara. Vegyiik észre, hogy a racs-sokszog elforgatasa megfelel a szamhatos cik-
likus permutaciojanak, a tiikrézés pedig a szamhatos forditott sorrendben vald
felirasanak és (a tiikrozés tengelyétsl fiiggd) ciklikus permutéacionak. A jeloléstink
mindig egy a hdromszogracson vald eltolastol eltekintve egyértelmii racs-sokszoget
ad meg, ha a forgatési és tiikkrozési szimmetriaktol is el kivanunk tekinteni, akkor
az (a,b,c,d, e, f)+ jelolést fogjuk hasznalni.

Dawson hexiamondokra atirt tételét vizsgaljuk a racs-sokszog oldalainak szama
szerint sorrendben, tehat legyen elGszor a tabla és a kimaradvany haromszog alak.
Ekkor a tabla jele (n,0,n,0,n,0), mérete n?, paritds-szama n. Ezért a 81 méretii
haromszog, amelybdl 9 méretd haromszoget hagyunk ki, alkalmasnak latszik, mert
a 12 hexiamond éppen elférne a megmaradvanyon. Annak a paritas-szama azonban
6 vagy 12, igy nem tolthetd ki kiilonb6z6 hexiamondokkal.

Figyeljiik meg, hogy az (a, b, c,d, e, f) konvex racs-soksokszog mindig befoglal-
hato egy (f +a+b,0,b4+ c+d,0,d + e + f,0) haromszogbe, és abbdl a megfelels
cstcsoknal az (f,0, f,0, f,0), (b,0,b,0,b,0) és (d,0,d,0,d,0) haromszogek levaga-
saval keletkezik. Ezért (a,b,c,d, e, f) paritasszama |f +a+b— f—b—d| = |a—d|.

ININININENIN/NIN
NANANNNNNNN
2. abra

Egyszertien belathato, hogy minden racs-négyszog konvex, és két tompaszoge
van. Ha ezek egymassal szemben vannak, a négyszog paralelogramma, az ellen-
kezs esetben pedig (egyenls szaru) trapéz. A paralelogrammak (szimmetriatol
eltekintve) megadhatok (a,0,b,a,0,b) alakban, ahol a > b; méretiik ekkor 2ab,
paritas-szamuk 0. Barmely paralelogramma hérom kiilénb6z8 dlldsban helyezheté
el a haromszog-racson, annak megfelelen, hogy parhuzamos élparjaik a lehetsé-
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ges harom irany koziil melyikbe mutatnak (a két masik allasu paralelogramma a
jelolésiink szerint a (b,a,0,b,a,0) és a (0,b,a,0,b,a)). Legyen a tekintett tabla
az (a,0,b,a,0,b)+, a kimaradvany a (c,0,d, c¢,0,d)+ paralelogramma, ahol ¢ > d,
a > cés b>d. Ha a tabla és a kimaradvany kiilonbo6zé allastak, az utébbi mindig
elhelyezhet6 ugy, hogy a megmaradé tartomany ne legyen Osszefiiggs. Ezért csak
olyan a, b, ¢,d szdmokat keresiink, hogy az (a,0,b,a,0,b) tablabdl a (c,0,d, c,0, d)
négyszoget kihagyva a megmaradé tartomény a 12 kiilonb6z6 hexiamonddal kirak-
hato legyen (itt legyen a > b, de ¢ > d nem feltételeniil igaz). A méretekre vonatko-
z6 szabaly szerint ennek sziikséges feltétele 2(ab—cd) = 72. A (8,0,5,8,0,5) tabla,
és a (2,0,2,2,0,2) kimaradvany ezt teljesiti. Az (1) programmal vagy Rosenkranz
programjaval ([14]) ellendrizhetjiik, hogy rajuk ,Dawson-tipust tétel” érvényes.

A trapézok (a —b,b,0,a,0,b) alakban irhatok fel, ahol a > b; méretiik 2ab — b2,
paritéas-szamuk b. A trapézoknak hat kiilonb6z6 allasa van; most is feltessziik, hogy
a keresett kimaradvany is trapéz, és a tablaval megegyez6 allast: (¢—d,d,0,¢,0,d),
a > ¢, b>d. A megmaradvany paritas-szama b — d, és ha 12 hexiamonddal kitolt-
hetd, akkor b = d + 4. Masrészt most — a paralelogrammak esetéhez hasonléan —
2(ab—ed)—4(b+d) = 72. Ennek az (5,5,0,10,0,5) tabla és az (1,1,0,2,0,1) kima-
radvany eleget tesz. Ellendrizhetjiik, hogy ezt a kimaradvanyt barhol elhelyezve a
tablan, a megmaradvany kirakhato. Ez régi észrevétel: Philpott [12] cikkében jelzi,
hogy ismeri a bizonyitasat. Kiilon érdekesség, hogy hasonléan Dawson tételéhez, a
kimaradvany itt hasonl6 a tablahoz.

A konvex racs-0tszognek egyetlen szoge hegyesszOg; ha szimmetrikus, akkor
ezt a szoget a szimmetria valtozatlanul hagyja. Ennek a szarain van az 6tszog leg-
hosszabb oldala; legyen ennek hossziisaga a, a szoggel szemben levs oldalé b. Ekkor
Stszogiink (a,a—b,b,a—b, a,0), mérete 2a® — b?, paritds-szama b. A kimaradvanyt
is keressiik (a téblaval megegyezd allasu) (c,c — d,d,c — d,c,0) alakban. A meg-
maradvany paritas-szima most is b — d, és sziikségképpen b = d + 4. A méretekre
vonatkoz6 egyenlet eszkozeinkkel kezelhetd egyetlen megoldasa (8,3, 5, 3,8,0), mint
tabla, és (4,3,1,3,4,0), mint kimaradvany. A megmaradvany azonban az utobbi-
nak nem minden helyzetében rakhatoé ki.

A konvex racs-hatszognek minden szboge tompaszog. Béarmely a,b, ¢ pozitiv
egészekhez van olyan szimmetrikus konvex hatszog, amelyben hdrom egymést ko-
vet6 oldal hossza a, b és c. Ilyen az (a,b,c,a,b,c) hatszog, amelynek meérete
2(ab+ ac+ be), paritas-szama 0. Ha tablanak a (3, 3,5, 3,3, 5), kimaradvanynak az
(1,1,1,1,1,1) hatszoget tekintjiik, akkor a megmaradvany mérete 72, és a kima-
radvany barmely helyzete esetén kirakhato (ellendrizziik!). Masik lehetGség: legyen
a tabla (3,4,4,3,4,4), a kimaradvany a (2,0,2,2,0,2)+ paralelogramma. A meg-
maradvany mérete ekkor is 72, és a kimaradviny barmely é&llasa és helyzete
esetén (1d. a plusz jelet a paralelogramma szamhatosa végén) kirakhato.
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Dawson tétele és hexiamondokra kimondott valtozatai bizonyitasdnak ,szép-
ségét” egy-egy szdammal is jellemezhetjiik: a kimaradvany lehetséges helyzetei h
szaménak és a bizonyitashoz sziikséges kirakasok k szaméanak hanyadosaval: minél
nagyobb ez a szam, annal elegansabbnak tekinthetjiik a bizonyitast. A poliomi-
nokra vonatkozo eredeti tételnél ez az arany a mar emlitett 49/3 = 16,33, a most
bemutatott négy tabla-kimaradvany parra pedig a kdvetkez6 tablazatbol lathato:

tabla kimaradvany h | k | h/k
(8,0,5,8,0,5) (2,0,2,2,0,2) | 32|16 | 2
(5,5,0,10,0,5) | (1,1,0,2,0,1) | 35 | 19 | 1,84
(3,3,5,3,3,5) (1,1,1,1,1,1) |29 | 10 | 2,9
(3,4,4,3,4,4) | (2,0,2,2,0,2)+ | 68 | 19 | 3,57

Hogy h mindig sokkal nagyobb, mint k, a tablak szimmetridinak koszonhetd.
Ha Dawson csak a sakktabla szimmetriait vette volna figyelembe bizonyitasanal,
akkor a h/k hanyados a lényegesen szerényebb 4,9 értéket vette volna fel (miért?).
O azonban felhasznélta azt is, hogy a négy mezébdl allo négyzet négyféleképpen he-
lyezhetd el egy kilenc mezbdl 4ll6 négyzetben tgy, hogy a kimaradé mezék mindig
ugyanazt a pentominot alkossék, és van a sakktdblan harom olyan, egyenként kilenc
mezG6t tartalmazd négyzet, amelyekben a lényegesen kiilonbo6z6 helyzet négy me-
z6bdl allo négyzetek mindegyike megtaldlhaté. Hasonlé gondolattal megjavithato
a tablazatunkban szerepld 3,57-es érték is. Vegyiik észre, hogy a 3. dbran lathato
racs-nyoleszogben a (2,0,2,2,0,2)4 paralelogramma harom kiilonbozs helyen is
elfér ugy, hogy a kimarad6 12 mez6 ugyanazzal a két hexiamonddal (a hegyessel és
a tompaval) tolthets ki.

.

AN ANNAYNNAYNEAN NN N AN AN
3. abra 4. abra 5. abra

Ezért, ha racs-nyolcszogiinket gy helyezziik el a (3,4,4,3,4,4) tablan, hogy
a rajta kivill maradé 60 mezs a hegyestsl és a tompatol (és egymastol is) kii-

16nb6z6 hexiamondokkal kirakhaté legyen, akkor — alkalmas elhelyezés esetén —
harom kirakas helyett egy is elegendd lesz. Két ilyen elhelyezést mutat a 6. 4b-
ra. Ugyanez a gondolat tovabbi javitasokat tesz lehet&vé a 4. és 5. Abran lathato
racs-nyolcszogek segitségével; ezeket az elszant olvasoé az (1) program segitségével
megtalalhatja. Ilyen aton k értéke a (3,4,4,3,4,4) - (2,0,2,2,0,2)+ paron 11-re
csOkkenthetd, ami h/k-ra 6,18-at ad. Ez még mindig lényegesen kisebb, mint Daw-
son bizonyitasanak elegancia-hanyadosa, ami alatdmasztja Gal Péter értékelését:
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hexiamondokkal jatszani sokkal nehezebb, mint pentominokkal ([4], 79. o.).
VARVERVERVERVERVIERVERY

INONONINININ/N/A
NAANNINININ/N/

ROPIIIIL
TATAAY

Kit6ltheté konvex racs-sokszégek. Ezek koziil a paralelogrammék és a 12 kiilon-
b6z8 hexiamonddal kitolthetSk felsorolasat megtalaljuk [4] 61. oldalan. Itt megad-
juk az 6sszest. Nyilvanvaloan szoritkozhatunk azokra az n-szogekre, amelyek mére-

6. abra

te oszthato 6-tal, és legfeljebb 72. Hasznalni fogjuk az el6z6 fejezetben bevezetett
jelolést, a konvex racs-sokszdgek méretére és paritids-szdmara tett megéllapitésokat,
valamint a kitolthet&ség eldontéséhez sziikség esetén az (1) programot.

Kitolthets racsharomszog nincs. Csak a 36 méreti johetne szamitasba, annak
azonban 6 a paritis-szama.

Mivel az (a,0,b,a,0,b) paralelogramma (a < b) mérete 2ab, ezért a és b leg-
alabb egyike oszthato harommal. Az ilyen (a,b) parok kozott 32 azoknak a szama,
amelyekre 2ab < 72, és ezek koziil 14 kirakhato: (3,1), (6,2), (4,3), (5,3), ...,
(11,3), (6,4), (9,4), (6,5), (6,6). Ezek koziil sziikségiink lesz a tovabbiakban a 6, 2
oldalu paralelogramma kitoltéseire, ezért ezeket itt megmutatjuk:

BT, MR, LR, AR

Ami lényeges lesz szamunkra a tovabbiakban, hogy minden kit6ltésben szerepel a

tompa és a hegyes is.

Ha az (a — b,b,0,a,0,b) trapéz kitolthets, akkor paritas-szama (b) 2 vagy 4,
meérete pedig megfelelSen 4(a — 1) vagy 8(a — 2), és igy — ugyancsak megfelelGen
— a 3k+1 vagy 3k—1 alaki. Ha a paritas-szam 2, a (2, 2,0, 4,0, 2) trapézt konnyen
kirakjuk (1d. a fenti paralelogramma kitoltéseinek megfelel6 részeit). Ha a > 7, a
trapéz kirakdsahoz hasznalnunk kell a macska és a galya egyikét. A parités-szabaly
miatt a macska ,feje” csak északra allhat, ezért a fej oldalan kimaraddé mez6k pa-
ralelogrammat alkotnak, amely a fentiek alapjan csak az elfajult (0 haromszoget
tartalmazo6) vagy a 6,2 oldald paralelogramma lehet. A macska masik oldalara
csak palcat vagy tompéat rakhatnank; ezek koziil a pélca mellé méar nem tehetiink
t6le kiilonb6zd hexiamondot, a tompa berakasa utan fennmarado rész pedig ismét
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egy parallelogramma lenne, ami megintcsak az elfajult, vagy a 6,2 oldald lehetne.
Mivel a fej vagy a farok felsli oldalon ki fog alakulni legalabb egy 6, 2 oldala parale-
logramma, és annak kirakasahoz sziikségiink lenne tompara is, igy macskaval nem
lehet kirakni a trapézt. Ha pedig galyat hasznalunk, annak a ,yitorlai” északnyugat
vagy északkelet felé allnak, és a kirakas csak hegyessel folytathato. Ekkor a tovabbi
mezGk ismét egy (vagy tobb) 6,2 oldalu parallelogramméat alkotnak, s a kitoltés-
hez sziikségiink lenne a hegyesre is, de azt mar elhasznaltuk. Igy (2,2,0,4,0,2)
az egyetlen 2 paritas-szamu kitolthets trapéz. A 4 paritas-szamuak koziil a méret-
korlat miatt csak (1,4,0,5,0,4), (4,4,0,8,0,4), (7,4,0,11,0,4) vehetd figyelembe.
Ezek mind kitolthetsk.

Mar megfigyeltiik, hogy konvex racs-6tszog egyetlen hegyesszogének egyik szé-
ran van az 0tszog leghosszabb oldala; jelolje most ennek a hosszusigéat a, a masik
szaran levs oldal hossztisagat b (ninces kizarva, hogy a = b), 1d. a 7. abrat. Legyen
a kovetkezs oldal hosszusaga ¢ (sziikségképpen a > ¢ > a — b). Ekkor a tekintett
racs-6tszog: (c,a — ¢, b+ ¢ —a,a,0,b). Ennek mérete t = 2ab — (a — c)?, paritas-
szama a — c. Ezért kitolthet§ racs-otszogre a = ¢ + 2 vagy a = ¢ + 4 teljesiil,
ahonnan kovetkezik, hogy a és b egyike 3k + 1, méasika 3k + 2 alaku. Az ezeket a
feltételeket kielégits (a, b, ¢) harmasok a méretkorlatot figyelembe véve a kovetkezo
Otszogeket szolgaltatjak, amelyek mind kitolthetsk: (3,2,2,5,0,4), (3,4,1,7,0,5),
(5,2,3,7,0,5), (6,2,2,8,0,4).

d
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7. abra 8. abra

Mint az el6z6 fejezetben lattuk, barmely a,b, ¢ pozitiv egészekhez 1étezik olyan
racshatszog, amelyben harom, egymést kovets oldal hosszuséga a, b, és ¢. A
koévetkez6 oldal hosszusaga csak olyan pozitiv egész d szam lehet, amelyre tel-
jesil a +b > d > a — c. Ekkor a tovabbi kiovetkez$ oldalak: e = a + b — d,
f =d—(a—c). Ennek a hatszognek a mérete 2(ab+cd+ef)+ (a —d)?, masképpen
2(a +b)(c+d) —a® — d? (8. abra), paritas-szama |a — d|. Az adott méretii konvex
racshatszogek egyszert program segitségével meghatarozhatok (papiron ceruzaval
ez hosszadalmas lenne). Kirakhatosagukat az (1) programmal megvizsgélva a ko-
vetkezdt kapjuk: 20 olyan konvex racshatszog van, amelyek mérete oszthatd hattal
és legfeljebb 72, és ezek koziil 17 kitolthets kiilonbozé hexiamondokkal.
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Csicsok? Az (1) program és Rosenkranz programja a hexiamond-feladvanyok meg-
oldasainak szamat és ezaltal a feladvanyok nehézségét is jelzik. Varhatd ugyanis,
hogy két olyan feladvany koziil, amelyek egyenld méretii racs-sokszogek kitoltésé-
re vonatkoznak, az oldhaté6 meg nehezebben, amelynek kevesebb megoldasa van.
Erdekes kihivas éppen csak megoldhatd feladvanyokat talalni, vagyis olyan racs-
sokszogeket, amelyek egyetlen moédon rakhatok ki hexiamondokkal. Szimmetriaval
rendelkezs racs-sokszogek esetén a szimmetria altal egymasba atvihetd kirakasokat
nem tekintjiik kiilonbozének; ilyen értelemben pl. a (2,2,0,4,0,2) racstrapéz két
kiilénb6z8 moédon rakhato ki. Gondolhatnénk, hogy az éppen csak megoldhato fel-
advanyok bonyolult alakzatok kirakasabol allnak (9. és 10. abra), de van ellenpélda

is (11. abra).
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9. abra 10. abra 11. abra
Még érdekesebbnek latszik a legtébb modon kirakhaté récs-sokszogek keresése.
Ez konnyt lehet adott tulajdonsagu sokszogek esetén; példaul konvex sokszogekre
az el6z6 fejezetben tett megfigyelések és (1) alkalmazasaval nyerjiik a kovetkezs
dobogot:
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s Y. VAVAVAVAVA
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VAVAVAVAVAVAVA (0,7,1,4,3,5) — 7738

(3,4,3,3,4,3) — 7281

2.

1. (2,6,3,2,6,3) — 5916
3.

A Kkitoltések szama maér itt is meglepd, de ha a konvexségtsl eltekintiink, még
nagyobb szamokat kapunk. A nemkonvex sokszogek véltozatossaga miatt az Osszes
sokszogekre végleges eredményiink nincs, bar a méretkorlat folytan létezik olyan
sokszog, amely a legtobb kiilonb6z6 modon tolthets ki. A 12. Abran latjuk a 12 kii-
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16nb6z6 hexiamonddal kitélthets csicstartot, a 13. abran pedig az abszolat bajno-
kot: az akarhéany kiilonb6z6 hexiamonddal kitolthetsk jelenlegi ,legjobbikat”. Ezek
megfelelgen 14600 ill. 25036 modon rakhatok ki. A huaszezresek klubja most harom
kilencszogbdl all: mindharman az 59 méretd (3, 3, 4, 2, 4, 3) hatszogbdl keletkeznek
ugy, hogy azt alkalmas helyen egy megfelels allast mez6vel bévitjik.

A 6k —1 (7 < k < 12) méretd konvex racs-sokszoget egy tovabbi mezével kibs-
vitve rendszerint olyan alakzatot kapunk, amelynek sok kitoltése van. Ilyenekkel
kisérletezve talaltunk olyan hétszoget (14. abra), amely 2017 kiilonb6z8 modon
rakhato ki.
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12. abra 13. abra 14. abra
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