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Harom iziiletbdl allé robotkar mozgatasa sikban, Jacobi-matrix
hasznalata nélkiil

ZSENAK ISTVAN

1. A robotkarok felhasznalasa

Robotkar alatt olyan tobb iziiletbsl allo rendszert értiink mely az emberi karhoz
hasonléan képes munkat végezni, human irdnyitassal, vagy automatikusan. Eréka-
rokat, emelGket méar az 6korban is hasznéaltunk fizikai korlataink lekiizdésére. Ta-
lan ennek tudhato be a robot sz6 jelentése is, mely szlav eredetii, és szolgamunkét,
vagy csak munkat jelent. Azota a robotkarok komoly evolicion mentek at, és mara
a hadiiparban, gyogyaszatban, szorakoztatéiparban, és rengeteg mas teriileten is
alkalmazzak Gket. Felhasznaldsuk kulcsfontossagu olyan esetekben, amikor nagy
pontossaggal kell Gsszeilleszteni alkatrészeket, vagy az ember szaméra tal nehéz
targyakat kell felemelni, esetleg a végrehajtando feladat tul kockazatos egy ember
szamara.

1. abra. Robotkarok felhasznalasa jatékként, ipari kérnyezetben, orvosi segédeszkozként,
és protézisként. (Forras: pixabay.com, pexels.com)

2. Robotkar mozgatasa Jacobi matrixszal

E cikk feladata, hogy bemutassa egy emberi kar (esetiinkben jobb kar) mozgata-
sanak szimulaciojat. Egy n iziiletbdl 4ll6 robotkar mozgatasidhoz sziikséges iziileti
szOgsebességek és a végszerszam sebességének kiszamitasdhoz egy specialis mét-
rixot, az ugynevezett Jacobi-matrixot alkalmazzak. Ha ismerjiik a csuklépontok
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hajlasszogeit, akkor kiszamithatok a koordinatai, illetve a koordinatak ismeretében
kiszamithatok a hajlasszogek. Ezen informéciok egyértelmiien meghatarozzak a kar
végszersziamanak koordinatait. Forditott esetben azonban, amikor a végszerszam
koordinatait ismerjiik, nem tudjuk egyértelmtien meghatarozni a kar iziileteinek
koordinatait, vagy hajlasszogeit. A megoldas az ugynevezett inverz kinematikai
mozgasegyenletek felirasaval érhet6 el. (Laczko és tarsai, 2000; Laczko,1999)

Definici6 szerint ha egy f: R" — R™ fliggvény differencialhaté az x helyen,
akkor a linearis Dy , derivaltképzés méatrixa a Jacobi matrix (J):

ofy ... Of
Ox1 Oxy,
J=1 S
Ofm ... Ofm
Oz Oxy,

Amennyiben a Jacobi matrix négyzetes, determinénsat Jacobi-determinansnak ne-
vezzik.

A Jacobi matrix alkalmas inverz kinematikai algoritmusok és dinamikus moz-
gasegyenletek felirasara, igy Osszefiiggést talalhatunk a csuklovaltozok sebessége, és
a kar végpontjanak sebessége kozott. Legyen p a kar végpontjanak sebessége, w pe-
dig az iziileti szogsebességek vektora. A cél p és w kifejezése, az alabbi Osszefliggés
mentén: (Wettl. 2011)

_
T ow

Az eljaras hibaja, hogy a kar végpontjanak utja a célpont felé nem lesz pontos,

J

vagyis minden szamfitasi iterdcidban valamekkora hibaval adja csak meg a csuklo-
vektorok helyzetét. Ez a hiba abban az esetben latvanyos, amikor a matrix szin-
gularis, ami abban a két helyzetben kévetkezhet be, amikor a kar teljesen ki van
nyujtva, vagy valamelyik iziilet teljesen rafordul a masikra, azaz a két iziilet nulla
fokot zar be. A hibas értékek tobbszoros iteracidoval csokkenthetk, ez azonban
nagyobb szamitéasi kapacitast igényel. (Asada, 2005)

Ha pontos eredményeket szeretnénk kapni a csuklovektorok helyzetérsl, geo-
metriai megkozelitésben kell vizsgalnunk a fenti problémét.

3. Geometriai megkdozelités

3.1. El6késziiletek

Az algoritmus kizarolag geometriai modszeretek alkalmaz, az iziiletek altal raj-
zolt korok metszéspontjaira tamaszkodik. FElsé feladatunk, hogy abrazolunk egy
lehetséges kiindulasi allapotot, melyet az 2. adbra szemléltet.
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L3 L3
E.
L2 L2
L1 L1
2. abra. A kiindulasi allapot. 3. abra. A célpont megadéasa.

Az L1 vektor a felkart, az L2 az alkart, az L3 pedig a kezet reprezentalja.
Csuklonak nevezziik a L2 és L3 vektorok kozos pontjat, és konydknek nevezziik az
L1 és L2 vektorok kozos pontjat. Természetesen feltessziik, hogy ezen vektorparok
csak egy pontban érnek Gssze.

Nevezziik célallapotnak az iziiletek helyzetét az algoritmus lefutasa utan, és
nevezzik célpontnak azt a pontot, ahol a kéz, (L3 vektor) csuklotol legtéavolabbi
pontja elhelyezkedik az algoritmus lefutédsa utan. Az algoritmus célja tehat a cél-
allapot meghatarozéasa a célpont ismeretében. Abrazoljuk a célpontot, melyet az
E ponttal szemléltetiink a 3. abran. A valésidgban a célpont mindig egy nagyon
kozeli pont az alapallapothoz képest, alabbi példankban csak a szemléltetés miatt
van nagy kiilénbség az E pont és a kiindulasi allapot végpontja kézott.

A célpont koré rajzoljunk egy L3 sugaru kort. Ha nem vessziik figyelembe az
anatomiai szabalyokat, akkor ezen a korén barhol elhelyezkedhet a csuklo.

C3 L3

L2

L1

C1

4. abra: A felkarbol és a kézbdl képzett korok helyzete.

A felkarbol képziink egy kort. Példankban a jobb kart modelleztiik, ezért a
kor bal oldalat elhagyhatjuk, hiszen 2D-ben nem tudjuk konyokiinket a fejiink bal
oldalara vezetni. A jelenlegi allapotot a 4. abra szemlélteti. A késSbbi egyszertibb
hivatkozas érdekében az L1 vektor kiindulépontjat, vagyis a vallat nevezziik origé-
nak, és képzeljiik bele a kart egy derékszogli koordinatarendszerbe, ahol a vizszintes
tengely koordinatait az z-el, a fliggbleges tengely koordinatait y-nal jeldljiik. Az
alabbi abran lathatjuk a konyok és a csukld lehetséges pontjait. Elsbbit a Cl-gyel
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jelzett félkorrel, utobbit a C3-al jelzett korrel abrazoljuk. Biztosak lehetiink benne,
hogy ha a kar végpontja az E pontot érinti, a kdnyok akkor is a C1 félkéron ma-
rad. A kar mozgatasa utan az L3 vektor egyik végpontjanak az E pontban, méasik
végpontjanak pedig a C3 koron kell lennie.

3.2. A konyok legtavolabbi lehetséges pontja a célponthoz

Most, hogy ismerjiik kénydk és a csuklo lehetséges pontjait, meg kell hataroznunk
az anatomia szabalyoknak megfelels azon pontokat, melyeken a csuklo és a konyok
valoban elhelyezkedhet. Ez ritkdbb esetben valéban egy-egy pont, altaldban viszont
t6bb pontbdl allo koriveket kell keresniink. A korivek meghatarozasahoz meg kell
keresniink az ivek szélsGértékeit.

Induljunk ki abbol, hogy a jelenlegi szélsGértékek a felkarbol képzett félkor két
végpontja, melyek koziil az egyik (0,L1), méasik pedig (0, —L1), ha feltessziik, hogy
az L1 vektor kiindulopontjat tekintjiik az origonak. Ezt a korivet kell sztikiteniink
ugy, hogy az iziiletek helyzete minden esetben kielégitse az anatémiai szabélyokat.
A fenti koriven négy olyan vizsgalatot kell elvégezni, melyek eredményeként kapott
pontok szélséértékként szolgalnak az algoritmusnak.

C2

&)
-

kmax

C1

5. abra: A korok metszéspontjai a konyok lehetséges szélsGértékeit adjak meg.

Kovetkez6 feladatunk azt a szélsGértéket megtalalni, ami nem mas, mint az izii-
letek azon allapota, amikor a kéz, (L3) és az alkar (I.2) parhuzamos. Ez az allapot
meghatarozza a konyok legtavolabbi lehetséges pontjat az E ponttél. Nevezziik ezt
a pontot knax-nak. Adjuk Ossze az L2 és L3 vektorok hosszat, és ezt a tavolsagot
mérjiik a végpontbol, az L1 vektorbol képzett félkorre (C1) (Az L2 vektorbdl kép-
zett kort C2-nek, az L3-bol képzett kort pedig C3-nak nevezziik.). Amennyiben az
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igy képzett kor és a félkor egy ponton metszik egymast, gy azok a pontok, melyek-
nek tavolabb vannak az E ponttdl, kiesnek a konyok lehetséges pontjai koziil. Ezt
az allapotot az 5. abra szemlélteti. Amennyiben két metszéspontot kapunk, akkor
a két metszéspont kozotti koriv marad csak meg a konyok lehetséges pontjainak.

Ez a szélsGérték azt az allapotot reprezentalja, amikor az alkar és a kéz vona-
la parhuzamos. A csukldé anatémiai mozgasterét tekintve ez biztos jo megoldas,
az alkar és a felkar altal bezart szoget viszont anatémiai szempontbol még nem
vizsgaltuk. A fent leirt allapotot a 6. abra szemlélteti.

6. abra: A csuklo egy lehetséges allapotaban a kéz és az alkar parhuzamos.

Tovabbi harom vizsgélatot kell még elvégezniink:
1. A konyok azon pontjanak megkeresése, amin til a csuklo méar nem éri el a
lehetséges pontjait. (Nevezziik ezt a pontot kpin-nek.)
2. A kéz és az alkar nem zarhatnak be 90 foknéal kisebb szoget egyik iranyban sem.
(Nevezziik ezt a pontot ks-nek.)
3. A felkar és az alkar nem zarhat be 35 foknal kisebb, és 180 foknél nagyobb
szoget. (ElSbbit nevezziik fiin-nek, utobbit pedig fmax-nak.) (Moroz, 2013)

3.3. A konyok legkdzelebbi lehetséges pontja a célponthoz

Az els6 ilyen szélsGértékiink (kmin) tehat az a pont, amelyre, ha a kényok keriil,
akkor az alkar egyetlen pontban, a legtédvolabbiban érinti az L3 vektorboél képzett
kort (C3). Ezen a ponton tul az L2 vektor végpontja tilnyulna a csuklé lehetséges
pontjait jelents koron. E szélsGérték kiszamitasahoz vonjuk ki az L2 vektor hossza-
bol az L3 vektort, és az igy kapott tavolsagot mérjiikk az C1 korre. Amennyiben
nem kaptunk metszéspontot, nincs minimum tavolsagunk, vagyis az L.1 megmaradt
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korivén nincs olyan pont, amire az L2 vektort mérve tullogunk az C3 kor legtavo-
labbi pontjan. Amennyiben egy metszéspontot kapunk, egyetlen ilyen pont van,
ez azonban gyakorlatilag nem kiilénbo6zik a harmadik esettsl, amikor két metszés-
pontot kapunk. El&bbi esetben egyetlen pontot kell kivenniink a koériv pontjainak
halmazabol, utébbiban egy korivet. Ebben az esetben az anatémiai szabalyoknak
(jelen példaban) a jobboldali ponttol lejjebb 1évé pontok felelnek meg a konyok
lehetséges poziciojanak. (Tehat azok, melyeknek y koordinataja kisebb, mint a ka-
pott szélssérték y koordinataja.) Az igy kapott kort és a metszéspontokboél adodd

széls6értékeket a 7. dbra szemlélteti.

kmin
kll]ax
7. adbra. Ha a két metszéspont kozott 8. abra. A konyok lehetséges pontjai, az
helyezkedik el a konyok, az alkar atnyulik anatémiai szabélyok figyelembe vétele
a csuklo lehetséges pontjaibdl képzett nélkiil.

koron.

A jobboldali pontot valasztva kapunk egy korivet, amin beliil a konyok barhol
elhelyezkedhet, ha nem vessziik figyelembe a csuklé és a konyok lehetséges hajlas-
szogeit. A korivet a 8. abra szemlélteti.

A fent kiszamitott két szélsGérték tehat lesziikiti a csukld lehetséges pontjait
reprezentald korivet. Amennyiben nem vessziik figyelembe az anatémiai szabélyo-
kat, és feltessziik, hogy az iziiletek a csukloban, kényokben és vallban kézel 360
fokban tudnak forogni, akkor a feladatunk végéhez is értiink. A koényck a 8. &b-
ran lathato zold koriven beliil barhol elhelyezkedhet, biztosan lesz egy olyan pont,
amiben a felkart reprezental6 vektor és a csuklé altal generalt koriv metszi egymast.

Az algoritmus azonban emberi kéz mozgasat szimulalja, igy a feltételrendsze-
riinket béviteni kell tjabb szélsGértékekkel, amelyek az anatémia szabalyok betar-
tasaval sziikithetik tovabb a meglévs koriviinket. Két tovabbi vizsgalatot kell tehét
elvégezniink az eddigi koriviinkon, de ne felejtsiik el, hogy ezek eredményeként ka-
pott pontok nem biztos, hogy léteznek!
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3.4. A csukléra vonatkozé anatémiai szabaly

Az egyik ilyen pont (ks) a csukld anatomiai szabalyaiért felel, nevezetesen nem
engedi a konyokot olyan pontra mozogni, ahol a kéz és a felkar (L3 és L2 vektor)
90 foknal kisebb szbget zarna be. A mésik pont a kényok anatémiai szabalyaért
felels. Az L1 és L2 vektor nem zarhat be 35 foknal kisebb szoget. Emellett 180
foknal nagyobbat sem zarhat be, hiszen kifordulna a konyok.

A csukl6 helyes tartasdhoz a Pithagorasz tételt kell alkalmaznunk. Szamitsuk
ki az L2 és L3 vektorok négyzetdsszegét, vonjunk gyokot, és a kapott tavolsagot
mérjiik a C3 kor kozéppontjabol a C2 korre. Az anatémiai szabalyok betartéasa
végett a jobboldali pontot valasszuk. (Derékszogli koordinatarendszerben azt a
pontot, amelynek y koordinataja kisebb.) Az igy képzett kort és a metszéspontot
a 9. adbra szemlélteti.

9. abra. A konyok helyzetének tjabb 10. abra. A csukléra vonatkoz6 anatomiai
szélsBértéke, figyelembe véve a csuklo szabalyok betartasaval csokkentett koriv,
hajlasszogének anatomiai szabalyait. melyen a konyok elhelyezkedhet.

Lathato, hogy a metszéspont a kordbban kijelolt koériven van, ez azt jelenti,
hogy a meglévs i{viinket csokkenteni kell. Mivel az els§ pontban meghatarozott
metszéspont alkalmazasaval az alkar és a kéz parhuzamos, igy a masodik pontban
meghatarozott metszéspont iranyabol kell megvalositania sziikitést. Az igy kapott
korivet a 10. abra szemlélteti.

3.5. A kony6kre vonatkoz6 anatomiai szabalyok

A negyedik, egyben utolso vizsgalatunk két pontot ad eredményiil (amennyiben
a pontok léteznek). Az egyik az a pont (fmin), amin tul a felkar és az alkar 35
foknal kisebb szoget, a masik pedig (fmax) az, amelyen tul e két végtag 180 fok-
nal nagyobb széget zarna be. Az algoritmus meghatéarozta a konyok legtavolabbi
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lehetséges pontjat a célponttol a 3.2-es alfejezetben. Mivel ez a pont csak abban
az esetben eredményez kinyujtott kart, amikor a célpont eléréséhez teljesen ki kell
lennie nytujtva a karnak, minden més esetben a felkar és az alkar 180 foknal kisebb
szoget fog bezarni, igy nem kell vizsgalnunk az f..« pont létezését. Ez a pont a
3.2.-es alfejezetben leirt pontként jelenik meg abban az esetben, ha a kar teljesen
ki van nyudjtva, minden més esetben pedig nem létezik.

Az fuin pont meghatarozasahoz rajzoljuk fel azt az origd kozépponta kort,
melynek sugarat tgy képezziik, hogy kiszamitjuk a csuklé és az origd6 tavolsigét
abban az esetben, amikor a konyok 35 fokos szbget zar be. Ezen kor és a C3
kor metszéspontja lesz a negyedik szélsGérték. Az alabbi abra szemlélteti, hogyan
kapjuk meg a fent emlitett sugarat:

&)
et

11. abra. A negyedik szélsGérték sugardnak meghatarozasa.

Az x tavolsag az L2, L1 és r oldalhosszusagokbol képzett haromszog magassaga,
tehat meréleges az L2 vektorra, ahol L2 = L2 4+ L.2".

El6szor ki kell szamolnunk az x oldalt, amit egy egyszeri tangens szamitassal
végziink: x = tg35° - L1. Az L1 és az x oldal ismeretében Pithagorasz tétel
alkalmazasaval szamithat6 az L2" oldal, majd az L2-bél kivonva az L2'-t, kapjuk
L2"-t. Igy az L2" és az x oldal ismeretében ki tudjuk szamitani az r oldalt, ami a
keresett sugar lesz.

3.6. A kony6k optimalis pontjanak kivalasztasa

Amennyiben ismerjiik a szélsGértékeinket ki kell valasztani, hogy melyek fogjak
hatarolni a konyok lehetséges pontjaibol alkotott korivet. A koénnyebb érthetGség
kedvéért hasznaljuk a pontokra a fent is alkalmazott megnevezéseket:

A 3.2-es alfejezetben kiszamitott pont a konyok, a célponttol legtavolabbi le-
hetséges pontja: kpax.
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A 3.3-as alfejezetben kiszamitott pont a kénydk, a célponthoz legkdzelebbi le-
hetséges pontja: kyin.

A 3.4-es alfejezetben kiszamitott pont a konyok, a célponthoz legkdzelebbi pont-
ja ugy, hogy figyelembe vessziik a csuklo anatomiai mozgasterét: k.

A 3.5-6s alfejezetben kiszamitott pont a konyok azon lehetséges pontja, amelyen
tul a kar csak olyan célallapotot tud felvenni, melyben a felkar és az alkar 35 foknéal
kisebb szoget zarna be: fiin.

e Amennyiben egyetlen szélsGértéket sem talaltunk, akkor az alapéllapot szél-
sGértékei lesznek az irdnyadoak, melyek az L1 vektorbol képzett félkor szélsé
pontjai, nevezetesen (0,L1) és (0,-L1). Erre az esetre igen csekély az esély.

e Amennyiben csak a k. pontot talaltuk meg, akkor e pont, és a félkor fels6
végpontja (0,L1) lesznek a hatarolo pontok.

e Amennyiben csak a ki, pontot talaltuk meg, akkor e pont, és a félkor also
végpontja (0,-L1) fogjak hatarolni a korivet.

e Amennyiben csak a kg pontot taladltuk meg, akkor e pont, és a félkor also
végpontja (0,-L1) pontok lesznek a szélsGértékek.

e Amennyiben csak az fi,;, pontot talaltuk meg, akkor e pont, és a félkor fels6
végpontja (0,L1) lesznek a hatéarolod pontok.

e Amennyiben két pontot taldltunk meg, akkor mindig az anatémiai szabalyo-
kért felel6s pontok ,erésebbek.”

0 kmax €s ks pontok megléte esetén e két pont lesz a hatarérték.

o kmin és ks pontok megléte esetén azonban mar nem e ketts, hanem kg
és a felkor also pontja (0, —L1) lesz a hatarérték, mivel a ks pont a kpin
pont iranyabol szikiti a korivet.

e Amennyiben harom pontot talalunk meg a fentihez hasonlo eljarast kell al-
kalmaznunk.

0 Kmax, Kmin, €8 ks pontok megléte esetén ks és kyax lesz a hatarérték,
hiszen a ks pont a knin pont iranyabol sziikiti a korivet.

e Négy pont megléte esetén konnyt dolgunk van, a két belsé pont fogja hata-
rolni a lehetséges pontokat reprezentald korivet.

A fenti szabalyrendszert ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a ki, és ks pontok a
felkor felsé pontjanak iranyabol (0,L1), a kmax €S fmin pontok pedig a félkor also
pontjanak iranyabol (0, —L1) sztikiti a megléve korivet. A konyok lehetséges pontjai
mindig a legkisebb koériv, amit a fenti szabalyrendszer képez.

Ezen a koriven barhol elhelyezkedhet a konyok. A legnagyobb mozgasi szabad-
sagot akkor garantalhatjuk, ha a koriv kézepére pozicionaljuk a konyokot, ilyenkor
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a koényok jobbra és balra is ugyanakkora tavolsagot mozoghat el, ha arra van sziik-
ség.

ktnax

12. abra. A konyok lehetséges pontjaibol a kapott koriv kozepét
valasztjuk a konyok 4j pontjanak.
A kapott pontbol érjiik az L2 vektort a C3 korre. Ha a kar teljesen ki van nyujtva
egy, ellenkezs esetben két metszéspontot fogunk kapni. Mindkét pont anatémiailag
helyes a csuklora nézve!

(s

—

13. abra. A konyok kiszamitasa utan altalaban két jo6 megoldasunk is lesz
a végallapot meghatarozasara.

4. Az algoritmus elényei

4.1. Az algoritmus a mentes a szdmitdsi hibdktdl, természetesen figyelembe véve a
maszereink pontossdigdt. A Jacobi matrix-szal torténd szadmitas soran szamitési hi-
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baval kell szamolnunk, amit csak sokszoros iteracioval tudunk csékkenteni. A fenti
algoritmus azonban korok metszéspontjaival szamol, ami mindig pontos, figyelembe
véve természetesen azt, hogy milyen pontossagig tudjuk kiszamitani a masodfoki
egyenletekbdl szarmazo lebegGpontos szamokat.

4.2. Az algoritmus kizdardlag geometriai eszkiozkészletet haszndl, igy futdsi idében
megsporolhato a mdtrix invertdlds és a hibdk csdkkentésének iterdcidjdbol szdrmazo
1ddtobblet. A 4.1-es pontbol adodik, hogy egy-egy elmozgatas soran csak egyszer
kell kiszamolnunk a fenti pontokat, igy a tObbszori lefuttatasbol szarmazo id6tobb-
lett6l megszabadulunk. Emellett az algoritmus futési idében linearis problémékat
old meg, ami szintén alacsony lépésszamot jelent.

4.3. Az algoritmus mikodik a kar teljes kinyujtdsa utdn is, ellentétben a mdtrizos
megolddssal. Az algoritmus egyik f§ elénye, hogy a kar teljes kinyajtasakor is mi-
kodik. A Jacobi matrix szingularis lesz ebben az esetben, ami 6riasi hibahoz vezet,
és tobbszori iteracidval sem csokkenthetd kell6képpen. A korok metszéspontjabol
adodo szamitasoknak ez nem okoz problémaét, hiszen csak az lesz a kiilonbség a kis-
sé behajlitott karral szemben, hogy nem koriveken lesznek a megoldasaink, hanem
minden koriink csak egy pontban érinti egymast. A kar ismételt behajlitdsa soran
ezen pontjainkbdl ismét korivek lesznek.

5. Gyakorlati felhasznalas

Az algoritmus a térbeli kiterjesztés utan alkalmas lehet a biomechanika t6bb te-
riilletén. A f6 cél a kar és labmozgésok szimulécidja, mely hozzasegithet a sériilt
idegpélyaval rendelkez6 emberek rehabilitaciojahoz.
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