POLYGON

XXV/1. szam, 2018. jan.

Miért hajraznak a hosszatav futék?
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1. Bevezetés

Hosszitavi futéversenyeken! azt figyelhetjiik meg, hogy a (tapasztalt) versenyzék a
verseny nagy részét kozel egyenletes tempoban futjak le, majd a tav végén gyakran
novelik tempojukat, hajraznak. Ennél fogva azonos képességii futok kozott gyakran
csak a verseny legvégén dol el a sorrend. A cikkben egyszerti matematikai modellt
keresiink ennek a jelenségnek a magyarazatara. ,Hosszutav” alatt azt értjiik, hogy
a verseny teljesitése jelentGsen igénybe veszi a sportol6 energiatartalékait és a ver-
seny befejezése utéan gyakorlatilag teljesen kimeriil. Ez praktikusan azt jelenti, hogy
a versenytav legalabb 1500 m, de talan még jobb, ha 10 000 m-re, félmaratonra
vagy maratonra gondolunk. Semmiképpen sem a 100-200 m-es rovidtavokra, ahol
maga a rajtolas is kiilonos gondot igényel és joval nagyobb szerepet kap a robba-
nékonysag, a rovid ideig tarté gyors mozgas, ami a révid és hosszutaviutok kozti
alkatbeli kiillonbségekben is jol megfigyelhets. Hallgatolagosan azt is feltételezziik,
hogy a futopalya tengerszint feletti magassaga allandé (sik), nincs szél, nincsenek
terepakadalyok, éles kanyarok. A ,tapasztalt” jelzs itt azt jelenti, hogy a futd az
edzések és korabbi versenyek alatt elég tapasztalatot gytjtott ahhoz, hogy elég
pontosan meg tudja becsiilni energiatartalékait és ehhez igazitsa tempojat, tehét
nem fog joval képességei alatt futni, de az sem valdszini, hogy ugy elfutna magat,
hogy fel keljen adnia a versenyt. Mindazonaltal becslése mégsem teljesen tokéletes,
és, mint latni fogjuk, ez a kis tokéletlenség is elegendd, hogy a ,hajrad” jelenségét
tapasztaljuk. Természetesen a futoverseny sikeréhez nagyban hozzajarul a szellemi
munka is, amit egyszerd modelliinkben gy értelmezhetiink, hogy a lelkes verseny-
z6 tobb energiaval rendelkezik, ha pedig kézben lényegesen valtozik a lelkesedése

*A szerzét a dolgozat elkészitésében az EFOP 3.6.1-16-2016-00008 ,Intelligens élettudomd-
nyi technoldgidk, mdodszertanok, alkalmazdsok fejlesztése és innovativ folyamatok, szolgdltatdsok
kialakitdsa a szegedi tuddsbdzisra épitve” megnevezési projekt tamogatta.

L Futéverseny helyett gondolhatunk gyaloglasra, kerékparozasra, tiszasra is.
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(lelekben feladja, vagy 1j erére kap) az azt jelenti, hogy kevésbé pontosan becsiilte
fel a verseny kezdetén energiatartalékait.

Modelliinkben ugy vessziik, hogy a versenyzdk 10 kort futnak, azaz ha a szo-
kasos 400 m-es palyan teszik ezt, akkor a versenytav 4000 m. Ha pedig a tav
ettdl kiillonbo6zs, akkor egy kort tgy definialhatunk, mint a versenytav egytizede,
hiszen az is el6fordulhat, hogy val6jaban egyetlen kor sincs, vagy csak tul nagy
korok (félmaraton, maraton), amit mar célszerttlen lenne egységnek tekinteni. Ar-
ra keressiik tehat a matematikai valaszt, hogy miért novelik a tempodt, azaz miért
hajraznak a versenyzsk az utols6 kérben. Természetesen a 10 koros felosztés he-
lyett mas felosztast is valaszthatnank, de ez modelliink 1ényegi mondandéjan nem
véaltoztatna.

2. Az egyenletes futas stratégiaja

Ha elmegyiink egy félmaraton, maraton versenyre, akkor gyakran talalkozhatunk
ugynevezett iramfutokkal, akiket a szervezk arra kérnek fel, hogy egy bizonyos
rogzitett tempoban (pl. 5 perc/km, 4 perc/km) fussak le a tavot. Igy, aki elter-
vez egy adott tempot, az kivalaszthatja a tervéhez legjobban passzold iramfutét
és tervének teljesitéséhez nincs mas dolga, mint tartania a tempoét az iramfutéval.
Ez azt jelenti, hogy az egész tavot ugyanabban a tempoban futja le. Jo-e ez az
iramstratégia? Nem lenne jobb, ha az elején kicsit gyorsabban kezdene és ahogy
faradna, kicsit lassitana, vagy esetleg az volna j6, hogy lassan kezdjen és majd a
végén gyorsuljon fel, esetleg valami harmadik stratégia a legeredményesebb? Va-
laszunk attol fiigg, hogy mennyire pontosan ismerjiikk a futashoz felhasznalhato
energiatartalékunkat.

Ebben a részben azt az idealis esetet vizsgaljuk, amikor a futé minden pillanat-
ban pontosan tudja, hogy mennyi energia all rendelkezésére a még hatralévs tav
teljesitéséhez, és hogy fel is tudja hasznalni ezt az energiat.

Elgszor is hatarozzuk meg a 10 egység tavolsag lefutdsahoz sziikséges tsss, 1d6t,
ha sebességiinket az s hatralévs tavolsag folytonos fiiggvényében v(s) irja le. Ehhez
osszuk fel a [0, 10] intervallumot n egyenld részintervallumra, és tegyiik fel, hogy a
k-adik intervallum megtételéhez Aty id6 sziikséges. Ekkor a k-adik intervallumon
(10/n)/ Aty az atlagsebesség, amit v(s) folytonossaga miatt a jobb végpontban
mért v(10k/n) sebesség tetszolegesen megkozelit n novelésével, azaz (10/n)/ Aty =~
v(10k/n).

A fenti jelolések értelmében futasi idénk a kovetkezé modon szamolhato:

n

" (10/n) - 1 10k 10(k—1)
limsr = ZN Z (7 At) Zlv(lOkz/n) (n B )
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ahol a jobb oldal v(s) folytonossaga miatt egyrészt tsss,-h0z tart, mésrészt pedig
010 1/v(s) ds-hez, hisz annak Riemann-féle kozelits Osszege [8, 10.1.3. Definicio,
141.0. ill. 10.5.5. Tétel, 152.0.]. Ezek szerint tehat a 10 koros verseny teljesitéséhez

sziikséges id6 éppen
/ —ds.
o Vv(s)

Vezessiik még be az e(v) fliggvényt az egységnyi tavolsag lefutasahoz sziikséges
energia jelolésére, ha sebességiink v > 0. Természetes feltételezni, hogy e(v) pozi-
tiv, folytonos, szigortian monoton névs, és szigortan konvex. Ebbdl taldn csak a
konvexség feltevése nem tiinhet vildgosnak, de ez csak azt a talan az olvas6 altal
is tapasztalt jelenséget fejezi ki, hogy teljesitményiink hataranak kozelében, mar a
sebesség egy ,kicsi” novelése is igen nagy erdfeszitést igényel, mig kisebb sebességrsl
az ugyanakkora ,kicsi” novelés nem kivan akkora eréfeszitést.

Most mar megvalaszoljuk, hogy idealis esetben, melyik stratégia biztositja a
legjobb versenyidét.

Allitas. Ha a futé mindig pontosan ismeri a futisra még felhaszndlhaté energiatar-
talékdt, akkor a legjobb stratégia, ha konstans sebességgel fut gy, hogy a verseny
végére elfogyjon az energidja.

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a futasra felhasz-
nalhato energia 1 egység. Vilagos, hogy egy optimalis stratégidhoz tartozo v(s)
fliggvény mellett az Gsszes energiat fel kell hasznalnunk, azaz

(1) /0 e(v(s))ds=1,

hiszen ha maradna energia, azt felhasznalhatnank sebességnévelésre, ami javitana
az idén.

Vezessiik be az r(v) = e(1/v) segédfiiggvényt. Mivel e(v) szig. mon. nové, ezért
r(v) szig. mon. cstkkend. Sét, felhasznalva e(v) és 1/v szig. konvexitasat, tovibba
e(v) szig. mon. novését, kapjuk, hogy

roa+ 1= 90 =< () =< (45 + 0-95)
< e <i> + (1= XNe (2) = Ar(a) + (1 — \)r(b),

minden A € [0,1] és 0 < a < b esetén, azaz r(v) szigortan konvex a pozitiv
szamegyenesen. Ezért alkalmazhatjuk a Jensen-egyenlStlenséget (lasd pl. [7, 6.1.
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fejezet 1. Tétel?| vagy |4, 17. Integralas: egyenl6tlenségek, 120. o.]), amiért

([ )= ()

ahol egyenlgség csak akkor van, ha v(s) konstans. Mivel r(v) szig. mon. csokke-
né ezért létezik r—! inverze és az is szig. mon. csékkend [8, 5.6.1. Tétel, 56. o.].
Alkalmazzuk ezt az inverz fliggvényt az el6bbi egyenlStlenségre. Azt kapjuk, hogy

(U si) = G ) = (o eveonar).

és egyenlGség csak akkor van, ha v(s) konstans. Vegyilik még észre, hogy (1) miatt a
jobb oldal éppen r~1(1/10) Tehat v(s) valamely rogzitett konstans vy > 0 sebesség
kell legyen, és v kielégiti az r(1/vg) = 1/10 egyenletet, azaz vop = e~ 1(1/10). @

3. A sebesség mint a koronkénti energia fiiggvénye

Az el6z8 részben olyan idedlis képességet tételeztiink fel a futokrol (pontos
energiatartalék-felmérés képessége), ami biologiai lényekrsl lévén szo valoszintleg
sosem teljesiil, legfoljebb a legkivalobbak jol megkozelitik. Igy a kovetkezdkben azt
elemezziik, milyen iramstratégiat valasszunk, ha csak hozzévetélegesen ismerjik a
futéshoz rendelkezésre allo energiatartalékainkat.

Ehhez mar feltételeziink egy konkrétabb osszefliggést a sebesség és a felhasz-
nalando energia kozott. Nevezetesen feltessziik, hogy a v sebesség és a koronként
felhasznalt g egységnyi energia kozott az alabbi Gsszefiiggés all fenn:

o\ L/«

@ Vg =eg”, il )= (5)

ahol ¢ > 0 és «a € (0, 1] rogzitett konstansok. A felhasznalt energia igy szig. mon.
nd a sebesség novekedésével és szigortian konvex fiiggvény, masrészt v(g) definici-
Oja kielégiti azt a tapasztalati tényt, hogy nagyobb energiat befektetve nagyobb a
sebesség (szig. mon. néve) és, hogy nagyobb sebesség esetén ugyanakkora gyorsi-
tashoz tGbb energia kell, mint kisebb sebességrsl (szigortan konkav). [Ha sétalunk
(mondjuk 13,3 perc/km) és elkezdiink kocogni (6-7 perc/km), szinte erslkodés nél-
kiil megy, de 4 perc/km-r6l 3 perc/km-es tempoéra valtani, noha csak 1 perc/km

2 Az idézett helyen a tétel tetszSleges mérték szerinti integralra van kimondva, ezért Riemann-
integralra is érvényes, de a bizonyitast akkor is végigkovethetjiik, ha csak a Riemann-integralt
ismerjiik; egyszerten du helyett irjunk dz-et és az integralas tartomanyéat jelols X-et vegyik egy
[¢, d] intervallumnak.
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az eltérés, mar jelentGs erdGfeszitést igényel és még ha sikeriil is, olimpikonnak kell
lenniink, hogy pl. egy félmaratoni tavon tartsuk ezt az iramot.]

Modelliink persze nem tokéletes, mert az is nyilvanvalé tapasztalat, hogy a
sebesség novelésének egy nagysag utan fiziologiai korlatai vannak (még a csucsfor-
méban 16v6 Usain Bolt? sem futott 100 km /h-val), de ettsl most eltekintiink, mert
fizikai mérések kellenének annak megéllapitasara, hogy pontosan hogyan valik v
korlatossa. Ugyszintén az is igaz, ha v nulldhoz tart, akkor valésagban g(v) nem
nulldhoz, hanem egy pozitiv konstanshoz tart (nyugalmi energiafelhasznalas), de
ezt a konstanst most elhanyagoljuk az egyszertiség kedvéért.

A (2) Osszefiigges a valosagtol nem teljesen elrugaszkodott, ahogy azt a névsor-
ban elérébb helyezkedd szerzé kovetkezs észrevétele is megerdsiti: a

13,3 m
(3) V(d) = d07’08 g
formula, ahol d a versenytav méterben megadott hossza, jo kozelitését adja a vilag-
csucstarto futok (méter/masodperc-ben kifejezett) sebességének (lasd a tablazatot
alabb). A hibak peéldaul kisebbek, mint 0,13 méter /mésodperc, avagy 2%, az 1000,
1500, 5000, 10000 méteres, félmaraton és maraton versenyeknél.

Tav Nev A‘IHQFHTESSE‘Q sﬁj‘;'g; :5 ?r':\'}‘;) E('r‘nﬁ’sef Eltérés %
800 m David Lekuta Rudisha 7,93 7,79 0.1 1,72
1000 m Noah Ngeny 7,58 7,65 -0,08| 0,99
1500 m Hicham El Guerrouj 7,28 7.1 -0,1. 1,75
1 mérfold Hicham El Guerrouj 7,21 7.37| -0,16| 2,15
2000 m Hicham El Guerrouj 7,02] 7.24 -0,2. 3,10
3000 m Daniel Komen 6,81 7,01 -0,20| 2,96
5000 m Kenenisa Bekele 6,60 6,73 -0,1: 1,92
10000 m Kenenisa Bekele 6,34 6,37| -0,03| 0,42
10 km Leonard Patrick Komon 6,23 6,37| -0,1. 2,11
20000 m Haile Gebrselassie 5,91 6,02 -0,12| 1,96
[félmaraton |Zersenay Tadese 6,02 6,00 0,0: 0,43]
25000 m Moses Cheruiyot Mosop 5,75 5,92| -0,16| 2,83
30000 m Moses Cheruiyot Mosop 5,76 5,83 -0,0 1,20
maraton Dennis Kipruto Kimetto 5,72 5,67 0,05| 0,81
100 km [Takahiro Sunada 4,46 5,29 -0,8: 18,67

Tablazat. A tablazat a Nemzetkozi Atlétikai Szovetség (IAAF) 2017.12.20-i hivatalos
adatai alapjan késziilt (https://www.iaaf.org/records/by-category /world-records).
Atlagsebesség: a versenyzd rekordideje alapjan szamolt atlagsebesség.

Képlet szerinti sebesség: a (3) képlet szerint szamolt sebesség.

Eltérés = Atlagsebesség — Képlet szerinti sebesség.

Eltérés% = 100|Atlagsebesség — Képlet szerinti sebesség|/Atlagsebesség.

(A 10000 m-es és a 10 km-es tav kozott az a kiilonbség, hogy az el6bbi 400 m-es
palyan, mig az utobbi utcan zajlo verseny.)

3A cikk frasakor 6 a 100m-es sikfutas vildgcsiicsanak birtokosa, rekordideje 9,58 maéasod-
perc, ami kb. 37,58 km/h-as atlagsebességet jelent. Forras: https://www.iaaf.org/records/by-
category /world-records
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Ha most egy kort 400 méternek tekintiink, akkor 13,3/d%%® = 8,24/(d/400)°:°8,
ezért, ha egységnyi energiank van a versenyre, akkor g = 1/(d/400) lesz az egy
korre juté energia, mert d/400 a korck szama. Igy a ¢ = 8,24 és az a = 0,08
valasztas mutatja, hogy a (2) Osszefliggés jol modellezi a valosagot.

4. Sprintelés az utolsé korben

Tekintslink egy tapasztalt futét, aki hozzavetslegesen jol felbirja becsiilni, hogy
egy adott pillanatban mennyi futasra felhasznélhat6é energiaval rendelkezik még.
Becslését egy az [1/Q, Q] intervallumon egyenletes eloszlasiu E véletlen véaltozonak
tekintjiik (egyenletes eloszlasrol lasd pl. [10, IV.6.§, 171.0.] vagy [4, 11.2. Példa,
72.0.]). Ez azt is jelenti, hogy kb. egységnyi energiaval rendelkezik. A @ > 1 érték
1-hez val6 kozelsége azt fejezi ki, hogy a sportolé mennyire pontosan tudja felmérni
energiatartalékait.

Tovabbra is 10 korre osztjuk a versenyt és feltessziik, hogy az utols6é korben a
futé mar pontosan ismeri a futasra felhasznalhato energiajat, azaz a becslésébdl
szarmaz6 hiba ekkor mar mérési hibahataron kiviil esik.

Legyen ¢ a kordnként felhasznalni tervezett energia az els6 9 korben, vagyis
gn = ¢, n = 1,...,9, ahol ¢ € [1/(10Q),Q/10] az E/10 érték becslése. Ekkor
a futénak az utolso korre g9 = F — 9q energidja fog maradni, amit fel is fog
hasznélni. Vilagos, hogy E = 9¢ + (E — 9q) > 9q, ezért ¢ < E/9. Mivel E
értékét nem ismerjik, még azt a megszoritast is feltessziik, hogy ¢ < 1/(9Q), igy ¢
#4j” értékkészlete [1/(10Q), 1/(9Q))N[1/(10Q), @/10]. [Egyébként, ha versenyzoénk
olyan jol felbecsiili energiajat, hogy @ kisebbnek vehets +/10/3-nal, akkor ez nem
jelent megszoritast, hisz ekkor /10 < 1/(9Q).]

Feltevéseink mellett az els6 9 korben cq®, az utolso korben pedig ¢(E — 9¢)* a
futé sebessége, igy ha v, jeloli a futd sebességét az n-edik korben, akkor a futés
Osszideje

21 1/09 1
) Tq(E)‘;w‘c<qa+<E9q>a)'
Célunk az 6sszid6 minimalizalasa ¢ fiiggvényében. Mivel azonban E véletlen valto-
20, ezért a T, (E) ¢-val paraméterezett mennyiség is a véletlen fiiggvénye, igy T,(E)
minimalizalasa helyett, jobb hijan, annak varhato értékét minimalizaljuk ¢ figgvé-
nyében. Feltevésiink szerint E az [1/Q, Q] intervallumon egyenletes eloszlast, ezért
T,(E) varhato értéke? (Q —1/Q)~" [9, T,(E) dE.

41tt lényegében a Ty(:) fiiggvényt komponaljuk az E véletlen valtozéval, igy T, (E) is véletlen
valtozo, és varhato értékét ugy kapjuk meg, hogy a T, (-) fliggvényt integraljuk az E eloszlasa altal
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41. a=1

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a sebesség és az energia kozti Osszefiiggést
leiré (2) modellben o = 1. (Ez egyébként, mint késébb latni fogjuk, megkaphato
az a < 1 esetekbdl is hataratmenet segitségével.) Ekkor

Q
¢ / T,(E)dE = 9(Q — 1/Q)% +1n(Q — 9¢) — In(1/Q — 9g) =: 1(q).
1/Q q

Mivel ¢(q) és T,(E) varhatoértékének ¢-ban vett minimumbhelye(i) megegyeznek,
elég megkeresniink ¢(¢) minimumhelyé(i)t. Ehhez els§ lépésben megkeressiik

9 9
1/Q—-9¢ Q—9q

zérushelyeit. Egyszerii atrendezés mutatja, hogy a zérushelyek egybeesnek a

£(q) = ~9(Q — 1/Q>qi2 +

1
80q2—9<Q+Q>q+1:0,

egyenlet gyokeivel, azaz

9Q+ &) £ v/B81(Q2 +1/Q2) — 158
160 '

(5) q1,2 =

A 47 aghoz tartozo gyokot, mint konnyen ellendrizhetd, el kell vetniink a ¢ < 1/9Q
feltétel miatt. FEzek utan jelolje go az egyetlen figyelembe vehetd (azaz a .-’
aghoz tartozo) zérushelyet. Egyszerti szamoléassal ellendrizhets, hogy ez 1/10Q
és min(1/9Q, Q/10) koézé esik (ne feledjik, @ > 1), ezért az (1/10Q,1/9Q) N
(1/10Q, 10/Q) halmazon ez az egyetlen hely lehet szélsGértékhely. Ha még figyelem-
be vessziik, hogy t(q) folytonos a (0,1/9Q) intervallumon, és féloldali hatarértékei
a végpontokban
qli%h Ha) = qﬁ(gI%Q)- ta) = +oo,

akkor latjuk, hogy t(q)-nak kell legyen legalabb egy minimumbhelye a (0,1/9Q)
intervallumon. Mivel go-n kiviil mas belsé szélsGértékhely nem lehet, ezért gg mini-
mumbely, s6t az egyetlen minimumbhely a (1/10Q,1/9Q)N(1/10Q, 10/Q) halmazon.
Ezzel azt is belattuk, hogy t(q) szigortian csékkend a (0, go] intervallumon és szi-
gornan névekeds a [go, 1/(9Q)) intervallumon, ezért az optimalis energia az elsG 9
korben valoban qq.

generalt mérték szerint, azaz egy Stieltjes-integralrol van szé. [4, 16. fejezet, Transzforméaciotétel,
114. o., tovabba lasd még 19. és 20. fejezetek]
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Osszegezve, ha a versenyz6 ugy becsiili a verseny kezdetekor, hogy a futashoz
felhasznalhato energia mennyisége valahol 1/@Q és @ kozott helyezkedik el egyenletes
eloszlas szerint, akkor az els§ 9 korben koronként gg energiat kell felhasznalnia
(pontosabban a koronként felhasznalt energia mennyiségének varhato értéke gg kell
legyen), amit a (2) formula szerint tigy érhet el, ha cqp (varhato értéki) sebességgel
fut.

Habéar (5) ,,—” 4ga pontosan megadja qo értékét, keresiink egy egyszert kozelits
megoldast is. E célbol a Q) értéket 1 + e alakban irjuk fel, azaz @ = 1+ €. Vegyiik
észre, hogy ekkor 1/Q ~ 1—e+€?, Q% = 14+2e+¢%,1/Q* = 1-2c— 2+ (2e+€2)? ~

1 — 2+ 3€2. Igy
9(2 + €%) — \/4(1 + 81€2)

0~ 160 :

Tekintve, hogy v/1 + € &~ 1 + €/2, azt kapjuk, hogy

9(2 + €2) — 2(1 + 81€2/2 1 9
(6) qo ~ ( ) ( /) 72-

160 10 20°

Az els§ kilenc korben tehat a ¢(1/10 — 9¢/20) érték egy jo kozelitése az optimalis
sebességnek.

Mit mondhatunk az utolsé korrsl? Verseny kezdetén csak annyit tudunk, hogy
arra E — 9qq energia marad, igy azt ¢(E — 9qp) sebességgel lehet a leggyorsabban
lefutni. Feltevésiink szerint ennek pontos értéke az aktualis verseny tizedik korének
kezdetekor ugyan kideriil, de a mi szempontunkbo6l egy véletlen véltozo, igy, jobb
hijan, a varhato értékét adjuk meg. Mivel E varhato értéke (pongyolan atlaga)
(Q+1/Q)/2 ~ 1+ €?/2, ezért a tizedik kor optimalis sebességének varhato értéke
c(1+€2/2 —9q0) =~ c(1 + €2/2 — 9/10 + 81€%/20) = ¢(1/10 + 91€%/20), vagyis a
versenyzének varhatéan hajréznia kell az utolsé kdérben.

Hanyszor gyorsabb az utolsé korben alkalmazandé sebesség varhatod értéke a
korabbi korok ajanlott optimalis sebességnél? A valasz eddigi szamolésaink szerint
jo kozelitéssel a kovetkezd:

1 91 2 91 2
= + 5= 1+ 5 91 9
110 29062 — 362 ~ (1+ 62) <1+ 62> ~ 1+ 50€2.
0206 17 3¢€ 2 2

Ha példaul @ = 1,05 (e = 0,05), a fenti hanyados koriilbeliil 1, 13.

42. v € (0,1)

Ismét a (4) altalanos alakbol indulunk ki, és most azt tessziik fel, hogy « € (0,1).
Megint keressiik azt a g értéket, ami minimalizalja T,(E) varhato értékét. Ezt
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hasonléan hatarozzuk meg, mint az el6bb: kiindulunk a ¢ ffo T,(E) dE integralbol
és azt q szerint derivaljuk:

(Q—-99)' ™ (1/Q—99)'

c/Q T(E)dE—9(Q—1/Q)i+ - =:t(q)
o ! - @ 1-a l—a

(7) t'(q) = —9a(Q — 1/Q)g™ ™ = 9(Q — 9¢)"* + 9(1/Q — 9¢)~*.

Sajnos jelen esetben (o < 1) lehetetlen megoldani a t'(q) = 0 egyenletet, igy egy
kozelité megoldéast keresiink. Ahogyan korabban is tettiik, legyen Q = 1 + €. Az
a =1 eset alapjan (lasd (6)) qo kozelitését
1

8 — —dé? =:
(8) o € =a
alakban végezziik. Mint latni fogjuk, ez a forma eredményre fog vezetni.

Idézziik fel az (1 + z)? alaki kifejezések binomialis sorfejtését [8, 31.2. fejezet,
397.0.]:

(1 +x)ﬁ = i
=

0

BN k B _BB-1)(B—-2)-...-(B-k+1)
( i x", ahol B = I
Ez alapjan az (1+x)~® fliggvényt ugy kozelitjiik, hogy binomialis sorabol elhagyjuk
a harmadnal nagyobb foka tagokat (azért hagyjuk még meg a harmadfoku tagot,
mert az e-t6l nem fiiggs ill. az e-t6l linearisan vagy kvadratikusan fiiggs tagok ki
fognak esni):

(1+a)™*~1+ <_1a>:v + (_;) x? + <_3a) a3

ala+ 1)332 _afat1)(a+ 2):53

ha x ~ 0.
5 5 , hax=0

=1—ax+

Minthogy 1/Q ~ 1 — e + €2 — €3, igy

9) Q—-1/Q~2—é*+6.

Az (14 2)~17 binomiélis sorfejtésébdl elhagyva az elsénél nagyobb foki tagokat,
és x helyébe (—10de?)-et helyettesitve adodik, hogy

1 —1l—a
¢ = <10 - d62> =10""(1 — 10de*) =1~

~ 10M(1 — (=1 — )10de?).

(10)
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Ugyanakkor (8) alapjan

1 —x
9(Q—-99) =9 (10 +e+ 9d€2> =9-10%(1 4 10(e + 9de?)) ™

1
+ 2O D 0 4+ 9de2)?

_ala+1)(a+2)
6

~9-10¢ (1 — a10(e + 9de?)
1000(e + 9de2)3),
és

1 —« 1 . —Q
=9-10%(1 4 10[—€ + (1 + 9d)e* — €°])

~9-10¢ (1 —al0[—€+ (14 9d)e* — €%
ala+1)

2
~afa+1)(a+2)
6

100[—¢ + (1 + 9d)e* — €%]?
1000[—e€ + (1 + 9d)e® — 63]3).

Térjiink vissza a t'(q) = 0 egyenlethez, amit, mint emlitettiik, most nem tudunk
analitikusan megoldani. Ezért a t'(q) kifejezésben a megfelels részkifejezéseket
rendre cseréljiik le a (9)-ben, a (10)-ben, a 9(Q — 9¢) *-ra, ill. a 9(1/Q — 9¢)~*-
ra kapott kozelitésekkel, és az igy nyert most méar d-t6l és e-to6l fiiggs egyenletet
oldjuk meg d-re. A szédmolas soran (miutéan elhanyagoljuk a negyed és magasabb
foku tagokat) kiesnek az e-t6l nem fiiggs, ill. az e-tél linedrisan és négyzetesen
fliggs tagok, igy végiil a

10* M a(a + 1)[—1800d + 300(cr + 2) — 90]e* = 0

egyenlethez jutunk, amibdl mar kénnyen kapjuk, hogy

10 + 17
d=—""C
60

Ezt visszahelyettesitve (8)-ba, a kovetkezd kozelitést nyerjiik:

1 100 +17 ,
— €.

D107 60

Vegyiik észre, hogy ez az a = 1 esetnek is megfelel, mert « helyébe 1-et irva tjra
megkapjuk (6)-ot. Végiil, mivel a € (0, 1], adodik, hogy d € (17/60, 27/60].
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5. Ha pontosan tudjuk az energiat

Ismét tételezziink {6l egy olyan idealis futot, aki mindig pontosan tudja, hogy
mennyi energiaja van még futasra. Azonban gy hataroz, hogy kicsit lassabban fut,
mint amit a rendelkezésére all6 energidhoz tartozé optimalis sebesség megengedne.

Tegyiik fel tovabbra is, hogy a sebesség és a rendelkezésiinkre all6 energia kozti
kapcsolatot (2) irja le, amelyben a-t most 1-nek valasztjuk. Tehat, ha egy kor
lefutasara g egységnyi energiat hasznalunk fel, akkor sebességiink cg.

Jelolje E(s) az atléta futasra felhasznalhat6 energiatartalékat, ha a 10 ,koros”
versenybdl még s kornyi van hatra, s tehat a (0,10] intervallum eleme. Feltehe-
t6, hogy a futo kezdd pillanatbeli energidjat tekintjiik egységnyi energianak, azaz
E(10) = 1. Kezdetben tehat 1/10 egységnyi energia jut egy korre. Igy, ha a ver-
senyz6 a rendelkezésére 4ll6 energiamennyiség mellett a lehetd legrovidebb id6 alatt
szeretné lefutni a 10 kort és igaz a v(g) = cg Osszefliggés, akkor a ,,Az egyenletes
futas stratégiaja’ cimd rész szerint végig ¢/10 sebességgel kéne futnia. Ugyanigy
lathato, ha a futonak pontosan E(s) energiaja van még s kornyire a céltol, és ezért
ekkor egy korre E(s)/s energia jutna, akkor a verseny befejezéshez, a v = cE(s)/s
konstans sebesség lenne az optimalis. Azonban a futé valamiért tgy viselkedik,
mintha F(s)/f energidja lenne, ahol § egy rogzitett pozitiv szam (példaul, ha
B > 1, azt Ovatossagnak, tartalékolasnak értelmezhetjiik). Tempojat ehhez igazit-
ja, sebessége ezért

(11) v(s) = cE(s)/(Bs)

lesz.
Figyeljiik meg, mi torténik, mikézben a céltol s kornyire 1évs futod egy kis As > 0
kornyit halad és ezért mar csak s — As kore lesz hatra! A futé ezalatt kozelitSleg

E(s)
A
Bs
egységnyi energiat hasznal fel energiatartalékabol, vagyis
E
E(s) — E(s — As) ~ ;S)As
s

Ha most mindkét oldalt elosztjuk As-el és As-t 0-hoz tartatjuk, akkor E(10) = 1
kezdeti érték feltétel mellett a kévetkezd

B(s)

E/(S): Bs )

s € (0,10],
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szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlethez (lasd pl. [8, 15.2. fejezet, 208.0.])
jutunk. Osztva E(s)-sel, majd so-t6l 10-ig integralva, azt kapjuk, hogy
10 g 10

E 1 1

(5) ds = —ds=—(In10 — Insy).

S0 E(S) So ﬂs /B
Fejezziik ki ebbdl E(sg)-t, felhasznalva, hogy E(10) = 1, és ennél fogva In E(10) =
0. Lecserélve az sg valtozot az s valtozora, nyerjiik, hogy

In E£(10) —In E(sg) =

E(s) = (%)w, s € [0,10].

Ha most ezt behelyettesitjiik (11)-be, akkor a kovetkezs sszefliggésre jutunk:

E(s) c .1 1
V(S) = CW = B].O / 8171/57 s € [0, 10]

Elemezziik az energiara és a sebességre imént kapott formulakat:

e Ha 8 = 1, azaz a fut6 nem ovatos, akkor v(s) = ¢/10, tehat az optimalis
stratégiahoz tartozo egyenletes sebességgel fog futni.

e Mivel F(0) = 0, modelliink azt mondja, hogy még ha 8 nagyobb is mint 1,
a futo akkor is felhasznalja minden energiajat. Sebessége végtelenhez tart
ahogy kozelit a célhoz (azaz s — 07), vagyis a verseny végén sprintelni fog.

e Ha 8 < 1, azaz a futd nem hogy nem o6vatos, hanem tgy fut, mintha tébblet
energiaval rendelkezne, akkor fenti meggondolasunk szerint a futé bar befe-
jezi a versenyt, de a végére nagyon lelassul. A fut6é pedig verseny utan ugy
panaszkodik fut6 ismeréseinek, hogy elfutotta magét.

6. Egy folytonos stratégia

Ebben a részben egy olyan atlétat tételeziink fel, aki folyamatosan becsiili a futas-
ra még felhasznalhaté energiatartalékat és ez alapjan alakitja ki sebességprofiljat.
Mindig ugy alakitja sebességét, hogy az pont a becsiilt energiatartalékhoz tartozo
optimalis sebesség legyen. Még az utolso korben is csak becsiil, de a becslések egyre
jobbak lesznek, mert feltételezziik, hogy becslés relativ hibaja® allando.

Az energia és a sebesség kozott tovabbra is a (2) Osszefliggést tessziik fel o = 1
valasztassal. Ugyancsak az eddigi jelolésnek megfelelen E(s) jeloli a még fel-
hasznalhato energia mennyiségét, ha s € [0, 10] tavolsag (kor) van még hatra. A

5Tegyiik fel, hogy egy mennyiség pontos értéke m # 0, a becsiilt értéke b, akkor a becslés
relativ hibaja |m — b|/|m/|, tehat a relativ hiba megadja, hogy az abszolat hiba hogyan viszonyul
a becsiilend6 mennyiséghez (lasd pl. [3, 2.1. fejezet, 5.0.]).



Miért hagriznak a hossziutav futok? 49

futo sajat energiatartalékdra vonatkozo becslését jelolje F'(s) és tegyiik fel, hogy
a becslés relativ hibdja @ — 1, ahol @ egy 1-nél nagyobb rogzitett szam. Ennek
megfelelSen E(s) és F(s) kozott a kovetkezd kapcesolat all fenn:

1
(12) éF(S) < E(s) < QF(s).
(A relativ hiba definici6ja szerint a fels§ becslésnek valojaban F(s)/(2 — @)-nak
kéne lennie, de ett6l a pongyolasagtol most eltekintiink, mert ha @ kozel van 1-hez,
akkor 1/(2 — Q) =~ @Q.) A relativ hiba allandosiga mellet még azt is feltessziik,
hogy a becslésben elkévetett hiba is alland6, azaz

E(s) = qF(s),

valamilyen s-t6] fiiggetlen rogzitett ¢ € [1/Q, Q] érték mellett. Azt is tudjuk g¢-rdl,
hogy a futé szaméra minden egyes versenyen egyenletes eloszlast kovetve véletlen-
szertden keriil ki az 1/Q és @ kozotti szamok koztil.

A fut6 tudataban van a (12) egyenletnek, ezért korrigalando tévedését, ugy fut,
mintha zF(s) lenne az energiatartaléka (ahol z € [1/Q, Q] az 6 valasztasa), nem
pedig F'(s). Ezzel az a célja, hogy minimalizalja a futas varhato idejét. A sebessé-
gét mindig agy valtoztatja ezért, hogy az éppen a korrigalt 2F(s) energiatartalék
becsléshez tartozo optimalis sebesség legyen, azaz (2) szerint

(13) v(s)=c¢ "

lesz a sebessége. A tovabbiakban meghatarozzuk z optimalis értékét, azaz azt az
értéket, amely mellett minimalis lesz a futas varhaté ideje.

Kovetve az el6z6 rész logikajat, az E'(s) = zF(s)/s szétvalaszthato valtozo-
ju differencidlegyenlethez jutunk. Felhasznéalva az E(s) = qF(s) Osszefiiggést, az
alabbi kezdeti érték problémét kapjuk:

Fls)==_=, F0)=1,

melynek megoldasa F(s) = (s/10)*/9, s € [0,10]. Ebbs] pedig
_ < z/q—1
(14) v(s) = Tge7a® , s€][0,10].

A futo ideje (feltéve, hogy z/q < 2, ami igaz, ha Q < v/2 ~ 1.41)

= 50— +

T:(q) = (s) T 2—z/qlo ez c(2q-2)

/10 1 10%/9 g2—2/4 |10 1 50
o V
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igy a q véletlen valtozora nézve a varhato ideje

1 Q 1 1 2

Ennek a kifejezésnek keressiik a minimumbhelyeit z-ben. Ezek nyilvin ugyanazok,

mint a

#(2) :—c/jQT() q—50<QQ>i+251n(2Qz)25ln(;z>

kifejezés minimumbhelyei (ugyanis csak (Q —1/Q)c-vel szoroztuk be (15)-6t). Ehhez
hatarozzuk meg a

+ =
22 2Q -z %—z

t’(z):—50<Q—22> 1 25 25

egyenlet zérushelyeit. Ha beszorzunk 22(2Q — 2)(2/Q — z)-vel, majd elvégezziik a
megfelel6 z hatvanyok csoportositasat, a kovetkezs els6foku egyenlethez jutunk:

—200(@—22)“00(@—22) <Q+é>z:0,

2
(16) #= gag <1/e.a

melybdl

egyszeriien adodik. Koénnyt ellendrizni, hogy ez az érték tényleg optimalis. Tehét
a futonak gy kell futnia, mintha energiaja 2F(s)/(Q + 1/Q) lenne. Vegytiik észre,
hogy az F(s) érték éppen az F(s)/Q also korlat és a QF(s) fels6 korlat geometriai
kézepe, mig az optimalis 2F(s)/(Q + 1/Q) érték pedig a harmonikus kézepe.

Behelyettesitve (13)-ba a z-re imént talalt optimalis 2/(Q + 1/Q) értéket, kap-
juk, hogy az optimaélis stratégiat kbvets futd sebessége

2 F(s)
Q+g

v(s)=¢c ,

ahol F'(s) ismert a futo szaméra. Masrészt (14)-be helyettesitve, az optimalis
sebességre az is adodik, hogy

2

v(s) = cisz/q_l7 ahol z = T
Q+g

10%/4a

)
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viszont ¢ € [1/Q, Q] nem ismert a futé szamara. Ebbgl a formulabol azt olvashatjuk
ki, hogy a futd akkor és csak akkor sprintel a verseny végén, ha z/q < 1, azaz, ha
¢ nagyobb, mint 1/Q és @ harmonikus kozepe.

Latszolag (16) tokéletes megoldéasa a probléméanknak, de valojaban ennél sokkal
jobb valasz is adhaté. Hogyan? ElGszor a futé valaszt egy z értéket, példaul z = 1,
és megoldja a fenti differencidlegyenletet. Azt kapja, hogy

F(s) = (%)1/«1, s € [0,10].

Azutan fut egy kis tavot, példaul 0.01 egységet, és megbecsiili, hogy mennyi ener-
giatartaléka van még. Ez lesz F(9.99). Végiil megoldja az

9.99) "/
Froan - (22
egyenletet g-ra, és kiszamolja, hogy az energidja E(9.99) = ¢F(9.99). Ezt az
egzakt energiaértéket hasznalja, hogy befejezze a futast cF(9.99)/9.99 egyenletes
sebességgel.

Kovetkezésképpen azzal az érdekes megéllapitéassal fejezziik be cikkiinket, hogy
ha a futo képes tgy felbecsiilni futasra felhasznalhato energiatartalékat, hogy min-
dig ugyanazt a relativ hibat véti a becslés soran — legalabbis a futas legelején, akkor
arra is képes, hogy megmondja egzakt energiaszintjét, miutdn még csak 0.01 egy-
séget futott. Ezzel pedig gyakorlatilag eléri, hogy optimalis sebességgel fussa le az
egész tavot.
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