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A rimek kombinatorikaja
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1. Koltészet és kombinatorika

Carl Friedrich Gauss sokszor idézett gondolata szerint ,A matematika a tudomd-
nyok kirdlyndje, és a matematika kirdlyndje a szdmelmélet.” Ezt Eric Temple Bell
[1] azzal egészitette ki, hogy ,4 matematika a tudomdnyok kirdlyndje és szolgdlo-
lednya.” Ez a mondat tomoren és koltSien fogalmazza meg azt a kozismert tényt,
hogy a természettudomanyok mindegyike alkalmazza a matematika eredményeit,
ugyanakkor a biologia, a fizika, a foldrajz, a kémia, a csillagaszat rendszeresen fogal-
maznak meg 4j problémékat is a matematika szamara. Hasonl6an nélkiilézhetetlen
a matematika az informatikaban, a kozgazdasagtanban, a miiszaki tudoményokban,
de még a nyelvészet bizonyos teriiletein is.

Mindezek mellett széles korben ismertek a képzémiivészet vagy a zenemiivé-
szet matematikai vonatkozésai, az irodalommal valé kapcsolat azonban méar sokkal
kevésbé nyilvanvalé. Ebben az frasban a koltészet és a kombinatorika meglepGen
sokrétii kapcsolatat jarjuk korbe, kiemelten foglalkozva egy, a rimek vizsgalatabol
szarmaz6 kombinatorikai probléméval.

Magara a kombinatorikara vonatkozo, a fentiekhez hasonlo, szélloigeszerd idé-
zetrél nincs tudomasunk, de egy kombinatorikdhoz sorolhaté tételrsl koltemény
is sziiletett. A binomialis tétel ugyanis a cimadoja és a targya Fernando Pessoa
portugél kolt6 A Newton-féle cimt (eredeti cime: O bindmio de Newton) révid
versének, mely szerint (Somlyé Gyorgy forditasaban [13], [14])

»A Newton-féle binomidlis ugyanolyan szép, mint a Miloi Vénusz.
Legfeljebb kevesen vesznek réla tudomdst.”

*A dolgozat az OTKA 115479 palyazat és az Emberi Eréforrasok Minisztériuma UNKP-17-4
kodszami Uj Nemzeti Kivalosag Programjanak tamogatésaval késziilt.
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A kombinatorika azonban nemcsak témét, hanem bizonyos versek esetén szer-
kesztési elvet is szolgaltat a koltészet szamara. Erre kivalo példa Weores Sandor
Téma és varidciok cimd miive, melynek els6 sora ,,Ma szép nap van, csupa sugdrzds,
futkosnak a kutydk az drokszélen és mindenki remekil télti az idét, még a rabkocsi-
bol is nota hangzik.”, amit a mondatbeli szotovek kiilonb6z6 permutacioiként adoédod
tovabbi 11 verssor kévet. Wedres Sandor kombinatorikus koélteményeinek részletes
elemzését adta Keszei Erng [10], beleértve ezt a verset is.

Ebben a kategoridban érdemes még megemliteni Raymond Queneau Cent mil-
le milliards de poémes cimd (magyarul: Szdzezer millidrd kéltemény) alkotasat.
Nyomtatott valtozatanak tiz lapjara egy-egy (14 soros) szonett keriilt. A szoveget
ugy szedték, a lapokat pedig ugy kototték, hogy az azonos sorszamiu sorok pon-
tosan egymas ala keriiljenek, majd a lapokat soronként csikokra vagtak. Igy az
olvasé a verssorokat szabadon vélaszthatja ki, ezéltal a létrehozhat6 szonettek sza-
ma 10, ami messze meghaladja az egy emberélet alatt elolvashaté mennyiséget.
Azdta természetesen elkésziilt a mi elektronikus verzidja is. Az ilyen jellegii kom-
binatorikus, valamint az ebbdl kinévs szamitogépes versalkotasrol példaul Nador
Zsofia [11] tanulmanyaban vagy Papp Tibor [12] konyvében olvashatunk.

Ugyanakkor nem csak a koltészet merit a kombinatorikaboél, ennek forditottjara
is taldlunk példat. Lewis Carroll (valodi nevén Charles Lutwidge Dodgson, aki ma-
tematikus is volt) The Hunting of the Snark cimt abszurd elbeszéls kolteményének
szerepldi egy kiilonleges, nehezen fellelhetd 1ényre vadasznak. Legaldbb ennyire ne-
héz olyan egyszert, Osszefliggs grafokat taldlni, melyek barmely éliik torlése utan is
Osszefiigg6k maradnak, minden cstcsuk fokszama harom, és éleik nem szinezheték
gy harom szinnel, hogy mindegyik cstcsboél induljon mindharom szinii él, ezért
nevezte el ezeket Martin Gardner [7] a mi alapjan. Mivel harom magyar forditas
is ismert, Rakovszky Zsuzsaé [2], Mann Lajosé [3], [4], valamint Jénai Zs. Balazs
amatér koltéé [5], igy ennek valasztasatol fliggen magyarul hivhatjuk az ilyen
grafokat sarkoknak, snyarkoknak vagy sznarkoknak. Erdekesség, hogy ezeknek a
grafoknak a sikbarajzolhatosaga a négyszintétellel van szoros kapcsolatban.

2. Rimképletek szama

A koltészetben fontos szerepet jatszanak a rimek, egy versen vagy versszakon be-
lil a rimszerkezetet pedig a rimképlettel lehet leirni. A Magyar értelmezd kézi-
szotar megfogalmazasaban a rim: Azonos vagy rokon hangzasu szavak, szotagok
Osszecsengése ritmikai szakaszok, kiilonbozd verssorok végén; a rimképlet: A rimek
soronkénti elhelyezését azonos betiikkel szemléltets képlet.

Két rimképletet akkor tekintiink azonosnak, ha ugyanazt a rimszerkezetet irjak
le, pontosabban, ha ugyanolyan hossztusaguak, és az egyikben két betd pontosan
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akkor egyezik meg, ha a megfelel6 sorszamu betiik a masikban is megegyeznek.
JellemzGen valamely abécé els6 néhany betijét hasznaljuk, a rimképleten beliili
els6 elsfordulasuk pedig az abécésorrendet koveti. Igy példaul az ABCB, a BCAC
és a ZSBS rimképletek nem szamitanak kiillonb6zének, de leginkabb az els6 alakot
hasznaljuk.

Az egyik tipikus versformatum a négysoros, a leggyakoribb 4 soros rimszerke-
zetek nevet is kaptak: példaul AAAA a bokorrim, AABB a paros rim, ABAB a
keresztrim, ABBA az 6lelkez6 rim, AABA a visszatérs rim, ABCB a félrim rim-
képlete.

Itt el is érkeztiink a koltészet és a kombinatorika tGjabb lehetséges kapcsolaté-
hoz, hiszen a kiilonb6z6 rimképletek Gsszeszamolésa egy vildgosan megfogalmaz-
hat6 kombinatorikai feladat. A tovabbiakban az Osszes, valamint az ilyen-olyan
megszoritasoknak eleget tevd rimképletek szaménak vizsgalataval foglalkozunk.

Miel6tt azonban ehhez hozzafognéank, felsoroljuk az Osszes legfeljebb 5 soros
rimképletet. (A fels6 indexekben szerepls jeloléseknek késsbb lesz jelentGségiik,
azokat majd a megfelel§ helyen magyarazzuk meg.)

Az egyetlen 1 soros rimképlet az A.

2 soros rimképletek:

AA*cf AB/ocf
3 soros rimképletek:
AAA*  AABY ABA’® ABBY ABC/e

4 soros rimképletek:

AAAA*  AABB*! ABAB®* ABBB® ABCB™°
AAAB®  AABC ABAC® ABBC ABCC
AABA® ABAA°® ABBA* ABCA® ABCD’

5 soros rimképletek:

AAAAA* AABCA® ABACB® ABBCB¢ ABCBD’*®
AAAAB® AABCB® ABACC¢ ABBCCY  ABCCA®
AAABA®  AABCC ABACD’*® ABBCD® ABCCB®
AAABB* AABCD® ABBAA* ABCAA® ABCCC*
AAABC® ABAAA° ABBAB* ABCAB®  ABCCD
AABAA® ABAAB* ABBAC® ABCAC™®  ABCDA’
AABAB* ABAAC® ABBBA* ABCAD*® ABCDB’*®
AABAC® ABABA’* ABBBB° ABCBA’®  ABCDC’*°
AABBA*® ABABB* ABBBC¢ ABCBB¢ ABCDD
AABBB** ABABC’® ABBCA°® ABCBC’®  ABCDE"™
AABBC*  ABACA’
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Osszes rimképletek szama. Jelolje az Osszes n soros rimképletek szaméat B,
(n > 1). A kovetkezd tablazatban az elsé néhany bejegyzés a fenti felsorolasok
alapjan adodik. A tovabbiak is megkaphatok hosszadalmas kézi vagy szamitogépes
gytijtéssel, de le fogunk vezetni egy olyan képletet, melynek segitségével a soron
kovetkezs érték kiszamolhato a korabbiak ismeretében.

n | 1]12(3] 415 6 7 8 9 10
B, |1|2]|5]|15]| 52| 203 | 877 | 4140 | 21147 | 115975

A tovabbi vizsgalodéasainkhoz sziikséges lesz olyan rimképleteket is Gsszeszamol-
nunk, amelyekben adott szamu kiilénbozéféle betti szerepel. Legyen ezért S(n, k)
az n soros rimképletek szama k-féle bettivel (n,k > 1, k < n). Ekkor vilagos, hogy

S(n,1)+Sn,2)+...+Sn,n)=B, (n>1).

Azonnal adodik, hogy S(n,1) = 1 (n > 1), hiszen egyetlen rimképlet van, amely-
ben minden bett azonos (AAA...), és hasonloan konnyd latni, hogy S(n,n) =1
(n > 1), mivel egyetlen rimképletben kiilonb6z6 az osszes bett (ABC... ).

Egy fokkal érdekesebb igazolni, hogy S(n,2) = 2"~! —1 (n > 2). Ezt abbol
kaphatjuk, hogy egy n soros, 2-féle betiit tartalmazo6 rimképlet elsé bettije A, utana
a tobbi n — 1 betii 2-féle lehet (A vagy B), de nem lehet mindegyik A.

Utolsoként az S(n,n — 1) = (3) (n > 2) értékre adunk magyardzatot. Itt
ugyanis egyszeriien azt kell kivalasztanunk, hogy az n darab sorbdol melyik legyen
az a kettd, melyek rimelnek.

Az utobb bevezetett szamok hasznalatanak az az elénye, hogy az n,k > 2,
k < n —1 feltételek mellett az S(n,k) szamot ki tudjuk fejezni két n — 1 soros
érték segitségével. Egy n soros k-féle betiit tartalmazéd rimképlet ugyanis kétféle
lehet: ha az utols6 sor nem rimel semelyik masik sorral, akkor az els§ n — 1 sorhoz
tartozo rimkeéplet (k — 1)-féle bettit tartalmaz, az n-edik sor jelolésére pedig egy 1j
bettit hasznalunk; ha pedig az utolsé sor rimel legalabb egy korabbi sorral, akkor
az elsé n — 1 sor k-féle betiit tartalmaz6 rimképlettel irhat6 le, majd meg kell még
mondanunk, hogy ebbdl a k-féle bet(ib6l melyik szerepel az n-edik helyen. Ezek
alapjan azt kaptuk, hogy

S(n,k)=8Sn—1,k—1)+kS(n—1,k) (n,k>2k<n-—1).

Térjiink vissza az Osszes n soros rimképletek szamanak vizsgalatahoz (n > 2).
Tegyiik fel, hogy az utolso sor j darab méasik sorral rimel (0 < j < n — 1), ezeket
(";1)—féleképpen valaszthatjuk ki. Tovabba 0 < j < n — 2 esetén az elhagyasuk
utdn megmaradé n — 1 — j sor altal meghatarozott rimképlet B, _;_;-féle lehet,
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az elején kivalasztott j darab sort az utolsé sorral egyiitt pedig egyszertien egy j
betiit felhasznélva jeloljiik el. Ebbél a gondolatmenetbdl adodik, hogy

n—1 n—1 n—1 n—1
= > 2).
Bn < 0 )Bn1+< 1 )Bn2+ +<TL—2>Bl+(n—1) (77/72)

Nemszomszédos rimképletek szama. Egy rimképletet akkor neveziink nemszom-
szédosnak, ha szomszédos sorok nem rimelnek. Legyen az n soros nemszomszédos
rimképletek szama B!, (n > 2), az n soros nemszomszédos rimképletek szama k-féle
bettivel pedig S'(n, k) (n > 2, k> 1, k <n).

Nyilvanvalo, hogy S’(n,1) = 0 (n > 2), mivel egy legalabb 2 soros nemszom-
szédos rimképlet megadasahoz legalabb 2-féle beti sziikséges.

A legfeljebb 5 soros rimképletek felsorolasanal a nemszomszédosakat vesszével
jeloltiik meg. Ebbdl kiindulva elkészithetd a kovetkezs tablazat.

n |[2|3[4] 5|6 7 8 9 10
B, |1]|2]5| 15| 52| 203 | 877 | 4140 | 21147

Eszrevehetjiik, hogy ezek az értékek megegyeznek a korabbi tablazatban sze-
replSkkel, annyi eltéréssel, hogy a sorszamok 1-gyel el vannak tolva. Ahhoz, hogy
ezt igazolni tudjuk, elGszor n szerinti teljes indukcioval belatjuk, hogy

S'(n,k)=Sn—-1,k—1) (nk>2k<n).

n = 2 esetén egyszerden kapjuk, hogy 5'(2,2) =1 = S(1,1). Ezutan tegyiik
fel, hogy n > 2 esetén igaz az allitas, majd bizonyitsunk (n + 1)-re:

k=2re S'(n+1,2) = 1= S(n,1), mivel egyetlen nemszomszédos rimképlet
tartalmaz 2-féle betiit, amelyben a betiik valtakozva szerepelnek (ABAB...). Még
koénnyebben kapjuk k = n + 1-re, hogy S’'(n+ 1,n+ 1) =1 = S(n,n).

Végiil 2 < k <n —1 esetén egy n + 1 soros (k + 1)-féle betiit tartalmazd nem-
szomszédos rimképlet kétféle lehet: ha az utolsé sor nem rimel korabbi sorral, akkor
az els6 n sor k-féle bettibdl allo6 nemszomszédos rimképletéhez kell még hozzavenni
egy 1j betiit; ha pedig az utols6 sor rimel valamelyik mésik sorral vagy sorokkal,
akkor az elsg n sor (k + 1)-féle bettit tartalmaz6 nemszomszédos rimképletet alkot,
az n-edik sort jelols betd pedig az (n — 1)-edik sor bettje kivételével barmelyik
masik, azaz k-féle lehet. Innen az indukcioés feltevést is felhasznalva méar adodik,

hogy
S'(n+1,k+1)=S5"(n,k)+kS (n,k+1)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) = S(n, k).
Ebbdl pedig azonnal kévetkezik, hogy

B, =B,., (n>2),
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hiszen
B, =S (n,1)+S5'(n,2)+...+5 (n,n) = 0+S(n—1,1)+...+S(n—1,n—1) = B,_1.

Ciklikusan nemszomszédos és teljesen rimel6 rimképletek szama. Egy rimkép-
letet akkor neveziink ciklikusan nemszomszédosnak, ha nemszomszédos és az els6
sor nem rimel az utols6é sorral. Tovabba egy rimképletet akkor hivunk teljesen
rimel6nek, ha minden sor rimel legalabb egy masik sorral. Jeldlje az n soros cikli-
kusan nemszomszédos rimképletek szamat By (n > 2), az n soros teljesen rimels
rimképletek szamat pedig B} (n > 2).

A korabbi felsorolasnal a ciklikusan nemszomszédos rimképleteket korrel, a tel-
jesen rimeldket csillaggal jeloltiikk meg. Szamukat a kdvetkez6 tablazatban foglaljuk
Ossze.

n 2134|516 7 8 9 10
By, By |1 1]4]11| 41| 162 | 715 | 3425 | 17722

Erdekes, hogy a két sorozat egybeesik, s6t kicsit alaposabb vizsgalattal azt
is megfigyelhetjiik, hogy ha két szomszédos értéket Osszeadunk, akkor Osszegként
éppen a korabbi tablazatokban szerepld szamok adodnak. Most ezt fogjuk bizonyi-
tani.

Vegyiink egy n soros nemszomszédos rimképletet (n > 3). Ha ennek elsg és
utolsd sora nem rimel, akkor ez egy n soros ciklikusan nemszomszédos rimképlet.
Ha viszont rimel az els6 és az utolso sor, akkor az els6 n — 1 sor alkot ciklikusan
nemszomszédos rimképletet. Tehéat

BS+B., ,=B,=B,_1 (n>3).

Maésrészt n > 3 esetén az n soros teljesen rimel6 rimképleteket kolcsondsen
egyértelmi modon meg tudjuk feleltetni az n — 1 soros nem teljesen rimeld rim-
képleteknek: kiindulva ugyanis egy n soros teljesen rimels rimképletbdl, hagyjuk el
az utolso sort, a vele rimeld sorokat jelols bettiket pedig cseréljiik ki kiilonb6z6 1j
bettikre; forditva pedig, ha van egy n — 1 soros nem teljesen rimels rimképletiink,
akkor a méas sorral nem rimel§ sorok bettjelét cseréljiik ki egy 1j, azonos bettre,
és ugyanezt a bet(t irjuk az n-edik helyre is. Ebb6l adéddéan B} = B,_1 — B}:_;,
azaz

B:+B:;_1 :Bn—l (n23)
Ezekbdl pedig mar egyszert teljes indukciés gondolatmenettel kdvetkezik, hogy
B, =B (n>2).
Megjegyezziik, hogy a korabban latottakhoz hasonléan, értelemszertien beve-

zethetnénk az S°(n, k) és S*(n, k) szamokat is (n > 2, k > 1, k < n), a most bizo-
nyitott By = B} azonossaggal ellentétben azonban altalaban S°(n, k) # S*(n, k).
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Nemkeresztezé rimképletek szama. Egy rimképletet akkor hivunk nemkereszte-
z6nek, ha nincsenek keresztezs rimparok, azaz nem valaszthato ki négy (nem feltét-
leniil egymaést kovetd) sor tgy, hogy koziilik az els rimel a harmadikkal, a méasodik
pedig a negyedikkel. Az n soros nemkeresztezd rimképletek szaméra a C,, (n > 1)
jelolést hasznaljuk.

A nemkeresztez6 rimképletek megjelolésére a c fels6 indexet hasznaltuk, szamu-
kat pedig az alabbiakban gytijtjiik Gssze.

n 1|23 4|5 6 7 8 9 10
Cp | 1125|1442 | 132 | 429 | 1430 | 4862 | 16796

Ezen szamokra vonatkozodan belatunk egy Segner Janos Andras nevéhez fiiz6ddo,
a gyorsabb kiszamolasukat elGsegité azonossagot.

Induljunk ki egy n soros nemkeresztezs rimképletbsl (n > 2). Ha az utolso
sor nem rimel semelyik masik sorral, akkor az els6 n — 1 sor 6nmagéban is egy
nemkeresztezd rimképlettel irhato le, az n-edik helyen pedig egy korabbiaktol kii-
16nb6z6 bett all. Ha az n-edik sor rimel legalabb egy masik sorral, akkor legyen
ezek kozil a legnagyobb sorszamu a j-edik (1 < j < n—1). Ezesetben az els§ j sor
Cj-féleképpen, mig 1 < j < n—2 esetén a j-edik és n-edik sor kozé esé n—1—j sor
Cpn—1—;-féleképpen alkothat nemkeresztezé rimképletet, a két részletben kiilonbozs
betiiket hasznalva. Innen kévetkezik, hogy

C,=Ch1+C1Cp_a+...+C,,_2C1 +Cph—_1 (TL > 2)

A Segner-féle formulabol kiindulva belathato (a részletek megtalalhatok példaul
a [8], [17] konyvekben), hogy C,, = n%_l (2:).

Jelolések magyarazata, kiegészitések. A fentiek soran szandékosan nem neveztiik
meg a targyalt szamokat, ezaltal viszont a jeloléseik magyarazat nélkiil maradtak.
Most ezt potoljuk néhény kiegészité megjegyzés kiséretében.

A B, szamokat Bell-szamoknak, az S(n,k) szamokat pedig (mésodfaju)
Stirling-szamoknak hivjuk. A szokésosan hasznalt matematikai definici6éjukban
természetesen nem rimképleteket szamolunk 6ssze, hanem véges halmazok oszta-
lyozasait. Ez a fajta felépités és a szamok néhany tovabbi alapvets tulajdonsaga
megtalalhatdo magyar nyelven példaul a [8] konyvben. A rimképleteken keresztiil
torténd targyalas otlete John Riordantdl [15] szarmazik.

A B], nemszomszédos Bell-szamokkal sokan foglalkoztak kiilonféle (t6bbek ko-
z0tt a Fibonacci, megszoritott, redukalt, regularis, ritka, szeparalt jelz6kkel ella-
tott) nevek alatt, erre vonatkozo hivatkozasokat a [9] cikkben gytijtottiik Ossze.
A B! = B,_; tulajdonsig szamos szerzénél megtalalhato, ezek koziil kiemeljiik
Winston Yang [18] bizonyitasat, aki kolcsonosen egyértelmd megfeleltetést adott
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meg egy n elemi halmaz nemszomszédos osztalyozasai, valamint egy n — 1 elemi
halmaz Gsszes osztalyozasai kozott.

A [9] munkaban a Bell-szamok egy tovabbi altalanositasat vizsgaltuk, ami olyan
rimképleteket szamol Gssze, ahol tetszdlegesen kivalasztott két sor esetén elGirhat-
juk, hogy nem rimelhetnek. Ebbe specidlisan beleférnek a B; ciklikusan nem-
szomszédos Bell-szamok is. A Bell-szamok B} valtozataval is tobben foglalkoztak,
ezeket asszocialt Bell-szdmoknak nevezziik. Tudoméasunk szerint azonban egyel6re
nem ismert kolcsonosen egyértelmiségen alapulod, kozvetlen bizonyitasa a B, = B}
Osszefiiggésnek.

A (), szamokat Catalan-szamoknak nevezziik. Meglepd, hogy mennyi és milyen
kiilonboz6 feladatok megoldasaként bukkannak fel, példaul C,, adja meg egy konvex
(n+2)-sz6g haromszogekre bontésainak szaméat egyméast nem metszs atlokkal, vagy
egy n+1 tényezGs szorzat teljes zardjelezéseinek a szamat. De ez csak két kiragadott
példa, Richard P. Stanley [16] évtizedeken keresztiil gytjtotte a Catalan-szamokra
vezet6 problémakat, szamuk méar meghaladja a 200-at.

Végiil megemlitiink még egy tovabbi rimképlettipust. Ha az olyan n soros rim-
képletek szamara vagyunk kivancsiak, ahol minden sor legfeljebb egy masikkal,
méghozza csak valamelyik szomszédjaval rimelhet (ezeket a rimképleteket a felso-
rolasban f-fel jeloltiik meg), akkor az eredmény Fj,11, az (n + 1)-edik Fibonacci-
szam.

3. Epilogus

Befejezésként alljon itt a kozelmultban elhunyt, egyébként matematikus végzettségi
Esterhazy Péter [6] egy ide kivankozo, az irodalom és a matematika Gsszekapcso-
lodasarol szolé gondolata, mellyel a Kozépiskolai Matematikai Lapok alapitasanak
100. évforduldja alkalmabol 1994-ben rendezett eladoiilésen, a Magyar Tudoma-
nyos Akadémian elhangzott el6adasat zarta:

»De a matematika nem valami tdvoli érthetetlenség, amelyhez kiilon ész kéne,
ugyanavval az (egy szdl) eszinkkel kézelitink a regényhez, mint hozzd. A matema-
tika is a létezéstinkrdl, annak gazdagsdgdrol ad hirt. Mindig ugyanarrol beszélink,
hol Flaubert, hol Bolyai, hol Pilinszky, hol Godel hangjdat halljuk.

Ha fiilelink.”
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