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Tortfa és a ,, Torpe tortek” vizsgalata

Ko0szTOLANYI JOZSEF

Nemrég elkezdtem rendezgetni az elmult 30 év soran tartott matematika szakko-
reim anyagait. Rendezgetés kozben taldltam ra az itt bemutatando két problémara.
Ezek modszertani értelemben nyitott (vagy nyitotta, tanulok altali kutatésra alkal-
massa tett) problémék, amelyeket tobb alkalommal dolgoztam fel kiilonbozé élet-
kord, matematika irant érdekléds didkokkal szakkor keretében. A legfiatalabbak 7.
osztalyos matematika tagozatos tanulok voltak.

|. Tortfa

Az eredeti feladat 1976-ban volt kozépiskolas versenyfeladat az akkori NSZK-ban.
En [1]-ben talaltam 14, és nagyon megtetszett.

Feladat. Az a és b pozitiv egészekre 0 < a < b, valamint a és b relativ primek. Az
& tortbol kiindulva képezziik tortek egy végtelen csalddjat a kévetkezdképpen:

a
a+b
ldlgjdnak és a szamldlo és a nevezd dsszegének hdnyadosa), a jobb oldali aL_H) (az

eredeti tort nevezdjének és a szdmldlo és a nevezd dsszegének hdnyadosa);

1. az § tortnek két ,leszdrmazottja” van, a bal oldali (az eredeti tort szdm-

2. a leszdrmazottként kapott tértekbdl kiindulva ugyanigy folytatjuk az eljardst
(1. dbra)

a/%\b

a+b a+b
(z/ \a+b b/ \a+b
2a+b 2a+b a+2b a+2b
1. abra

Mely a és b esetén tartalmazza ez a végtelen fa az dsszes 0 €s 1 kidzé esd racio-
ndlis szamot?
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A feladat megoldasa a = 1, b = 2. Ehhez t6bb dolgot be kell bizonyitani, amit
a tortfa szisztematikus, iranyitott (tanari kérdések mentén torténs) vizsgalataval
fel lehet fedezni.

Két kiilénb6zd verzidban ,talaltam” a tanuloknak a probléméat attél fiiggen,
hogy milyen elGismeretekkel és képességekkel rendelkeztek.

1. verzié. Induljunk ki az l—bc’il és a fa képzési szabalya alapjan készitsiik el annak

10 szintjét (az 5 onmagaban a 0. szint). A 2. dbran az elsd két szint lathato.
1

1 /5\

0N 2/2\
N N

Kérdések:
1. Taladlunk-e az igy kapott tortek kozott egyszertisithetd tortet? Miért?
2. Altalanosan is igaz-e, hogy a végtelen tortfaban mindegyik tort redukdlt, azaz
tovabb nem egyszertisithets?
3. Benne van-e a végtelen tortfaban az Gsszes 0 és 1 kozotti racionalis szam?

2. verzi6. Induljunk ki az § redukélt tortbél, ahol a és b az eredeti feladat felté-
teleinek megfelels (1. abra).
Kérdések:

1. Van-e a végtelen tortfaban nem redukalt (egyszertsithets) tort?

2. Benne van-e (lehet-e) a végtelen tortfaban az 1? Hol lehet?

3. Ha az % benne van a végtelen tortfaban, akkor benne van-e az Gsszes 0 és 1

kozotti racionélis szam?

4. Sorozatba szedhetdk-e a 0 és 1 kozotti racionalis szamok?
Mivel a 2. verzi6 kérdései magukban foglaljak az 1. kérdéseit, ezért az ezekre
adhato vdlaszokkal foglalkozunk.

1. A tanulok mindkét verzio kapcsan azt sejtették, hogy nem lesz a faban egy-
szerlisithets tort. Ennek altaldnos bizonyitasa mér — értheté moédon — nehezebben
ment. A bizonyitas alapgondolatanak megtalalasa végett megcsinaltuk egy olyan
fanak néhany kezdd szintjét, amelynek kiinduld tortje a % volt, azaz egy egyszert-
sithets tort. Ez alapjan rajottek, hogy ha lenne egyszertisithetd tort a faban, akkor
utana (a beldle szarmazok) mindegyike egyszertsithetd lenne. De vajon milyen tort
lenne kozvetleniil el6tte (az egyszertsithets tort 6se)? A kérdés utan méar jott a
gondolat, hogyan is bizonyitsunk. Kozosen, iranyitva beszéltiik meg a kévetkezd
indirekt bizonyitast:

Tegyiik fel, hogy ’ql redukalt, de p%q nem redukalt, azaz egyszertisithets. Ez azt
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jelenti, hogy van olyan 1-nél nagyobb d egész szam, hogy p is és p + ¢ is oszthatd
d-vel. Ekkor viszont (p 4+ ¢q) — p = ¢ is oszthato d-vel. Ha p is, ¢ is tObbszorose d-
nek akkor % egyszertsithets d-vel, vagyis nem redukalt. Ez ellentmond az indirekt
feltételiinknek, ami azt bizonyitja, hogy ha a kiindul6 tort redukalt, akkor a végtelen
tortfa Gsszes tortje redukalt.
Megjegyzések:

e A leirt indirekt bizonyitas egy kontrapozicids bizonyitas.

e Kozépiskolaban tagozaton vagy szakkoron a végtelen leszdllds iranyaba is ,ka-

nyarodhatunk” a fenti bizonyitas soréan.

2. Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz azt kell észrevenni (t6bb tanulo
észre is vette), hogy ha balra megyiink, akkor %—nél kisebb, ha jobbra megyiink,
akkor %-nél nagyobb tortet kapunk. Az % tehat csak az ,Ostort” lehet.

3. Ha az % az ,Ostort”, akkor minden 0 és 1 kozotti racionélis szam benne van
a faban. Itt el6bb probakat csinaltunk konkrét tortekre visszafelé haladva a faban,
és tobb-kevesebb 1épésben eljutottunk az %—ig. Altalanosan megfigyelhetjiik, hogy
akarmelyik tortbdl visszafelé indulva a tort nevezGje minden lépésnél csokken. A
szamlalé mindig kisebb a nevezénél, ezért a nevezd csokkenésével a szamlaloé sem
néhet. Ezekbdl a megallapitasokbol kovetkezik, hogy véges sok lépésben el kell

érnie a szamlalonak az 1-et és a nevezdének a 2-t.

4. Felilrdl kezdve szintenként balrol jobbra haladva sorszamozni tudjuk a tor-
teket, mivel minden szinten véges sok tort van. A 0 és 1 k6zotti racionalis szamok
tehéat sorozatba szedhetdk.

Megjegyzések:

e Ezzel belattuk, hogy 0 és 1 k6zott megszamlalhatoan végtelen sok racionélis
szam van. Ennek ,mentén” mar fels§ tagozaton lehet mesélni a végtelen
szamossagokrol.

e A tanulok szemléletesen, a szdmegyenesen rajzolgatva konnyen belatjak, hogy
barmely két racionalis szdm ko6zott van racionalis szam, példaul a szamok &l-
tal meghatarozott szakasz felez6pontjaban. Ez azt jelenti, hogy a racionalis
szamok sdrin vannak a szdmegyenesen, igy a 0 és az 1 kozott is. Szemlélete-
sen ez nehezen fér Gssze azzal, hogy sorozatba lehet Gket szedni. Itt kezdenek
el ,,dolgozni” az absztrakt fogalmak.

Cimszavakban néhany, a tortfa vizsgalata soran megjelené Gj matematikai tarta-
lom: redukalt tort; fagraf; indirekt bizonyitas; inverz algoritmus; csékkend sorozat;
megszamlalhatdéan végtelen szamossag; stirtiség.
Tovabbi kérdések lehetnek az %—del indulé tortfara vonatkozoan:

1. Mekkora az egyes szinteken levs tortek atlaga? Miért?

2. Hol jelennek meg a tortfaban a Fibonacci-sorozat tagjai? Miért?
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Il. Térpe tortek

A tanulok kiindulasképpen a kovetkezs — mai szemmel nézve kicsit talan bugyuta,
de emlékeim szerint jol miikods — szoveget kaptéak:

TORPE TORTEKNEK nevezziik a 0 és 1 kizé esd raciondlis szamokat. A 0 (teljes
Jnevén” 2) és az 1 (teljes ,nevén” 1) tiszteletbeli TORPE TORT. A TORPE TOR-
TEK orszdgot alapitottak a derékszogi koordindta-rendszer elsd siknegyedében az
aldbbi Letelepedési Tort-Torvény alapjdan:

(1) Mivel minden egyes tortnek végtelen sok ,neve” van, ezért az egységes nyil-
vdntartds végett minden tort azt a ,,nevét” kiteles haszndlni, amelyre a szdmldlo és
a nevezd relativ prim.

(2) Az 2> tért lakhelye a koordindta-rendszer (n;m) pontja (rdcspontja).

(3) Az n-edik csalddba tartoznak azok a tortek, amelyek ,nevében” a nevezd nem
nagyobb n-nél. Ha a csaldd tagjai nagysdg szerint dllnak novekvd sorban, akkor

n-edik sorozatnak hivjuk dket.

A fent definialt, ,letelepedett” torpe tortek n-edik sorozatai az n-edik Farey-
sorozatok, amelyekrdl b6vebben példaul [2] 269-272. oldalain lehet olvasni.
Elsszor is irjuk fel n = 2;3;4;5;6 esetén az n-edik sorozatokat.

0. 1. 1
20 1
9. 1. 1. 2. 1
o3 20 31
9. 1. 1. 1. 2. 3. 1
o4 3 20 3 41
9. 1. 1. 1. 2. 1. 3. 2. 3. 4. 1
v 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
.1, 1. 1. 1. 2. 1. 3. 2. 3. 4. 5. 1
1 6’ 5 4 3 5 20 B 3 4 5 6 1

A 6-odik sorozat tagjainak ,lakhelyei” a novekedésnek megfelels bejaras szerint a
3. abran lathatok.
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Kérdések:

1. Az abrarodl észrevehetd, hogy n = 6 esetén lakhelyérsl mindegyik torpe latja
az origot, azaz lakhelyét az origoval Gsszekotd szakaszon nem lakik masik torpe.
Altalanosan is igaz ez? Probaljuk bizonyitani.

2. A felirt sorozatokat vizsgalva észrevehets, hogy ha % tagja az m-edik soro-
zatnak, akkor % is tagja. Altalanosan is igaz ez? Probaljuk bizonyitani.

3. A konkrét sorozatokat tanulmanyozva az is észrevehets, hogy mindegyik
sorozatra teljesiil, hogy a benniik lev§ tortek atlaga % Altalanosan is igaz ez?
Probaljuk bizonyitani.

4. A felirt sorozatok mindegyikében két szomszédos tort kiilonbsége olyan tort,
amelynek szamlaloja 1, nevezdje pedig a két nevezs szorzata. Altalanosan is igaz
ez? Probaljuk bizonyitani.

Valaszok, bizonyitasok:

1. Ha valamelyik torpe nem latné az origdt, az azt jelentené, hogy az origdbol
indulo megfelels félegyenesen legalabb két torpe lakik. Mivel a félegyenes mere-
deksége a ra illeszked6 torpék szamlélojanak és nevezGjének hanyadosa, ezért a
tavolabbi tort egyszertisithets lenne, ami a torvény értelmében nem lehet.
Megjegyzések:

e Nem kell, hogy a tanulok ismerjék a meredekség fogalmat, mert az példaul

éppen ennek a kérdésnek a segitségével alakithato ki.

e Itt is indirekt modon bizonyitottunk. Alkalmas ez a kérdés arra, hogy a tanu-

16k szamara egyre természetesebbé, kézenfekvébbé tegyiik ezt a gondolatot.

2. Ha % nem egyszertsithetd, akkor % sem egyszerisithetd. Ez hasonléan lathato
be, mint azt a tortfa esetén tettiik. (Kontrapozicios indirekt bizonyitas.) Emellett

teljesiil, hogy % is 1-nél nem nagyobb tort. g = % akkor és csak akkor, ha
% = 1. Megfigyelhets az is, hogy % és % az 3-re szimmetrikusan helyezkedik el

az n-edik sorozatban.

3. Megfigyelhets, hogy mindegyik sorozatban paratlan szamu tort van. Ha az
1-et kiilon vessziik, akkor az el6z6 kérdésre adott valasz alapjan a t&bbiek (%; %)
parokba rendezhetsk, amely parokban az 6sszeg 1. Ha egy sorozatban 2k + 1 darab
tort van, akkor a sorozat elemeinek Osszege k + %, igy az atlag valoéban %
Megjegyzések:

e Megjelenik itt az Gsszegzés konnyebbé (altalanos esetben elvégezhetsve) téte-

lére egy sokszor és hatékonyan alkalmazhaté gondolat, a pdrositds gondolata.

e A gyerekek a szimmetriat is, a péarositas lehet&ségét is észrevették, és nagy

volt az 6rém, hogy milyen szép igy.

4. FEnnek az észrevételnek az altalanos bizonyitasa a korabbiaknal lényegesen
nehezebb és Gsszetettebb. Viszont geometriai természet, ami az eddigiekhez képest
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reprezentaciovaltast jelent.

Vegylink egy tetszéleges sorozatbol két szomszédos tortet és tekintsiik a ,lakhe-
lyeiket”, azaz a megfelels racspontokat: P; (q1;p1), P (g2;p2). Legyen Z—i < Z—i, és
tekintsiik a két pont és az origéd altal meghatarozott O P P, haromszoget (4. abra).

Py (qi; 1)

4. abra

Mivel a két tort szomszédos az adott sorozatban, és nem egyszertisithet6k, ezért
(Isd. 1. kérdésre adott valasz) az O Py P, haromszognek sem a hataran, sem a belse-
jében nincs racspont, azaz tires racshdaromszog. ElSbb részfeladatként azt vizsgaltuk
meg a gyerekekkel, hogy mekkora egy ilyen haromszog teriilete. A vizsgalat a [2]
258. oldalan leirtaknak megfelelGen tortént, ezért erre részletesen nem térek ki.
Kaptuk, hogy minden {ires rdcshiaromszog teriilete %

Mivel 52 — p—l = % ezért azt kell bizonyitanunk, hogy paq1 — p1g2 = 1.
Evégett a 4. abmn lathato téglalap teriiletét irjuk fel kétféleképpen. Egyrészt piq;.
Masrészt egy derékszogi trapéz, két derékszogd haromszog és az O P P, hdromszog
teriiletének Osszege, azaz (p1+(p12—p2))-q2 + (p1—p2)2'(th—qz) +EU0 4 1A két kifejezést
egyenlévé téve, nem tul bonyolult szamolas utan adodik, hogy paqi — p1ge = 1.
Megjegyzések:

o Az észrevétel, és annak bizonyitasa a racsgeometriai alapismeretek felé terel.
Bizonyos allitasokat (pl. tires racsharomszog teriilete) felss tagozatos mate-
matikatudassal lehet targyalni. A gyerekek szerették ezt a kis racsgeometriai
kiruccanést.

e Az algebrai természetii allitast geometriai iton bizonyitottuk. Ez a tipikus
reprezentaciovaltas nagy sikert aratott a didkok korében.
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