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Ruth tétele és a teruletelv

KozMA JOZSEF

1. Bevezet§

A szerz$ Euler aranyosszegformuldja [2] egy altalanositasa [5] kapesan talalkozott
a teriiletelv tigyes alkalmazasaval [10], szerzStarsaval tovabbi eredményekre is ju-
tottak [6]. A teriiletelvet leggyakrabban olyankor alkalmazzak, amikor szakaszok
hosszusaganak aranya osszefliggésbe hozhatoé haromszogek teriiletének aranyaval.
Jo példa erre a Ceva- és a Menelaosz-tétel igazoldsa. A modszer alkalmazasaval
Hoehn a Menelaosz-tételt 6tszogekre altalanositotta [4]. Késébb altalanos poligo-
nokra is sikeriilt altalanositani a Ceva- és a Menelaosz-tételt [3].

Ruth tétele a haromszog oldalait oszt6 pontokat a szemkozti csticsokkal 6sszeko-
t6 harantszakaszok altal meghatarozott haromszog teriiletére vonatkozik [9]. Alta-
lanositottak tetraéderre [8], illetve magasabb dimenzi6s szimplexekre [7] is. Coxeter
alapkonyvében [1] is szerepel a baricentrikus koordinatak alkalmazasanak egy szép
példajaként. Mindezek ellenére kevés figyelmet kap az itthoni geometriaoktatasban,
holott az affin geometria Ceva-tétele is megkaphato beléle.

Ebben a rovid tanulmanyban a teriiletelv kézvetlen szép alkalmazésat mutatjuk
be a Ruth-tétel igazolaséra.

2. Ruth tételének megfogalmazasa

Legyenek az L, M és N pontok rendre az ABC /\ haromszog kiilonb6z6 oldalain. Az
ezeket a szemkozti cstcsokkal 0sszekotd harantszakaszok metszéspontjai legyenek

P =ALNBM,Q = BMNCN é& R = CNNAL. Az oldalakon kialakul6
osztoviszonyokat

A= (A,B;N), p=(B,C;L), v=(C,A;N),
az egyes kialakult haromszogek teriiletét pedig

T =tapcn, t =tpQRn,
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N B A
1. abra. A két lehetséges alap-konfiguracio

illetve (lasd az 1. abrat)
t1 =tArRQa, t2=1tBPrRA, t3=tcoprn,
ty =tpopra, t5 =tcagn, te =TtABRA

jelolje. Ha P = @Q = R, akkor a fentiek koziil négy haromszog is egy pontta fajul
61, éSt:tl :t2:t3:0.

1. Tétel (Ruth Tétele). A PQRA és az ABC/A hdromszdgek teriletének ardnya:

T A4+2A+ )0+ p+ )1 4+v+vA)

Célunk, hogy ezt az aranyt a teriiletelv segitségével vezessiik le.

A kapcsolat a Ceva-tétellel és megforditasaval konnyen adodik, természetesen
csak azokra az esetekre, amikor az osztépontok az oldalakon vannak. Ruth tétele
szerint ugyanis ¢t = 0, vagyis a harantszakaszok egy pontra illeszkedése pontosan
akkor kévetkezik be, ha az osztdviszonyok szorzata 1. Eszerint Ruth tétele a Ceva-
tétel altalanositasanak tekinthetd, ha az oldalak osztépontjaira szoritkozunk.

3. ElGismeretek

Igen kevés el6zetes ismeretre lesz sziikségiink: a haromszog teriiletének és a kozonsé-
ges osztoviszonynak a fogalmén tul csak linearis egyenletrendszereket kell tudnunk
megoldani, praktikusan matrixok alkalmazasaval.

Ha P, @ és X olyan kollinearis pontok, hogy X # @, akkor a (P, Q; X) kizon-

séges osztoviszonyt a
PX = (PQ;X) X

vektorosszefiiggés definialja.
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P Q P Q

2. abra. A kozonséges osztoviszony fogalma

A teriiletelv a kovetkezd egyszerd Osszefliggést takarja. Ha két haromszognek
kozos az egyik oldala, és annak egyenese a harmadik csticsok egyenesét olyan pont-
ban metszi, mely o osztoviszonyt létesit e csticsokkal, akkor a teriiletiik aranya ||
(lasd a 3. Abrat). Pontos megfogalmazasa a kovetkezs.

Cy o

meo

Cs

A B X
3. abra. A terlletelv

Teriiletelv. Legyen ABC1/A\ és ABCy/\ két nem elfajulé hdromszég. Ha a C1Cs
egyenes az AB egyenest az X pontban metszi, akkor

taBo. A
(2) o = =|(C1,C2X)| = |o|.
ABCs A

taBc,a 1
taBcy A .

Ha C1Cy pdrhuzamos az AB egyenessel, akkor

4. A Ruth-tétel bizonyitasa

Elegendd az 1. abra bal oldalan lathato konfiguraciora elvégezni a bizonyitast, hi-
szen egy tengelyes tiikrozés megcseréli a két konfiguraciot, mikoézben a teriiletaranyt
valtozatlanul hagyja. A metszéspontok sorrendjére

B<P<Q<M, iletve A<R<P<L

teljesiil.
A Tertiletelvet alkalmazzuk rendre a PQR/A haromszog oldalai mentén csatla-
koz6 haromszogekre (a bal oldali oszlopban 1évé sszefiiggések), majd az AR, BP
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és CQ szakaszok mentén csatlakozé haromszogekre (a jobb oldali oszlopban 1évé
Osszefliggeések):

trpn  t2 tarBn  te
tpren  t+ty tarca ti+ts
3) iPQCA _ t3 — tppca _ ty —
PQAA L+ 1 tppan latts
tQrAA _ tq _ tcoan _ ts .
torea T+t ’ tcga  t3tiy

Ha P =Q = R, vagyis t = 0, és t; = t5 = t3 = 0 is fennall, akkor a (3) masodik
oszlopaban az egyenlGségek Osszeszorzasabol Aur = 1 adodik, igazolva az allitést.

’ A tovabbiakban feltessziik, hogy ¢ # 0. ‘

Kovetkezésképpen mindegyik haromszog teriilete pozitiv. A (3) egyes oszlopaiban
1év6 egyenléségek rendezésével két lineéris egyenletrendszert irhatunk fel:

—to + At3 = —At, Aty —tg = —Atq,
puty —t3 = —put, —t4 + pte= —pta,
7t1 + l/tg = 71/t, l/t4 — t5 = 7Vt3.
Ezek méatrixos alakja
0o -1 A t1 —At A =1 0 ts — Aty
(4) w0 =1][ta] =1-ut], 0 pu =1||ts]| = | —pta
-1 v 0 ts —vt -1 0 v t4 —uts

Mindkét méatrix determinansa 1 — Auv. Konnyen lathato, hogy ez nem lehet 0.
Ugyanis ha Aur = 1 lenne, akkor a (3) bal oldali oszlopaban 1évé egyenlGségek
Osszeszorzasaval az
to t3 t1
t+ts t+t t+ 1

= =1
adodik, s ebbdl atrendezéssel a
0 =134 (t +to +t3)t% + (tito + tots + taty)t

egyenlGséget kapjuk, amelyben viszont minden tag és tényez6 pozitiv a jobb olda-
lon. Ez pedig ellentmondas.
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Az egyiitthatoméatrixok eszerint invertalhatok, és az inverzeik:

1

0 -1 X\ 1 v ovA 1
w0 -1 = — 1A A,
-1 v 0 &i\ﬂ// w1
w N————
U
A -1 0\ 1 w v 1
0 p -1 "1 1 v A,
-1 0 v \w w1 pA
w N——— —
\%

ahol a jobb oldali matrixokat rendre U, illetve V, az 1/(1 — Auv) egyiitthatot pedig
w jeloli. Ezekkel a (4) a kovetkezd alakot veszi fel:

1 - A

to| =—wU | —put | =wtU | u|,

t3 —vt v

143 Aty A 0 0 t1
te | = —wV —utey | = wV |0 12 0 to
t4 7Vt3 0 0 v t3

A masodik sor utols6 oszlopvektoranak helyébe az els6 sor szerintit helyettesitve

ty A0 0 A A0 0 A
ts | =wV {0 g 0|wtU|p| =tV |0 p 0|U|p
te 0 0 v v 0 0 v v

adodik. AT —t = (t; +ta+t3) + (t5 + te + t4) teriiletosszeget megkapjuk a w =
(1,1,1) sorvektorral balrol szorzas utani 6sszeadassal (a 3 x 3-as egységmatrixot
E-vel jelolve):

t ts A A0 0 A
T—t=wl|to| +w|tsg| =wwtU[p]| +w?tV |0 u 0|U|p
ts (7 v 0 0 v v
[ A0 0 A
=wwt |1 Aw)E+V |0 p 0]|U(pu
L 0 0 v v
1—duv 0 AUy v v A
= ww’t 0 1— v 0 +1 X A U|lp
0 0 1— v Al wo Ay v
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1 w v v v 1 A
=wot|[ A 1 M 1 A Ap I

Apop 1 w1 p v
Eszerint

. 1 w v v vx 1 A
T:m wlAx 1 M Loox | [p]+0= 2 w)?
H Apop 1 w1 p v

A matrixok szorzéasat elvégezve a szogletes zardjelben 16vs rész:

v py+ ot v+ v v 1+ AP+ opw A
w A+ 14+Mw? Nrv+d+d A+ -+ v pl| +1 =2 v + N2 p2v?
v+ p+py Nuv+Ap+1 A+ Ap? +p v
AU+ Ay + Auv? + pdv + ppy + pv + v+ vap?v? + po?
=W A+ X+ A2 uv? 4 uD20 4 pd + pdv + X+ A+ Ay +
A2y 4 A+ Ay + pN2py 4 php 4 4 v+ v +vp
+1— 2 v 4+ X222
Az utolso szorzés egy 27-tagu Gsszeget ad, az eredmény pedig a rendezést kévetGen
szintén egy 27-tagu Osszeg. Az attekinthet&ség érdekében csoportositsuk a tagokat,
és a tényezdGket is, a sorrendjiiket pedig ugy allapitsuk meg, hogy a A\, u és v
tényezdk ciklikusan valtozzanak:

(L1 1+ v+ (Ap) (pv) (V)] +

ENDYE RN S RY7RS TS I Y NN D VYRS S /7 s W R RS

+Ap) - 1-14+1-(pv)-14+1-1-(wA)]+[(Ap)-1-v+Apv) - 1+1-p(vA)]+
) () -1+ 1+ () (A) + (Ap) - 1+ (VA)]+

FAu@A) + A )y + Ap(vA)] 4+ [A - 1(vA) + 1 (ur)v + (Ap)p - 1]+

M) () + (A p(vA) + Apv) (vA)]-

Innen mar lathato, hogy ez 3 darab 3-tagi tényezd szorzata:
(5) L4+ X4+ A)][1+ p+ (u)][1 +v+ (vA)].

Ez éppen az (1) jobb oldalan a nevezs, ami igazolja az allitasunkat. u

A szerzé koszonetét fejezi ki Kurusa Arpadnak, aki felhivta figyelmét Ruth
tételének aktualitasara, és hasznos tanacsokkal latta el e dolgozattal kapcsolatban
is.
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