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Ruth tétele és a területelv

Kozma József

1. Bevezető

A szerző Euler arányösszegformulája [2] egy általánosítása [5] kapcsán találkozott
a területelv ügyes alkalmazásával [10], szerzőtársával további eredményekre is ju-
tottak [6]. A területelvet leggyakrabban olyankor alkalmazzák, amikor szakaszok
hosszúságának aránya összefüggésbe hozható háromszögek területének arányával.
Jó példa erre a Ceva- és a Menelaosz-tétel igazolása. A módszer alkalmazásával
Hoehn a Menelaosz-tételt ötszögekre általánosította [4]. Később általános poligo-
nokra is sikerült általánosítani a Ceva- és a Menelaosz-tételt [3].

Ruth tétele a háromszög oldalait osztó pontokat a szemközti csúcsokkal összekö-
tő harántszakaszok által meghatározott háromszög területére vonatkozik [9]. Álta-
lánosították tetraéderre [8], illetve magasabb dimenziós szimplexekre [7] is. Coxeter
alapkönyvében [1] is szerepel a baricentrikus koordináták alkalmazásának egy szép
példájaként. Mindezek ellenére kevés figyelmet kap az itthoni geometriaoktatásban,
holott az affin geometria Ceva-tétele is megkapható belőle.

Ebben a rövid tanulmányban a területelv közvetlen szép alkalmazását mutatjuk
be a Ruth-tétel igazolására.

2. Ruth tételének megfogalmazása

Legyenek az L,M ésN pontok rendre az ABC4 háromszög különböző oldalain. Az
ezeket a szemközti csúcsokkal összekötő harántszakaszok metszéspontjai legyenek
P = AL ∩ BM , Q = BM ∩ CN és R = CN ∩ AL. Az oldalakon kialakuló
osztóviszonyokat

λ = (A,B;N), µ = (B,C;L), ν = (C,A;N),

az egyes kialakult háromszögek területét pedig

T = tABC4, t = tPQR4,
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1. ábra. A két lehetséges alap-konfiguráció

illetve (lásd az 1. ábrát)

t1 = tARQ4, t2 = tBPR4, t3 = tCQP4,

t4 = tBCP4, t5 = tCAQ4, t6 = tABR4

jelölje. Ha P = Q = R, akkor a fentiek közül négy háromszög is egy ponttá fajul
el, és t = t1 = t2 = t3 = 0.

1. Tétel (Ruth Tétele). A PQR4 és az ABC4 háromszögek területének aránya:

(1)
t

T
=

(1− λµν)2

(1 + λ+ λµ)(1 + µ+ µν)(1 + ν + νλ)
.

Célunk, hogy ezt az arányt a területelv segítségével vezessük le.
A kapcsolat a Ceva-tétellel és megfordításával könnyen adódik, természetesen

csak azokra az esetekre, amikor az osztópontok az oldalakon vannak. Ruth tétele
szerint ugyanis t = 0, vagyis a harántszakaszok egy pontra illeszkedése pontosan
akkor következik be, ha az osztóviszonyok szorzata 1. Eszerint Ruth tétele a Ceva-
tétel általánosításának tekinthető, ha az oldalak osztópontjaira szorítkozunk.

3. Előismeretek

Igen kevés előzetes ismeretre lesz szükségünk: a háromszög területének és a közönsé-
ges osztóviszonynak a fogalmán túl csak lineáris egyenletrendszereket kell tudnunk
megoldani, praktikusan mátrixok alkalmazásával.

Ha P,Q és X olyan kollineáris pontok, hogy X 6= Q, akkor a (P,Q;X) közön-
séges osztóviszonyt a −−→

PX = (P,Q;X) ·
−−→
XQ

vektorösszefüggés definiálja.
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2. ábra. A közönséges osztóviszony fogalma

A területelv a következő egyszerű összefüggést takarja. Ha két háromszögnek
közös az egyik oldala, és annak egyenese a harmadik csúcsok egyenesét olyan pont-
ban metszi, mely % osztóviszonyt létesít e csúcsokkal, akkor a területük aránya |%|
(lásd a 3. Ábrát). Pontos megfogalmazása a következő.
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3. ábra. A területelv

Területelv. Legyen ABC14 és ABC24 két nem elfajuló háromszög. Ha a C1C2

egyenes az AB egyenest az X pontban metszi, akkor

(2)
tABC14

tABC24
= |(C1, C2;X)| = |%|.

Ha C1C2 párhuzamos az AB egyenessel, akkor tABC14
tABC24

= 1.

4. A Ruth-tétel bizonyítása

Elegendő az 1. ábra bal oldalán látható konfigurációra elvégezni a bizonyítást, hi-
szen egy tengelyes tükrözés megcseréli a két konfigurációt, miközben a területarányt
változatlanul hagyja. A metszéspontok sorrendjére

B ≺ P ≺ Q ≺M, illetve A ≺ R ≺ P ≺ L

teljesül.
A Területelvet alkalmazzuk rendre a PQR4 háromszög oldalai mentén csatla-

kozó háromszögekre (a bal oldali oszlopban lévő összefüggések), majd az AR, BP
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és CQ szakaszok mentén csatlakozó háromszögekre (a jobb oldali oszlopban lévő
összefüggések):

(3)

tRPB4
tPRC4

=
t2

t+ t3
= λ,

tARB4
tARC4

=
t6

t1 + t5
= λ,

tPQC4
tPQA4

=
t3

t+ t1
= µ,

tBPC4
tBPA4

=
t4

t2 + t6
= µ,

tQRA4
tQRB4

=
t1

t+ t2
= ν,

tCQA4
tCQB4

=
t5

t3 + t4
= ν.

Ha P = Q = R, vagyis t = 0, és t1 = t2 = t3 = 0 is fennáll, akkor a (3) második
oszlopában az egyenlőségek összeszorzásából λµν = 1 adódik, igazolva az állítást.

A továbbiakban feltesszük, hogy t 6= 0.

Következésképpen mindegyik háromszög területe pozitív. A (3) egyes oszlopaiban
lévő egyenlőségek rendezésével két lineáris egyenletrendszert írhatunk fel:

−t2 + λt3 = −λt, λt5 − t6 = −λt1,
µt1 − t3 = −µt, −t4 + µt6= −µt2,
−t1 + νt2 = −νt, νt4 − t5 = −νt3.

Ezek mátrixos alakja

(4)

 0 −1 λ

µ 0 −1

−1 ν 0

t1t2
t3

 =

−λt−µt
−νt

,
 λ −1 0

0 µ −1

−1 0 ν

t5t6
t4

 =

−λt1−µt2
−νt3

.
Mindkét mátrix determinánsa 1 − λµν. Könnyen látható, hogy ez nem lehet 0.
Ugyanis ha λµν = 1 lenne, akkor a (3) bal oldali oszlopában lévő egyenlőségek
összeszorzásával az

t2
t+ t3

· t3
t+ t1

· t1
t+ t2

= λµν = 1

adódik, s ebből átrendezéssel a

0 = t3 + (t1 + t2 + t3)t2 + (t1t2 + t2t3 + t3t1)t

egyenlőséget kapjuk, amelyben viszont minden tag és tényező pozitív a jobb olda-
lon. Ez pedig ellentmondás.
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Az együtthatómátrixok eszerint invertálhatók, és az inverzeik: 0 −1 λ

µ 0 −1

−1 ν 0

−1 = − 1

1− λµν︸ ︷︷ ︸
ω

 ν νλ 1

1 λ λµ

µν 1 µ


︸ ︷︷ ︸

U

,

 λ −1 0

0 µ −1

−1 0 ν

−1 = − 1

1− λµν︸ ︷︷ ︸
ω

µν ν 1

1 λν λ

µ 1 µλ


︸ ︷︷ ︸

V

,

ahol a jobb oldali mátrixokat rendre U, illetve V, az 1/(1−λµν) együtthatót pedig
ω jelöli. Ezekkel a (4) a következő alakot veszi fel:t1t2

t3

 = −ωU

−λt−µt
−νt

 = ωtU

λµ
ν

 ,

t5t6
t4

 = −ωV

−λt1−µt2
−νt3

 = ωV

λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

t1t2
t3

 .

A második sor utolsó oszlopvektorának helyébe az első sor szerintit helyettesítvet4t5
t6

 = ωV

λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

ωtU

λµ
ν

 = ω2tV

λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

U

λµ
ν


adódik. A T − t = (t1 + t2 + t3) + (t5 + t6 + t4) területösszeget megkapjuk a w =

(1, 1, 1) sorvektorral balról szorzás utáni összeadással (a 3 × 3-as egységmátrixot
E-vel jelölve):

T − t = w

t1t2
t3

+ w

t5t6
t4

 = wωtU

λµ
ν

+ wω2tV

λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

U

λµ
ν


= wω2t

(1− λµν)E + V

λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

U

λµ
ν


= wω2t

1− λµν 0

0 1− λµν 0

0 0 1− λµν

+

λµν µν ν

λ λµν λν

λµ µ λµν

U

λµ
ν


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= wω2t

 1 µν ν

λ 1 λν

λµ µ 1

 ν νλ 1

1 λ λµ

µν 1 µ

λµ
ν


Eszerint

T =
t

(1− λµν)2

w
 1 µν ν

λ 1 λν

λµ µ 1

 ν νλ 1

1 λ λµ

µν 1 µ

λµ
ν

+ (1− λµν)2

 .
A mátrixok szorzását elvégezve a szögletes zárójelben lévő rész:

w

 ν + µν + µν2 λν + λµν + ν 1 + λµ2ν + µν

λν + 1 + λµν2 λ2ν + λ+ λν λ+ λµ+ λµν

λµν + µ+ µν λ2µν + λµ+ 1 λµ+ λµ2 + µ

λµ
ν

+ 1− 2λµν + λ2µ2ν2

= w

λν + λµν + λµν2 + µλν + µλµν + µν + ν + νλµ2ν2 + µν2

λλν + λ+ λ2µν2 + µλ2ν + µλ+ µλν + λ+ λµ+ λµν

λ2µν + λµ+ λµν + µλ2µν + µλµ+ µ+ νλµ+ νλµ2 + νµ

+

+ 1− 2λµν + λ2µ2ν2.

Az utolsó szorzás egy 27-tagú összeget ad, az eredmény pedig a rendezést követően
szintén egy 27-tagú összeg. Az áttekinthetőség érdekében csoportosítsuk a tagokat,
és a tényezőket is, a sorrendjüket pedig úgy állapítsuk meg, hogy a λ, µ és ν
tényezők ciklikusan változzanak:

[1 · 1 · 1 + λµν + (λµ)(µν)(νλ)]+

+[λ · 1 · 1 + 1 · µ · 1 + 1 · 1 · ν] + [λµ · 1 + 1 · µν + λ · 1 · ν]+

+[(λµ) · 1 · 1 + 1 · (µν) · 1 + 1 · 1 · (νλ)] + [(λµ) · 1 · ν + λ(µν) · 1 + 1 · µ(νλ)]+

+[(λµ)(µν) · 1 + 1 · (µν)(νλ) + (λµ) · 1 · (νλ)]+

+[λµ(νλ) + λ(µν)ν + λµ(νλ)] + [λ · 1(νλ) + 1 · (µν)ν + (λµ)µ · 1]+

+[(λµ)(µν)ν + (λµ)µ(νλ) + λ(µν)(νλ)].

Innen már látható, hogy ez 3 darab 3-tagú tényező szorzata:

(5) [1 + λ+ (λµ)][1 + µ+ (µν)][1 + ν + (νλ)].

Ez éppen az (1) jobb oldalán a nevező, ami igazolja az állításunkat. �
A szerző köszönetét fejezi ki Kurusa Árpádnak, aki felhívta figyelmét Ruth

tételének aktualitására, és hasznos tanácsokkal látta el e dolgozattal kapcsolatban
is.
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